Cizge Kuraminin Temelleri 1
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OZET

Bu yazida cizge kuramimin temel kavramlart ve
iliskin dokusal denklemler tanimlanmistir.

UDK : 513.83

SUMMARY

Fundamental concepts of graph theory and the
related topological equations are presented.

1. GIRIS

Devre coziimlemesinde karsilasilan baglica so-
runlardan biri de, devreyi olusturan ogelerin
aralarindaki baglantinin, baska bir deyisle dev-
renin dokusunun, matematiksel olarak tanim-
lanmasidir. Cizge kurami bu konuda biylik ko-
layliklar saglamaktadir. Biz bu yazi dizisinde
cizge kuraminin temel kavramlarini vererek,
bunlarin devre coziimlemesindeki uygulamasini
gosterecegiz.

Euler (1707-1782) iinlii Konigsberg Kopriisii so-
rununa ¢ozim ararken c¢izge kuraminin temel-
lerini atanlardan biri olmustu. Konigsberg ken-
tinden akan Pregel irmagindaki iki ada birbir-
lerine ve kiyilarina Sekil 1.1 de gosterildigi gibi
yedi kopri ile baglanmisti. Euler'i diisiindiiren
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Sekil LI

sorun A, B, C ya da D ile gosterilen herhangi
bir yerden basliyarak ugmadan, ylizmeden ya da
yerklirenin ¢evresinde dolanmadan bu yedi
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kopriidden de yalnizca birer kez gecerek yine
ilk baslama yerine geri donmenin olanakli olup
olmadig1 idi. Bu ve buna benzer ilging bulma-
calarin ¢Oziimlerini ararken matematikgiler gi-
derek degisik tiir bir matematigin gelismesine
yol actilar.

Yakin zamana kadar pek uygulama olanagi bu-
lunmayan c¢izge kurami, bilgisayara dayanan ye-
ni yontemlerin gelismesi ile elektrik miihen-
disliginden yoneylem arastirmasina kadar ge-
nig bir alan1 kapsayan caligmalarda aranan bir
matematik kolu oldu. O0rnegin, bir lilkenin de-
miryolu agint disiinelim. Diyelim ki bu tilke-
de 6 demiryolu duragi olsun ve bu duraklar
birbirlerine Sekil 12 de gosterildigi gibi bag-
lansinlar. Sekil 12 deki c¢izgiler ve noktalar
sirastyla bu demiryolu aginin demiryollarini
ve duraklarini simgesel olarak gostermektedir.

B C

A F E
Sekil 12.

Baska bir deyisle Sekil 12 bu demiryolu agi-
nin c¢izgesidir. Bu c¢izgenin ilgin¢g bir yani su-
dur: buradaki her bir cizgi ve noktanin so-
mut karsitlar1 vardir. Cizgiler demiryollarina,
noktalar da duraklara karsit oluyorlar. Oysa,
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boyle bir somut karsitlik, ¢izge kuraminda ara-
nan bir kosul degildir. Bagka bir ornek olarak,
soyle bi: arkadashik iliskisi diisiinelim: A: B
nin; B:Ave Cnm, C:B, D, Eve F nin, D:C
ve Enm, E C, D ve F nm; F ise C ve E nin
arkadasi olsunlar. Sekil 12, kolaylikla gortilece-
gi gibi bu arkadaslik iligkilerinin cizges1 ola-
rak da distiniilebilir. Bu Ornekte artik cizgi-
ler somut kavramlara karsit degildirler.

Bu tiir daha baska oOrneklere girmeden cizge
kuraminin temel kavramlarini verelim.

2. CIZGE KURAMININ TEMEL KAVRAMIA-
RI

Simdi, ilerde yazacaklarimizin aciklik kazana-
bilmesi icin asagidaki tanimlart verelim.

Tamm 2.1.

«Cizgi», iki ayr1 uc noktast olan bir dogru par-
casidir.

Tanm 22.

Bir cizginin her bir u¢ noktasina «diigiim» de-
nir.

Sekil 2.1 de e, cizgisi ve v,,v, ile tanimlanan
digiimleri gosterilmistir. Bu iki tanimdan an-
lasilmalidir ki, bir cizginin yalnizca kendisi ve
diigimleri tanimlanmaktadir, dolayisiyle bu
¢izginin yonlinden, wuzunlugundan vb. s6z edi-
lemez.
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Sekil 2.1.

Tamm 2.3.

Eger \ dugumu e, ¢izgisinin dugimlerinden
birisi ise v, digimu ve e, cizgisi «cakisiktir»
denir.

Demek ki \ diagimi ile e ¢izgisinin g¢akigik
olmamasi, v, nin e, nin iki u¢ diiglimlerinden
birisi olmadig1 anlamina gelir.

Tanmm 2.4.

Rasgele sayida c¢izgilerin diiglimlere cakisik
oldugu cizgiler ve diigimler kiimesinin tiimii-
ne «cizge» denir.

Simdi Tanim 24 den bir G cizgesinin icerdigi
ve icermedigi durumlan inceliyelim. G nin igin-
de hicbir c¢izginin cakismiyacagir tekdugiimler
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olabilir. Diger bir durum ise bir c¢izgi bir dii-
giime iki kez cakigabilir, boyle bir cizgiye «tek-
cevre» diyoruz. Tekgevreler, bir ¢izginin ug¢ du-
glimlerinin cakismasinda dogar. Sekil 2 2a ve
2.2b de tekdigum ve tekcevre gosterilmistir Yi-
ne Tanim 24 den varilacak bir sonug, bir ciz-

o
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@ (b)

Sekil 22.

gedeki cizgilerin diiglimlerden baska ortak ke-
sisme noktalarinin olamiyacagidir. Sekil 2 3a
ve 2 3b de dugiimlerden baska ortak noktalari
var gibi goziiken cizgeler, ve Sekil 2.3c ve 2.3d
de ise bu cizgelerin yeniden cizilisleri goste-
rilmistir. Bundan boyle e bir cizgedeki cizgi

2
{c) (d)

Sekil 23.

ve v ise dugiim sayisim1 gostersin. Sekil 24 de
e=7 ve v=15 olan G cizgesi goOsterilmistir.

Vo e

V.. VS
Sekil 2.4.
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G cizgesinden e, cizgisinin c¢ikartilmasi ile el-
de edilen G, cizgesini distinelim.

G, = G—e¢ @.1)

Gj ve ¢j Sekil 2.5 de gosterilmistir. Burada acgik-
lanmas1 gereken diger bir nokta da, e, c¢izgisi
G cizgesinden ¢ikartilirken v, ve v, diglimleri-

Sekil 2.5.

nin davraniglaridir. Yukarda tekdiigimlerden
soz edildiyse de tekcizgi (u¢ duigiimleri olmi-
yan c¢izgi) gibi bir tanim verilmedi. Dolayisiyle
boyle bir c¢ikartma isleminde G c¢izgesinde tek
olan Vj ve v, dugiimleri Sekil 2.5 de ikiye ayril-
maktadir. Bu islemin tersini, ¢j in G, ile «bir-
lesimini» distinelim.

G = e_, U Gl (22)

Burada ise, Sekil 2.5 de herbiri iki ayr1 digim
olarak gosterilen v, ve v, birleserek herbiri bi-
rer digimle gosterilmektedir. Varilacak sonug
sudur: tekdigiim olmadikga, bir cizgeden bir
diigim cikartilamaz ve boyle bir islem tanim-
lanamaz.

Tanmm 2.5.

G cizgesinin cizgilerinin ve/ya da tekdiigiimle-
rinin altkiimesinden olusan G, ¢izgesine, G nin
«altcizgesi» denir.

G ¢ G (2.3)

Dolayisiyle yukardaki Ornekle sozii edilen ej
cizgisi, G nin bir altcgizgesidir.

G (2.4)

ya da G, e, in «lstcizgesidir».

(&

> ¢

G=e (2.5)

Kolayca anlasilacag: gibi G, in tek bir cizgiden
olusmasi gibi bir kosul yoktur. Sekil 2.5 deki
G cizgesini,
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Gj = (e,,e,e)) (2.6)

altcizgesini diistinelim G den G, in ¢ikartilmasi
ile elde edilecek altcizge G, olsun,

G, = G — Gj (2.7)
O zaman,
GZ = (62,64,66,6,) (28)

cizgilerinden olusur. Boyle tanimlanan G, alt-
cizgesine, G, in «tlimleyeni» denir. G ve G,
nin Ozelliklerinden ikisi, bilesimlerinin G ye
esit:

G=G UG 2.9

ve kesisimlerinin de «boscizge» olmasidir:

G, NG =0 (2.10)

Bozcizge, ne bir cizgisi ne de bir diigimi olan
cizgedir. Her nekadar burada denklem 2.10
daki boscizgeden herhangi bir cizge gibi,
soz ediliyorsa da, ilerde aciklanacagi gibi bu,
tam anlami ile bir cizge degildir ve bir celis-
kiye diismemek icin boscizge kullanilirken dik-
kat etmek gerekmektedir, Oyle ise tiimleralt-
cizgenin tanimini verelim.

Tanim 2.6.

G, ve G,,G cizgesinin iki alt¢izgesi olsunlar.
Eger,

G, UG,=G
ve
G, nG,=0

ise Gj ve G, birbirlerine gére G nin «tliimler-
altcizgeleridir».

Ozel durumda, Gj = G ise G, boscizge olur, ve
Gj, G, yine Tanim 26 yi saglarlar. Her cizge
icin boyle bir durumdan s6z edilebilir. Demek
oluyor ki her cizge kendi kendisinin bir alt-
cizgesidir. Bu 0zel durumun disinda Gj "s G
olacaktir. Bir altgizge verilen cizgeye O6zdes de-
gil ise ona «Ozaltcizge» denir.

Tamm 2.7.

Bir diigiime cakisik olan cizgilerin sayisina, o
digimun «kertesi» denir.

v, ninci dugiimiin kertesini d (v)) ile gostere-
lim. Sekil 24 deki cizge icin,

dv,) =3
d () =2
d(v) =3
d) =3
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d(v,) =3
diir. Tekdtgiimlerin kerteleri sifir alinir.

Tanim 2.8.

Bir cizgenin ya da alt¢izgenin cizgilerinden olu-
san bir dizi diislinelim, oyie ki bu dizideki her-
bir c¢izginin iki u¢ diiglimiinden birisine o cir-
ginin dizide kendinden Once ve sonra gelen c¢iz-
gileri cakistk olsun. Bu kosulu saghyan ¢izgi
kiimesine «gizgi dizisi» denir.

Bu tanima gore bir ¢izgi dizisinde herhangi bir
cizgi birden cok kere bulunabilir.

Tanmm 2.9.

Bir c¢izgi dizisinde bir ¢izginin bulunma sa-
yisina o ¢izginin «goklugu» denir.

e, cizgisinin coklugunu m (e,) ile gosterelim.
O zaman Sekil 2.6 daki ¢izgeden,

(«. e, €, €, €, €, €, €, €, €,)

gizgi kimesi bir ¢izgi dizisi olugturur. Bu di-
zideki ¢izgilerin ¢okluklari,

m(e,) =1
m(e,) =1
m(e,) =2
m(e,) =2
m(e,) =2
m(e,) =1
m(, =1
dir.

Sekil 2.6.

Tanim 2.10.

Eger bir cizgi dizisindeki her ¢izginin coklugu
bir ise, bu cizgiler bir «cizgi dizgesi» olustu-
rurlar.

50

Gecen oOrnekteki,
€
(1- e, e, €, €, ¢€,)

cizgileri bir dizge olustururlar. Demek ki <«her
cizgi dizgesi», bir «altgizgedir».

Bir dizgedeki ilk cizginin bagka bir cizgi ile
cakismiyan diigiimiine dizgenin <baslangic di-
gimii» (V) ve son cizginin bagka bir ¢izgi ile
cakismiyan diiglimiine ise dizgenin «sonug di-
gumii» (v) denir. Her ikisine birden dizgenin
«g dugimleri» (v,) denir. Yukardaki dizgede
Vj ve v, sirast ile dizgenin baslangic ve sonug
diigiimleridir. Eger bir dizgede uc¢ diigiimleri
ayrik ise (v,sv,) o dizgeye «acgik dizge»; caki-
stk ise (v,=v,), o dizgeye «kapali dizge» denir.

Tanim 2.11.

Eger bir acik cizgi dizgesinin uc diigiimleri
disindaki tiim diiglimlerinin kertesi 2 ise bu
bir «yoldur».

Demek ki her ¢izgi bir yoldur. Sekil 24 den
asagidaki cizgi kiimelerini diistinelim:

PI = (el( e,)
P, = (e, e, ¢, ¢€,)

bunlar birer yoldur. Beri yandan (ej, e,) ve
(e, €, €, birer yol degildir.

Tamm 2.12.

G cizgesinde her diigim cifti arasinda en az
bir yol var ise G bir «bagh cizgedir».

Eger G bagh c¢izge degilse, «ayrik cizgedir». G
ayrik cizge ise G bagh altcizgelerin birlesimin-
den olugsmug demektir. Ayrik bir ¢izgenin bag-
I1 alt¢izgelerinin herbirine o ¢izgenin «parcala-
r» denir, p, bir cizgenin parcalarinin sayisini
gostersin. Sekil 2.7 deki cizge 4 parcadan olus-
mustur.

G*=G, UG, UG, UG, @.11)

ve p=4 diir. Bir ¢izgede p=1 olmasi o cizge-
nin bagh oldugunu gosterir.

Tanim 2.13.

Bir yolun u¢ diigiimleri cakisik ise, buna «cev-
re» (kapali yol) denir.

Cevre tanimindan, cevredeki duglimlerin ker-
telerinin iki oldugu hemen anlasilabilir. Sekil
27 deki G g¢izgesinin G, parcast ve (e,,e;) ¢iz-
gileri birer g¢evredirler. Beri yandan G, parga-
sinda bir ¢evre yoktur. Genellikle kapali bir
cizgi dizgesi yalmiz digiimlerde ortak olan gev-
relerin birlesimidir. Bir cevreyi olusturabile-
cek cizgilerden herbirine «cevre 0gesi», hi¢ bir
cevreyi olusturamiyacak bir cizgiye «cevredi-

Elektrik Miihendisligi 205-206



st Ogesi» denir. Sekil 2.7 de e e, e, ve e" ciz-
gileri c¢evredist oOgeleridir. Diger tiim cizgilel
cevre Ogeleridir.

Sekil 2.7.

Teorem 2.1.

Sonlu sayida ogelerden (cizgi ve diiglim) olu-
san G cizgesindeki kertesi tek sayiya esit olan
diigiimlerin sayis1 cifttir.

Kanit: r, Kertesi i olan diigiimlerin sayisi ol-
sun. G de e kadar cizgi varsa kertelerin topla-
mi1 2e ye esittir, Oyle ise,

2e =r,+2r,+3r,+. +nr, (2.12)
2—2r—2r—4r,— .=rjtr,+r,+. . (213)

Denklem 2.13 iin sol yaninin ¢ift sayiya esit ol-
dugu kolayca goriilebilir. Bu da, sag yaninin
da cift sayiya esitligi demektir.

Oyleyse,

I r

ne = Gift
Teorem 2.2. (Listing)

G ¢izgesinin, agik c¢izgi dizgesi olmasi igin ge-
rek ve yeter kosul, G nin baglh olmasi ve ker-
tesi tek sayr olan yalmizca iki diiglimiiniin bu-
lunmasidir.

Kanit: Eger G bir acik c¢izgi dizgesi ise, bu,
Tanim 2.10 dan G nin bagh ve kertesi tek sayi
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e o T ————— ————

olan yalnizca iki diiglimii bulundugu demek-
tir.

Beri yandan G nin bagli ve Kkertesi tek sayi
olan yalnmizca iki diigiimii bulundugunu varsa-
yalim. Bu diiglimler v, ve v, ile gosterilsinler. v,
ve v, yi e, cizgisi ile birlestirelim. Bu birlesim-
den dogan G' ¢izgesi,

G=e, UG

Sekil 2.8 de gosterilmistir. G' ¢gizgesinin tim dii-
gimlerinin Kkertesi cift sayiya esittir. Bu tir
cizgelere «Euler Cizgesi» denir. Euler cizgesi ka-
pali bir ¢izgi dizgesidir, baska bir deyisle yal
mz diiglimlerde ortak olabilen cevrelerin birle-
siminden olusmustur. Oyleyse G bir acik c¢izgi
dizgesidir.

Sekil 2.8.

Listing Teoreminin ilginc uygulamalar1i bir
cok bulmacalarda goriilebilir. Ornegin Konigs-
berg Kopriilerini diigiinelim. Sekil 1.1 e iligkin
cizgeyi; A, B, C ve D digiimler ve kopriiler de
cizgiler olarak alindiginda, Sekil 29 da oldugu
gibi gosterebiliriz. Burada kertesi tek sayr olan

A

D

Sekil 2.9.

dort diigim bulundugundan bu sorunun ¢ozii-
mi yoktur. Bagka bir 6rnek soyle verilebilir:

Sekil 2.10 da kesik cizgilerle gosterildigi gibi ka-
lemi kaldirmadan her ¢izgiden yalnizca bir ke-
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re gegilebilir mi, gecilemez mi? Sekil 2.11 de gos-
terilen iligkin cizgeye bakildiginda A, B, C, D,
E ve F dugiumlerinin kertelerinin d (A) = 5,
d(B)=5, d(C)=4, d(@D) =5, d(E) =4,
d (F) = 9 oldugu gorilir. Demek ki burada da
ikiden cok tek sayith kertesi olan diigiim bulun-
dugundan bu sorunun da ¢oéziimii yoktur.

b
/ 1
S o
\ - -
s
/
\
v
’ v
A
- s { =~ 1
1 / i
\ :
= 7 » Fl

4
i3

Sekil 2.10.

Sekil 2.11.

Artik, ¢izge kuraminin en temel kavramini ta-
nimlayabiliriz.

Tanum 2.14.

G cizgesinin asagidaki Ozellikleri sagliyan T
altcizgesine <«agag» denir.

(i) T baghdir,

(ii) G nin butiin digimleri T nin de digim-
leridir,

(iii) T nin higbir altgizgesi cevre yapmaz,
(iv) T de yalnizca v—1 kadar cizgi vardir.
Teorem 2.3.

Her bagh cizgede en az bir agac¢ vardir.

Bu teoremin kaniti1 diisiinme olanagi saglamak
icin okuyucuya birakilmistir.
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Tanim 2.15.
G nin p kadar parcasi olsun,
G=G,UG,UG,U - UG,

ve T,, G, nin i¢inde secilen bir agaci gostersin.
O zaman,

T=T, UT,UT,U .. UT

D

bir «ormandir».

Tanim 2.16.

Bir agacin tliimleraltgizgesine «tlimlelagac» de-
nir.

Tanim 2.17.

Bir ormanin tlimleralt¢izgesine «tiimlerorman»
denir.

Tanim 2.18.
Agacin ya da ormanin bir ¢izgisine «dal» denir.

Tanim 2.19.

Tumleragacin ya da timlerormanin bir ¢izgi-
sine «kirig» denir.

Sekil 2.12.

Sekil 2.12 de gosterilen G cizgesini dustinelim.
G de dokuz tane degisik agac segilebilir. Bun-
lar,

T, = (e,, e,, e, ¢,) T« = (e,, e,, €,, €)
T, = (e,,e,, e, ¢€) T, = (e*e,, e, e)
T, = (e,,e,, e, €,) T, = (e, €,,€,,€;)
T, = (e, ¢, €, €) T, = (e,, e,,e,,¢€)
TS = (e” e}> e45 eb)

dir. Bu agaclara karsit olan tiimleragaglar ise
sirastyle sunlardir :

T',= (e,, e,) T« = (e,,e,)
T'2= (ep es) T'7= (elfe4)
T',= (62564) T's = (ea’es)
T'4= (e,,e4) T'g = (ezses)
T' = (e,,e;)

Teorem 2.4.

Tanim 2.14 de verilen Ozelliklerden herhangi
licli dordiincusiini kanitlar.
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Bu teoremin kaniti1 da okuyucuya birakilacak ve
asagidaki teoremin kaniti verilecektir.

Teorem 2.5.

Tanim 214 deki (m) ve (iv) tunci Ozellikler
obir iki ozelligi kanitlamaya yeterdir.

Kanit : (iii) T nin hicbir altgizgesi cevre yap-
maz.

(iv) T de yalnizca v—1 kadar cizgi vardir.

Verilen T altgizgesinin p kadar parcasi oldu-
gunu ve (iii) ile (iv) deki oOzellikleri sagladigi-
n1 varsayalim.

T=T, UT, U . UT,

T, de v, kadar diigiim varsa T, nmin v—1 kadar
cizgisi var demektir, v, T deki diigim sayisini
gosterirse,

v =1y, 219

dir. Ama T nin ¢izgilerinin sayist her bir T,
deki cizgilerin toplamina esit olacagindan,

L L
2 (V’ - 1) = 2 v, —p
1 = 1 1=.-1

(2.15)

= v—1

olarak yazilabilir. Bu da p = 1 oldugunu gos-
terir ki, baska bir deyisle T nin bagl oldugu-
nu kanitlar.

Boylelikle (iii) ve (iv) tuncii Ozelliklerin (i)
inci Ozelligi kanitladigin1  gostermis olduk.
Teorem 24 kullanilarak geri kalan kisim ta-
mamlanabilir.

Tamm 2.20.

Bir cizgedeki kiris sayist k ye, o cizgenin «si-
firbg» denir.

Tamm 22171.

Bir cizgedeki dal sayis1 b ye, o ¢izgenin «asa-
masi» denir.

Teorem 2.6.

v, e ve p kadar, sirasiyla, digiimu, cizgisi ve
parcasi olan G cizgesinin sifirligi,

k=e—v+p (2.16)
ve asamast

b=v—p 2.17)
dir.
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Kanit: Denklem 2.17 endiiksiyon yolu ile ka-
nitlanabilir. Verilen bir cizgede,

k=e —b

oldugundan, denklem 216 nin da dogrulugu
gortilebilir.

Tamm 2.22.

Baghi bir G cizgesmin secilen T agacina gore
«t-cevreleri» (temel cevreleri) k kadar Kkirigle-
rin birer birer tanimlayacaklar1 tek bir kirig
ve birik aga¢ dallarindan olusan c¢evrelerdir.

Eger G baghh degilse t-cevreler secilecek bu
ormana gore tanimlanirlar. Boylelikle, G c¢i/.-
gesinin t-cevrelerinin sayist c¢izgenin sifiliilgma
esittir. Sekil 2.13 deki ¢izgede T agacinin,

T = (e,, e, €,, €, €) (2.18)

Sekil 2.13.

olarak se¢ildigini dusiintirsek tanimlanacak t-
cevreler,

c, = (e,, e, ¢€,)
c, = (e, e, €, ¢€,)
43 = ("4- °5- " e,)
dir ve sayisi,
k=e—v+p
=8—6+1=3

Agaca iliskin cevre gibi, baska bir temel kav-
ram kesitlemedir.

Tamm 2.23.

Asamasi b olan G cizgesinin asagidaki iki Ozel-
ligi saghyan altcizgesi G, e «kesitleme» denir.

(i) G, G den c¢ikanildiginda elde edilen ciz-
genin asamasi b — 1 dir.

(1) G, in bagka hi¢ bir ozaltcizges1 G den ¢1-
karildiginda elde edilen cizgenin asamasi b den
degisik olmaz.

Tamm 223 deki G cizgesi eger bagh ise G, G
den cikarildiginda G iki parcadan olusan bir
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cizgeye indirgenir. Kesitleme kavramini agik-
lamak icin Sekil 2.13 deki cizgeyi diistinelim
Burada,

G. = (e, ¢)

Gz = (64’ €6s 67)

GS = (ez’ €5, €y es]
G4 - (ez’ €5, ee)

altcizgeleri dustiniildiigiinde Gj ve G, nin ke-
sitteme olduklart goriiliir. Beri yandan G, un
cikarilmasi asamayr iki diisiireceginden, bu
bir kesitleme degildir. Bu durumda tekdiigiim
v, de bir parca olarak distiniilmektedir. G, iin
e, ve e, den olusan altcizgesi de asamay: bir
azaltacagindan G, de kesitleme degildir, t-cev-
relerde oldugu gibi, secilecek bir agaca gore
temel kesitlemeler de tanimlanabilir.

Tamm 2.24.

Bagli bir G cizgesinin, secilen T agacina gorc
«t-kesitlemelerr» (temel kesitlemeleri) b kadai
dallarin birer birer tanimliyacaklar1 tek bir dal
ve birik tliimleragac kirislerinden olusan kesit-
lemelerdir.

Tanim 224 deki G cizgesi eger bagh degil ise,
t-kesitlemeleri secilecek bir ormana gore tanim-
lanirlar. Cizgenin asamasi, c¢izgedeki t-kesule-
melerinifi sayisina esittir. Yine Sekil 2.13 deki
cizgeyi ve denklem 2.18 de verilen agaci diisii-
niirsek tanimlanabilecek kesitlemeler soyle si-
ralanabilir :

» = (e, )
o = (e 8)
,» = (e, €,,¢e,)
. = (€,, €, €,)
,» = (&, €, ¢e)

Gortldigi gibi t-kesitlemc sayist,

RooKR X X

b=v—p

) e, Cy 4 L

! 1 0 0 0

—1 0 1 0 0

iy 0 -1 =1 1 1
n= C 0 a0 1 0
L 0 0 0 -1

0 0 L 0 L

U 0 0 0 0

. 0 0 0 0 0
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3. YONLENDIRILMIS CIZGELERIN DOKU-
SAL MATRIiSLERIi

Buraya kadar yonlendirilmemis, ya da cizgi-
lerine bir yon verilmemis, c¢izgelerden soz et-
tik. Ilerde karsilasacagimiz sorunlara coziim
verebilmeleri i¢in bundan bodyle diislinecegimiz
cizgelerdeki cizgilere birer yon koyacagiz. Bas-
ka bir deyisle artik yonlendirilmis ¢izgeler iize-
rinde ugrasacagiz Sekil 3.1 de \onlendirilmis
bir cizge gosterilmektedir. Buradaki e, cizgisini
distinelim. Bu ¢izgiye verilen yon Vj den v,
ye dogrudur ki, anlami, ej lizerinden yapilacak
bir gecis eger cizgiye konan okla ayni yonde
ise art1, ters yonde ise eksi olarak onanacak-

Seidl 3.1,

tir. Yon kavramini saptadiktan sonra artik ve-
rilen bir cizgeyi belirliyecek dokusal matris-
leri tammliyabiliriz.

Tamm 3.1.

Eger e ve v sirasiyla G ¢izgesindeki ¢izgi ve
diguin sayisin1 gosteriyorsa v kadar dizegi ve
e ka}g_flr dikec1 olan «cakisim» (diigiim) mat-
risi n = UTJ* ¢ asagidaki gibi yazilabilir.
Eger e, c¢izgisi v, dugiimu ile cakisik ve yoni
v, den uzakiagiyorsa: 1t, = 1

Eger e, cizgisi \\ digimi ile cakisik ve yoni
v, ye geliyorsa: TI,, = —1

Eger e, cizgisi v, digimine cakigik degilse:
™y = 0

Bu tanima gore Sekil 3.1 deki ¢izgenin cakisim
matrisi,

Gy Cx Cy € Cu
0 0 0 0 0 1%
0 0 0 o 0 V3
0 0 0 0 0 vy
0 0 u 1 0 v, @3.1)
1 0 0 _1 0 Vs
0 1 0 0 l Yy
—i 0 1 0o —I Vi
O L 0 0 d Ve

olarak yazilir. Cakistm matrisinin 6zelliklerin-
den 6nemli olan ikisi sunlardir :
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a. Her dikecte sifir olmayan yalniz iki 6ge
vardir.

b. g (1 £ g < v) boyunda herhangi bir behi
teninin degeri 1, —1 ya da 0 dur.

Bunlardan ilki hemen goriilebilirse de, ikinci-
si biraz diisinme gerektirmektedir.

Dizek ve dikeclerinin sirasim uygun diizen-
liyerek cakisim matrisinin,

E, E, E,
—
I, 0 .. 0 Vi
—
— 0 - 0 vy
n= (32)
Q o .. ) v,

olarak yazilabilecegini dustlintirsek buradan ci-
kacak sonuc T nin karsit oldugu c¢izgede p
kadar parca vardir demektir.

Tamm 3.2.

Bagh bir cizgenin cakisim matrisinin rasgele
bir dizeginin c¢ikarilmasi1 ile elde edilecek n
matrisine «indirgenmis cakisim matrisi» denir.

Tamm 3.2 ve cakisim matrisinin ilk 6zelligin-
den, indirgenmis cakisim matrisi verildiginde
buradan c¢akisim matrisinin  yazlabilecegi ko-

laylikla goriilebilir, n matrisinin en blyik
Ozelligi bunun v—1 boyundaki herhangi bir
altmatrisinin belirtisinin sifirdan degisik olma-
s1 icin yeter ve gerek kosulun, bu altmatrisin
dikeclerinin ¢izgedeki bir agaca karsit olma-
laridir.

Tamm 3.3.

e kadar cizgisi olan G cizgesinde, d kadar ras-
gele_yonlendirilmis ¢evre olsun. «Cevre matri-
si>» B = [b,,],. asagidaki gibi yazilabilir.

Eger ej cizgisi c, cevresinde ve ozdes yonde
ise: K=1
Eger e, gizgisi ¢; cevresinde ve ters yonde

ise: b, =1

Eger e, cizgisi c, c¢evresinde bulunmuyorsa:
b,,=0
Sekil 32 deki G cizgesindeki alt1 cevre,

c, = (e,, €,)

c, = (e, e, ¢€,)

C} = (em 63’ e4)

c, = (e, e, €)

c, = (e,, €, ¢, €)
¢, = (e,, €, €, €)
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olarak tanimlanabilir. Herbirine, sekilde belir-
tildigi gibi rasgele bir yon verelim, o zaman bu
cizge icin c¢evre matrisi,

B, e & 0, e €

—1 1 0 0 0 0] ¢

0 —1 1 1 0 o0feg

- 10 1 1 0 0fg
B = 0 0 0 —1 1 1|¢g @3

1 0 1 0 1 1fc

0 -1 1 0o 1 1}

olarak bulunur. Sekilden de goriilebilecegi gibi
ornegin, c,, ¢, ve ¢, cevreleri bagimsiz degildir.
Bagka bir deyigle Cj ve c, nin bilinmesi c, ln
de bilinmesi demektir. Bir genellemeye gidilir
se B deki bagimsiz cevreler, ya da B matrisi-
nin asamasi r,,

r, =e—v-+p =k (3.4)

Sekil 3.2,

Tamm 3.4.

Bir cizgede secilecek agaca gore Kkiriglerin ta-
nimliyacagi t-cevrelerin yonleri tammliyan Kkiris-
lerin yoOnlerine o6zdes alinarak yazilacak B,
matrisine «t-gevre matrisi» (temel ¢evre) de-
nir.

Boylelikle Tanim 34 den B, matrisinin her za
man,

» ®
B, = [B, U] (k) (3.5)

olarak yazilabilecegi goruliir. Denklem 3.5 de
U kxk boyutunda birim matris olup, B, ve U
nun dikegleri sirasiyla c¢izgedeki dal ve Kkirig-
lere karsittir. Sekil 32 de,

T = (e, e, €,) (3.6)
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olarak secilen bir agaca goOre t-cevre matrisi

e; e,
Bi=1 _1 1 0 o 1 ¢ e, (3.7
L b 10 0 1 |e

dir. Bu 06zel 6rnekte denklem 36 da gosterilen
agacin tiimleragacinm da bir agac olmasindan
otiirii Bj altmatrisinin de belirteninin sifirdan
degisik oldugu goriliir.

Tecrem 3.1.

Bir cizge icin cevre ve c¢akisim matrislerinin
dike¢ siralamalar1 ozdes alinirsa,

Bn' =0 G39)
ve

TMBr =0 3.9)
olur.

Kanit: Denklem 3.8. ve 39 birbirlerinin devri-
gi olduklarindan yalniz birini kanitlamak ye-
terlidir, b, ve 4t, cevre ve ¢akisim matrislerinin
i ve j yinci dizekleri olsunlar,

(3.10)

s

T
n =
b, n;

Denklem 3.10 daki c¢arpimda sifirdan degisik
bir terim cikmasi i¢in cizgilerin bir kisminin
hem j yinci diglime ¢akisik hem de i ninci dev-
re icinde olmasi gereklidir. Bu durum Sekil 3.3
de gosterilmistir ve bu cizgiler ancak ya hic
yoktur ya da biri + 1 digeri —1 olarak kesinlik-
le ikidir. Tiim yonlenme durumlar incelendigin-
de s — 0 gortliir.

Sekil 3.3.

Sekil 32 deki cizgenin c¢akisim matrisi denk-

lem 33 e gore yeniden diizenlendiginde.
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S %

3 e,
[ 11 0 10 o
- 00— 1 10 1 0 |w
_ (3.11)
n-= 0 00— 10 0 1]

-1 0 0-1 -1 -1]wy,

elde edilir ki, buradan da Teorem 3.1 in sag-
landig1 kolaylikla goriilebilir.

Tanmm 3.5.

Bir cizgede x kadar kesitleme olsun ve bun-
lara rasgele yonler verilsin, bu cizge icin «ke-
sitleme matris» A = [a,]",. asagidaki gibi ta-
nimlanir :

Eger ¢, cizgisi x, kesitlemesinde ve ozdes yon-
de ise : a, = 1

Eger e, c¢izgisi x, kesitlemesinde ve ters yonde

ise : a, = —1

Eger e, cizgisi x, kesitlemesinde degilse:
a, =0

Sekil 34 de verilen G cizgesinde,

o= (- > 3> 5 = (Lr €2 5> €)
Xz = (e” e4a e(,) Xg = (en e37 eA) e5)
X3 = (63’ eS’ e(:) X7 = (627 e3’ e4’ e(:)

x, = (e e, €,

olmak tlizere yedi kesitleme vardir. Sekilde de
gosterildigi gibi bu kesitlemelere gelisigiizel

Sekil 34.
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yonler verilmistir. Bu duruma karsit kesitleme
matrisi,

T8 o & g

[ 1 -1 =1 o o ol

=10 o _ 1901 2

< 0O 0 1 0—1—1]"3
= o 10 110 3.12
1—1 o O —1 —1]%@?

-1 o I —1 —1 0}°

O -1 —1 -1 o 1]°F

oiarak yazilir. Cevre matrisinde yapilan benzer
diisiince ile kesitleme matrisinin asamasinin

(r)),

fa = y--D=Db (3.13)
oldugu gorilebilir.

Tamm 3.6.

Bir cizgede secilecek agaca gore dallarin ta-
mimlayacagi t-kesitlemelerin  yonleri tanimli-
yan dallara o6zdes alinarak yazilacak A, matri-
sine «t-kesitleme matrisi» denir.

Boylelikle, verilen bir c¢izge igin A, matrisinin

her zaman,

) (&)

A= U Al () (3.19)

olarak yazilabilecegi goruliir. Sekil 34 deki ciz-
gede,

T = (e, e, ¢€) (3.15)

olan bir agacin secildigini onayliyalim. Bu du-
rumda,

0 0 —1 1 0] &
A= 1 0o 1 0 e 619
0 0 1 0 —1 T1f e

elde edilir. Buradan A, in b boyutundaki bir
altmatrisinin belirteninin sifirdan degisik ol-
mas1 icin karsit dikeglerinin bir agac¢ olustur-
mas1 kosulu ortaya cikar.

Teorem 3.2.

Verilen bir cizge icin yazilacak cevre ve ke-
sitleme matrislerinin dike¢ diizenleri 6zdes ol-
dugundan.

ABT =0 (3.17)
ve
BA =0 (3.18)
dir.
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Teorem 32. nin kanitlanmasi, Teorem 3.1 e
benzediginden burada buna deginmeyecegiz.

Teorem 3.3.

Ozdcs dikec diizeninde, bir ¢izge igin t-cevre
ve t-kesitleme matrisleri asagidaki gibi veril-
mig olsunlar,

B, = [B, U] (3.19)
A = WJ A} (3.20)
Bu durumda,

A = -8B 321
dir.

Kanit: Teorem 32 den,

T
T
WM[q}:o
U
BJT t—A,ZO

1

P, m x n boyunda bir matris olsun. Eger m < n
ise P nin m x m; m > n ise, nx n boyundaki alt-
matrislerinin belirtenlerine bu matrisin <«ana
belirtenleri» denir.

Teorem 3.4. (Binet-Cauchy)
P ve Q sirasiyla m x n ve n X m boyunda mat-

risler olsun. PQ matrisinin belirteni,

Iipij.li ,P ve Q nun karsit olan
S * ~ **ana belirtenlerinin ¢arpimlari

Teoremdeki toplam, tum ana belirtenler igin
alinmalidir.

Teorem 3.5.

Baglhi bir c¢izgede yazilabilecek tiim agaclarin
sayis1 t ise,

t = |nn'|

T
= | A A |
= ’Bi B:. |
dir.

Kanit: Teoremin kaniti Binet-Cauchy Teoremi
ve A, B, ya da n matrisindeki bir ana belir-
tenin degerinin, yalnizca karsit dikecler bir
agac ya da tiimleragac olusturduklarinda _+ le
esit ve diger durumlarda sifir olmasindan ge
lir.
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Sekil 3.5.

Teorem 3.5 in uygulamasi olarak Sekil 3.5 deki
cizgeyi dusiinelim, e, ve e, secilen aga¢ olsun.
Bu durumda,

& €, € €5 s
0 =1 =1 1] v
n= |- - 0 0 ol v
4 1
|nnr| = l 1 5 I =7 (3.22)
1 e, e, e, e,
[1 ot 1 1] e,
A =
0 1 -1 -1 —1{ e
T 4 3
A A = =7 3.23
¢ 2 e g e
—1 1 1 0 0 €
B[ = —1 1 0 1 U €,
1 1 0 0 1] e
3 2 2
|, Bfl = {2 3 2 | =7 (3.24)
2 2 3

olarak bulunur. Boylelikle verilen bir ¢izgenin
sifirliglt ya da asamasindan kimi kiiciikse denk-
lem 322, 323 ya da 324 kullanilarak cizgedeki
toplam agac sayisi bulunabilir.

Buraya kadar cizge kuraminin temel kavram-
lar1 ile dokusal matrislerinin tanimlarini yap-
mig oluyoruz. Bu yazi dizisinin ikinci boliimiin-
de bazi ozel tiir cizgelerden soz ettikten sonra
devre kuranimin temel konutlarini ortaya koya-
rak uygulamalara gececegiz.
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YAZIDA GECEN TERIMLERIN INGILIZCE
KARSILIKLARI

Agac — Tree
Altcizge — Subgraph
Ana Belirten — Principle Determinant

Asama — Rank

Ayrik Cizge — Separated Graph
Baglhi Cizge — Connecied Graph
Baglangic Digimi — Initial Vertex
Belirten — Determinant

Birlesim — Union

Boscizge — Null-graph

Cakisim — Incidence

Cevre — Circuit

Cevre 0gesi — Circuit Element
Cevredist 6gesi — Noncircuit Element
Cizge — Graph

Cizgi — Edge

Cizgi Dizisi — Edge Sequence

Cizgi Dizgesi — Edge Train
Cizginin Coklugu — Multiplicity of an Edge
Coziimleme — Analysis

Dal — Branch

Devrik — Transposed

Dike¢ — Column

Dizek — Row

Doku — Topology

Diigiim — Node (Vertex)

Diigiimiin Kertesi — Degree of a Vertex
Indirgenmis — Reduced

Kanit — Proof

Kesitleme — Cutaet

Kesisim — Intersection

Kirig — Chord

Kuram — Theory

Orman — Forest

Ozaltcizge — Proper Subgraph
Parca — Parts, Maximally Connected Subgraphs
Sifirhk — Nullity

Sonuc¢ Diigiimii — Final Vertex
Tekcevre (Ozgevre) — Selfloop
Tekdigiim — Isolated Vertex
Temel — Fundamental

Timler — Complementary
Timleragac — Cotree
Timlerorman — Coforest

Uc¢ Diigiimleri — Terminal Vertices
Ustgizge — Supergraph

Yol — Path

Yonlendirilmis — Oriented
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