ﬁg Fazli Sistemlerde Simetrili Bilesenlerin
Matrisel incelenmesi

Genel olarak simetrili bilesenler metodu
her dengesiz sistemde kullanilan ve ¢ok kari-
sik problemlerin ¢oziimiinii kolaylastiran bir
metoddur.

Simetrili bilesenlerde, matris hesabinin
uygulanmasi ile problemin ¢odziimiinde ilerleme
daha sistematik olmakta ve neticeye daha ca-
buk ulasilmaktadir.

Bu metodu uygulamadan evvel lg¢ fazli sis-
teme kisaca goz atalim.

Ug fazh sistem:

1. Ug fazh dengeli sistem.
- a) Ug fazli dengeli dogru sistem.
b) Ucg fazli dengeli ters sistem.

2. Ug fazli dengesiz sistem.
a) Ug fazli dengesiz dogru sistem.
b) Uc fazli dengesiz ters sistem.

olarak sinmiflandirilabilir.

'la. Uc fazli dengeli dogru sistem vektorel
olarak sekil 1 deki gibidir.

Sekil: 1
a=¢ ' .operatériinii kullanarak
E1 = Ei,
E, = .5 E1,
E, =a Ei,

olarak ifade edilirler. Burada Ei1, E- ve E; vek-
torleri ¢ fazlhi sistemde faz-notr gerilimlerini
gosterir. Vektor olarak genlikleri esit ve ara-
larinda 120° lik a¢1 tegkil ederler. (Elektriki)
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Yazan:
Serafettin MEMtS
Elk. Y. Miih.

Vektorlerin birbirini takip sirasi saat ibreleri-
nin doniig yonindedir.

Ib. Ug fazli dengeli ters sistem de sekil 2
deki gibidir.

Ez
120°
€
E3
Sekil: 2

Er = Ei,
E, = a Ei,
E, = a?E,

Seklinde ifade edilirler. Gene burada da
Ej, E,, E, vektorlerinin genlikleri esit ve ara-
larinda 120° lik ag1 teskil ederler. Bu defa vek-
torler birbirlerine saat ibreleri doniig yoniintin
aksi istikametinde takip ederler.

2. Ug fazli dengesiz sistem de sekil 3 deki
gibidir.

E3

Sakil: 3

Burada vektorler herhangi bir genlik ve
faz farklarim1 haizdirler. Burada a operatori
kullanilarak digerleri ,biri cinsinden ifade edi-
lemezler.
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Bu sistem asagidaki gibi ¢ bilesen siste-
mi ile yazilabilir.

E1 = Eio ~f Eid 4 En
E g0 f E;d + Edq

a

E3 = E30 £ Ed + E,,

Burada o indisi sifir bileseni, d indisi dog-
ru bileseni, i indisi de ters bileseni ifade eder.

E2 ve E, un simetrik bilesenleri, E1 in si-
metrik bilesenleri cinsinden yazilabilir.

Ei10=E , Eid=Ed ve Eu=E, diyelim yuka-
ndaki baginti asagidaki sekli alir.

E1 = Fo + Ed + Ex
E,=Fo +a’Ed + aE,
E,=Fo +aE, +a’E,

Bu ifade matrisel olarak yazilirsa:

E1 I I 1 Eo (1-
E, = 1 a? a Ed
E, 1 a a? E, olur.
Bu ifadede
{ E1 ] 1 1 E'n
E, { =E| 1 a2 a |=Cs| E« |=ns
E, .J Il a a E!|

olarak sembolize edilirse, asagidaki baginti
elde edilir.

E = GCs . Es (l1a)
Ters bagint1 ise:
—1

Es=GCs « E olur.

Burada:

—1 1 1 1 1

Cs = — . 1 a a2 dir.
3 1 a> a

Ters bagintida matrisel olarak degerleri
yerlerine koyarak (2a) ifadesi bulunur:

Eo 1 1 1 1 E1
Ed . 1 a a? E: |Q2a)
E, 3 1 a’ a E.

C, matrisine simetrik bilesenler transfor-
masyon matrisi denir ve:

c.-l.e, =1 olur.

C, matrisinin satir ve stutunlarinin yer de-
gistirmesiyle meydana gelen CS transpoze mat-
ris orijinal matrise esit olur.

CS = C, dir.

Diger taraftan C, matrisinin her elemani-
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ninin  kompleks  konjugesiyle
meydana getirilen C, matrisi:

Cs = 3 0," olur.

degistirilerek

~ It J]= h hat akimlarini gdstersin. Akimlar
Icin de benzer olarak asagidaki bagintilar ya-
zilabilir. ] ’

[ In -| 1 1 1 Io
= =11 a’ a id (3)
1 a2 I,
L 13 } a
Bu ifadede :
I1 Io
Is =1 id = Is diyelim.
3 13 | I1
Matrisel

I =2C, .1 olur. (3a)

Ters ifade ise;

Is = C,-.1 olur. (4)

Bu ifadede matrisel olarak degerleri yer-

lerine koyarak (4a) bagintist elde edilir.

lo 1 1 1 1 I

id _ ] a a’ la [(4a)
S 3 1 a a I,

Sistem dengeli ise gerilim vektorlerinin
matrisel ifadesi asagidaki gibidir. (Dogru sis-
tem):

E1 E1 1 0 0 E1

E, |=] a~ |=]0 a’ 0 E1

E, a Ex 0 0 a E1

olur.

Bu ifadeyi (2a) bagintisinda yerine ko
yalim.

I-E» 1] 1 1 1 1 0 0
B f=—1]1 a a’ 0 a o0
E1 311 a’ a 0 0 a

i E1
E1
EIJ

Gerekli islem yapilarak:

E. E1 l+a"+a

Ea =— | I+a’+a’ bulunur.
E, | 3 1+a~+a’

8°=1 ai=a 1+ a+ a = 0bagintilan
g0zoniinde tutularak.
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Eo E, 0

E, |= ' 3 olur.
E, 3 0

Buradan :

Eo = 0

E, = B

E, = 0 degerleri bulunur.

Dengeli sistemde akimlar icinde benzer
olarak: '

It I1 1 0 0 It

I» R a'li = 0 a® 0 I

la al 0 0 a it
yazilir.

Bu ifade (44) bagintisinda yerine konu-

larak :
Io 1 1 1 1
id =—.]1 a a?
I 3 1 a? a
1 0 0 I
0 0 I
0 0 0 I

Gerekli islemler yapilarak:

I I l1+a’+a I 0
L | =— l+a+a’ § = —x| 3
I 3 l+a'+a’ 3 0

Buradan I, = 0, I» = I1, 1 = O bulunur.

Faz arasi gerilimleri ile faz notr gerilim-
leri arasindaki miinasebet U=. Un, U, faz ge-
rilimleri olsun:

€

E
Us2 !

Ug2
E2
Stkil:« .

Faz arasi gerilimleri ile faz notr gerilim-
leri arasindaki miinasebeti yazacak olursak.
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e Uj=E, — Ej
Us3 = Ei E3
T3l = E3 »— Ei

Matrisel olarak bu ifade asagidaki gibi ya-

zilir:
Ui, 1 —1 O
Usa | = (0] 1 —1
U, —1 o) 1

Bu if adedede:

r 1
Uis 1 —1 o
U-3 =u o 1 —1
Uai — 10 1
= E

olarak sembolize edilirse ifade :

U = P.E (5.2)

Faz arasi gerilimlerin toplami sekil 4'den

goruldugii gibi  sifirdir.

U, = U3 = U31 = 0

i

N

Faz arasi gerilimlerin simetrik bileseni

matrisel olarak:

Ul 1 1 1
Usa | =} 1 a” a
§) 1 a a’

31

‘U
Ua (6)
ul

Seklinde yazilir. (Faz-notr gerilimlerine

benzer olarak)

Bu ifadeyi kisaca yazacak olursak:

Ui U,
Un| = y{ Usa} = U, diyelim.
I U.1 U,

tfade kisa olarak:
U = C, . U olur. (6a)
Ters bagint ise :

—1
U, =GCs .U (7)

Ters bagintiy1 acik olarak yazalim .

| Uo 111 1 1
ud | = — |1 a a
| u. 3|1 a2 a

Faz arasi1 gerilimlerinin
leri ile faz arasi gerilimleri
sebet (7) bagintisina gore:

—1
Ue = Cs.U Idi.

:l UuE
} Usa (7 a)
| U3l

simetrik bilesen-
arasindaki mina-

(5 a) bagintisindan U = PJ3. idi.
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Yukarida yerine konursa :
—1
U, = C,.P.E

Bagintis1 elde edilir. Bu bagintidaki E ye-
rine (la) daki degeri yerine konularak:

—1
U =C .P GCsE olur 8)
Burada:
1 T T
CsPC = — |1 a a*
3 |1 a’ a
1 ~1 oj]1 11
1 (0] 1 —1 1 a’ a
—1 (0] 1 1 a as
islemler yapilarak :
—1 1! O (0] 0
&G PC,=-1 0 1" o)

3‘0 O —a

Bu neticeyi (8) bagintisinda yerine ko-
yarak:

Uo 0 0 0 E»
ud | = 0 1—a> 0 Ed
u, | 0 0 I—al||E

i
ifadesi bulunur.

Buradan asagidaki neticeler elde edilir.
Uo=0

Ur = (1 —a") Ea =/3 B, [30°

U= (1—a)(E' =v3 B [-°*

(8) bagintisinda P matrisi singiiler bir
matris oldugundan esitlik tersine cevrilemez.
Yani Es, Us cinsinden ifade edilemez.

Ucg Fazh Devrelerin Simetrili Bilesenlerle
Matrise! Etiidii:

Asagidaki sekilde gorildiigii gibi dengesiz
bir potansiyel sisteminin, pasif empedansh
dengesiz ve yildiz bagh bir yiike tatbik edildi-
gini diisiinelim:

Iy
1 :
AAAAAAAS e
1 z,
I
2 AAAAAAANA—o 1
1;
I3
3 . “VWVVVW- ————]f
E I.Ez 3 23 ]
1 1
Ne— T U -
Sekil: 5
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Bu devre icin kirsof gerilim kanunu ya-
zalim:

E, = Z.I,
Es =7212
Ea = Z3I3

Matris olarak ifade edersek:

B, zZ 0 0 Ix

E: | = 0 H 0 I,

E; 0 0 Da I,
Burada:

Zt 0 0

0 Za 0 =7

0 0 Za

Olarak gosterilerek, ifade kisaca:
E =27 .1olur (9)

Yukaridaki baglantida E yerine (la) daki
ifadesini, I yerinede (3a) daki ifadesini ko-
yarsak :

Cs . Es = ZCsls
Es yalmz birakilirsa
Es = Cs-"ZCs . Is olur. (10)

Cs"' Z . Cs ifadesini bulalim. Matrlsel de-
gerleri yerlerine konarak:

—1 1 1 1 1
CsZC, = — 1 a a?
3 1 a? a
Z, 0 0 1 1 1
O Za 0 1 a2 a

Gerekli islemler yapilarak:

Zo Z, Zs
C_zzc . | Zd Zo 2, | elde edilir.
s£88 =17 7d Za

Burada Z, Z,, Z1 empedanslannin simet-
rili bilesenleridir.

1
Zo = — (Z,+Z,+Z.)
3
1
zd = — (Z,+8Z.:+ a'Z,)
3
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1
Z, = — (Z1+a*Zs+82;)
3

Bagintilarindan hesap edilirler.

(10) ifadesini acik olarak yazalim.

Eo Zo Z, Zd I1
Ed | = zd Zo Z, I3 (10a)
E1 z, zd Zo I,

Simdide akimlarin simetrik bilesenlerini
gerilimlerin simetrik bilesenleri cinsinden bu-
lalim. Sekil (5) den:

1
Ihh=—Ei=Yi.E
Z,
1
I, = — E, = YJE,
Z,
1
"~ Is = — Ea~ Y3.E3 yazilir.
<
Matrisel olarak yazilirsa:
I Y, 0 0 E,
L | =10 Y: 0 E, olur.
Is 0 0 Ya BE»
Burada,
Yi (0] 0
0 b 0 =Y
0 0 Ya

olarak gosterilerek, ifade kisaca:
I = Y.E olur. (11)

(11) bagintisinda I yerine (3 a) daki ifade-
sini, E yerine (la) daki ifadesini koyarsak:

Csls =Y .C .E  olur

I.'i yalmiz birakarak:

Is = Ca . Y.Cs.Es (12)

Bagintis1 elde edilir.

—1

C,Y . Ca ifadesini bulalim. Matrisel deger-
leri yerlerine konarak:

—1 I S S B

CsYCs = | 1 a a?
3 1 a a
Y 0 0 1 1 1
0 Y, o0 1 a2 a
0 0 Y 1 a a?
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Yo Y, Yd
= Yd Yo Y,
Y, Y4 Y,

Degeri bulunur. Burada YI, Y,, Yd admi
tanslarin simetrili bilesenleridir. Ve:

1
Yo = — (YitY,+Y)
3
1
Yi = — (Yit+aYs+a'Y,)
"3
1
Y. = — (Yita'Ys+ay,)
3

Bagintilardan hesap edilirler.
(12) ifadesi agik olarak:

Io Yo T Y Eo
id = | ¥a Yo Y Ea (12 a)
I Y1 Yd Y E.

Seklinde yazilir.

Ug fazli bir sistemde nétr teli yoksa hat
akimlarimin toplami sifirdir.

1
[[=— M+ 1, +5L)=0
3
Ucgen Bagh Dengesiz bir yiik iizerine den-
gesiz bir gerilim uygulanmasi hali:

-.Ii* ‘
1
ha \\Jﬂ
. FLS I
I» T
2 . % —szr‘ 3
—r—
; I3, %23
Seki: 6

Kirchhoff gerilimler Kanunu her faz igin
yazalim:

T3 = Ziha
U = ZoJas
Um = z;.Ja'l

ifadeyi matrisel olarak yazalim:

Uss Z1 0 0 J13
Usa = 0 Zz 0 3»
U, 0 0, . Zn Jai
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Matrisel ifade kisaca:
u==21] (13)
Seklinde yazilir.

Faz akimlarin1 simetrili bilesenler cinsin-
den C, transformasyon matrisi kullanarak ki-
saca yazacak olursak :

J = CJs olur. (14)

(13) ifadesindeki U yerine (6a) daki dege-
rini ve J yerine de yukaridaki degeri konursa:

Cs.Us = Z.CslJg olur.
U» yalniz birakilarak :

—1
Us = CsZ. Cs.J, bulunur. (15)

1 Zo Z1 Zd
Zd Zo Z

= ]

Cs.Z.G, 7d 70

olarak daha oOnce hesaplanmisti. (15) ifadesi
acik olarak asagidaki gibi yazilir:

Uo Zo Zd Jo
Us| =1 2zd % Z,|{n (15 a)
Ul z, zd Zo| |1

Faz arasi gerilimlerin toplami sifir ettigin-
den yukaridaki ifadede :

Uo = 0 dir.

Faz akimlarinin simetrili bileselerinin faz
aras1 gerilimlerin simetrili bilesenleri cinsin-
den bulunmasi daha oOnce yildiz sistemindeki-
ne benzer olarak hesaplanabilir. Burada hesap-
lanmas1 llizumsuz addedilmistir.

Hat Akimlarmmn Simetrili Bilesenlerinin,
faz akimlar1 simetrili bilesenleri cinsinden ti-
yini :

Hat akimlarinin faz akimlar1 cinsinden
ifadesi sekil 6 dan:

I|:j|z_j3|

la = JI12 —J23

T T
i3 - *y23—U31

Matrisel olarak:

I, 10— 1 J12
L |=|— 1 1 0 Jus (16)
I» 0—11 I

ifade edilir. Burada:

1 0—1
-~ 110 = p
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U\ )S5a) ifadesindeki P matrisinin trans-
pozesidir.

(16) ifadesi kisaca:
I =P (16 a)

Seklinde yazilir. Bu ifadede I yerine (3 a)
daki degerini J yerinede (14) ifadesindeki de-
gerini yerlerine koyarak:

CslIs = P.'Cs . Js

—1
la = Cs.P'. ClJs (17)

Bagintis1 elde edilir. Bu bagintidaki
—1

C, x P' x Cs1i hesap edelim:

C-lpcs = |1 a a

0 0 0
CeVP'C = |0 1—a 0
0 .0 1-&

Olarak bulunur. Bu degeri (17) ifadesinde
yerine koyarak baginti acik olarak :

Io 0 0 0 Jo
id ]=10 l—a 0 Jd |olur. (17a)
I, 0 0 1—a” J1

Buradan da:

Io=20

id =3 \ITd |—30

Lo YT

Degerleri bulunur.

Dengesiz Sistemlerde Giiciin Matrisel ifa-
desi :

Ei, E,, E, faz-nétr gerilimlerini I,, I, ve
I, de faz akimlarini gostersin. Matrisel olarak
gug ifadesi (Zahiri glg) :

N =1(el E E, |(h

(18)
I

=E TN+ E, T + E I
Kisa ifade ile :

N = E. P olur. (18 a)



Burada

= [E, E, E,]
b = L%
I,
I,

olur. E', E nin Transpozesi I'de I nin komp-
leks konjugesidir.

Giicliin  simetrili bilesenler cinsinden de-
geri:

(18 a) denkleminde E yerine simetrili bir-
lesenler cinsinden degerini, I yerinede gene si-
metrili bilesenler cinsinden degerini koyarak:

= (C, Es)". (C, Is)' olur.
Matris teorisinde genel olarak:
(C,E)' =E. C|
(Csls)* = C* Is Is'

oldugu bilinmektedir. Bu neticeler giic ifade-
sinde yerlerine konarak :

N = E's.Cs . CVPs olur. (19)

Diger taraftan:
Cs = Cs

oldugu daha Onceden bilinmektedir.
Ca.Cs* nin degerini hesap edelim.

1 1 1 1 1 1

Cs.Cs = | 1 a a 1 a a
1 a a’ 1 a a?

Gerekli islemler yapilarak:

l+1+11+a*+a'l+a'+a”
Gl =| 1 +a+ta’1+1+11+a+a'
l+a+a’l+a+al+1+1

1 0 0
=310 1 0
0 0 1
Cs.Cs' = 3.1 = 3 bulunur.
Bu netice a-'= a, a-*= a ve 1+a+a’ = 0

oldugu g6z Oniinde tutularak bulunmustur.
Bulunan Cs C*, = 3 degeri (19) denklemin-
de yerine konarak:
N = Es3 . Is' = 3.EsIs (19a)
Bagintis1 bulunur. Ifadeyi acik olarak ya-
:acak olursak:
N=3[BEE]|g,
oy (19b)
Ii*
Yazilir. Islemler yapilirsa:
N=(ETo+ E. I', + E1IM
olarak elde edilir.
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Burada aktif giic:

= 3 Re (E,I\ + Ed Pd + E, I,
Reaktif glic: .
Q = 3 imaj. (B I'o + Ed ¥, +'E, 1)
U2, Ua ve Ust faz arast gerilimleri ve

Ji=, Jia ve J,, de faz akimlanni gostersin. Bu
halde matrisel olarak giic ifadesi (zahiri giig):

N=[U,= U:3 U:n] 3 X

(20)
Jai
olarak yazilir. Ifade kisa olarak:
N =U"J'dir. _ (20a)
Burada'
= Ju_ u, w ]

T

Gosterirler (20a) denkleminde U ve J nin yer-
lerine simetrili bilesenler cinsinden degerleri
konarak:

= (Cs.U)> (Cs-Js)'
Burada matrisel kaideye gore :
(Cs.Us)' = U's.Cs'
(Csls)' = Cs-Js'

oldugu go6zoniinde tutularak ve C'| = C, ol-
dugu hatirlatilarak;

= Us.Cs. Cs."J! 21)
olarak yazilir. Cs.C's = 3 olarak daha once
hesaplanmisti. Buna gore:

= S.Usls' (22)

bulunur. Ifade agik olarak yazilirsa :

N =3 [Uo Ud U, ] d

J )
Burada Uo + Ui, + U, + U = 0 oldugu
biliniyordu.
J%
=3[0 Ua U. ]| T (22a)

I,

Islemler yapilirsa:

N = 3 (Ud -T* + U, J*.) oulr.
Aktif gli¢ ifadesi:

= 3 Re (Ud Jd + U, J*)

Reaktif giic ifadesi:

Q = 3 Imaj (U, Jd + Ui J#)

olarak ifade edilir.
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