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Ozet

Bu bildiride, kismi tiirevsel denklemleri kullanan gri él¢ekli
imge diizenlilestirme yaklasimlari genel olarak incelenmistir.
Diizenlilestirme ince imge detaylarint ve kenarlari koruyarak
giris imgesinden diizgiin bir imge elde etmek olarak
diigtiniilebiliv. Amag¢, kenar igeren yiiksek degisimleri
korurken, giiriiltiiye bagl olarak diigiik imge degisimlerini
bastirmaktir. Bu enerji islevselleri enkiiciiklenerek veya
dogrudan kismi tiirevsel denklemler tasarlanarak yapilabilir.
Deneysel sonuglar yontemlerin giiriiltii azaltmayr sagladigin
gostermektedir.

Abstract

In this paper, grayscale image regularization approaches
using partial differential equations are generally reviewed.
The regularization can be considered as obtaining a smooth
image from input image, while preserving edges and fine
image details. The aim is to suppress low image variations due
to noise, while preserving high ones representing edge. This
can be done by minimizing energy functionals or soundly
designing partial differential equations. Experimental results
show that the methods provide noise reduction.

1. Giris

Kismi tiirevsel denklemlerin imge ve video igleme alaninda
kullanimi, 6zellikle 1980 yilindan itibaren oldukga artmustir.
Dogrusal olmayan denklemler, giiniimiizde imge i¢boyama,
boliitleme, ¢akistirma, onarma ve diizenleme gibi birgok
islemlere uygulanmakta ve bu tiir tekniklerle gorsel olarak
kabul edilebilir sonuglarin elde edilmesi saglanabilmektedir
[1-11].

Kismi tiirevsel denklemlerle imge diizenlilestirme iglemi,
oregin imgedeki giiriiltiiniin azaltilmasi, dogrusal olmayan
bir stizge¢ davranis1 gibi diisliniilebilir; gerceklenen yontemle
imge bilgisi yavas bir sekilde basitlestirilir ve bdylece
imgedeki degisintiler de en aza indirgenmis olur [1].

Bu ¢alismada, kismi tiirevsel denklemler kullanilarak gri
6lgekli imge diizenlilestirmesi igin gelistirilen teknikler genel
olarak incelenmistir.

2. Genel inceleme

Bilgisayarl1 gorii ve imge isleme alanlarinda diizenlilestirme
yaklagimlari son zamanlarda olduk¢a hizli bir gelisme
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gOstermistir. Caligmalar, aslinda imgenin 6zniteliklerinin
korunarak  imge  verisinin  basitlestirilmesi  {izerine
yogunlagmustir.

Yonbagimsiz diizenlilestirme, imge verisini diizeltmekte
ve sadelestirmektedir. Bu yaklasim i¢in birgok matematiksel
formiiller gelistirilmistir. Tikhonov tarafindan 6nerilen onarma
tekniginde, imge aslinda klasik bir dogrusal siizgegten
gegcirilmektedir [6].

Lggrieara: @ = R diizenlilestirilecek giiriiltiilii gri dlgekli
imgeyi gostersin. n giiriiltiisii, diisiik genlikli ve yiiksek
frekans degisintilerine sahip olsun ve 06zgiin imge verisine
eklendigi varsayilsin:

Lgiriteitn = lozgim + 10 1)

Igirieaa imgesini diizenlilestirmek igin kullanilan en genel
yaklasim, ||VI|| gradyan normu kestirimiyle imgenin
degisintisini en aza indirgemektir. Islevsel enkiigiikleme igin
asagidaki enerji denklemi verilebilir:

min Erignonoy (1) = fQIIVIIIZ dQ )

Imgedeki bir noktanin gradyan bilgisi,

Vi = (I 1) = (

seklinde ifade edilebilir ve bu vektdr, o noktadaki en biiyiik
uzamsal degisimin yoniinii verir. Burada I, ve I, sirasiyla x ve
y yoniindeki birinci tiirevlerdir ve Taylor formiiliine baglh
olarak merkezi farklar yontemine gore asagidaki gibi
hesaplanabilir:

L=(Ix+1y)-1(x-1,))/2 4)

al aI)T 3)

ax' 3y

L=Gy+1)—1(x,y—1))/2 3)

Yukarida verilen Erjgponoy(I) ifadesi Euler-Langrange
denklemleri yontemi kullanilarak enkiigiiklenebilir:
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Burada,



seklinde alinmistir. Kismi tiirevsel denklemlerin direkt ve zor
olan ¢oziimlerinden kaginmak igin, klasik 6zyineli yontem
olan gradyan (bayir) inisi metodu kullanilabilir. Denklem 6,
islevsel  Erikhonoy(I) 'nin  gradyan1 gibi diisiiniilebilir.
Baslangi¢ fonksiyonu olarak I(¢—g) = Igpuea almir ve E(I)
fonksiyonunun yerel enkiiciiklemesi olan I,;;, degerini
bulmak i¢in bu gradyanin kargit yonii hesaba katilir:

I(t:O) = lgirattitia
al _ (aF d o0F d 6F) ®)

ot al  dxol, dxal,
Denklem ¢6ziimlendiginde,
ol
5= b+ Iy = 01 ©)

elde edilir. Burada A, Laplace islecidir ve I, ve L, ise
asagidaki gibi alinabilir:

Ly=1y+D+I1xy-1D-21(xy) (1)

Diizenlilestirme terimi bilinen 1s1 denklemidir. Bu tiir
kismi tiirevsel denkleme yaymim denklemi de denir. Yon
bagimsiz diizenlilestirme algak gegiren bir silizge¢ gibi
davranig gosterir, baska bir ifadeyle imgedeki yiiksek frekans
bilesenlerini bastirir. Fakat imgedeki kenar igeren bolgeler de
girtiltii gibi yiiksek frekans isaretleri icerdiginden, yon
bagimsiz yontemle hizli bir sekilde bulaniklagtirilir. Bu
ylizden dogrusal olmayan ve yon bagimli diizenlilestirme
yontemlerine ihtiya¢ duyulmustur.

Yon  bagimsiz  diizenlilestirmeye  bagli  dogrusal
yontemlerin sinirlamalarini ortadan kaldirmak i¢in, Perona ve
Malik 1s1  denkleminin dogrusal olmayan uzantisini
gelistirmistir [7]. Aslinda 1s1 denklemi 1raksay bigimde
asagidaki gibi yazilabilir:

al
— = Al =div(V]) = trace(H) = I, +I,,  (12)

Jat
Burada H, I’nin Hessian matrisidir:
I I
H= (1’“‘ I"y) (13)
yx lyy

Matriste Iy, = I, olarak alinabilir.

Denklemdeki 1raksay ifadesinde [0,1] degerleriyle smirh
c(|IVI|]) fonksiyonu da kullanilarak diizenlilestirme isleminin
daha dogruluklu yapilmasina olanak saglanmistir:

ol

o = divedIviipvD) (14)
Burada c: R — R kenarlarda (yiiksek gradyanlarda) yaymimi
durdurmak igin azalan, olduk¢a diizgiin bolgelerde (diisiik
gradyanlarda) yon bagimsiz diizenlilestirme i¢in 1 degerine
yakin bir islev davranigi gosterir:

vl
c(lvIlD) = exp{ - =7 (15)
K, homojen bolgeler ile kenar bolgelerindeki farkliliga bagh
olarak segilen sabit bir gradyan esigidir. Kismi tiirevsel
denklemin yayimim davranisini tam olarak anlayabilmek i¢in,
bu ifadeyi asagidaki gibi de yazabiliriz [8]:

ol
az C{:I{:§+C”1m] (16)
Burada c:=c(||VI|) ve c,=c"(IVIIDIIVII + c(IVII)
olarak alnir. Iz ve I, birbirine dik ydnlerdeki I ’min ikinci
tiirevlerini gostermektedir ve 1 boyutlu yonlii Laplacian olarak
g0z Oniine alabilir:

[ = 0°1 _ FHE a17)
&~ asb2 -
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1 ve & vektorleri agagidaki gibi ifade edilir:

VI 1 T
== (I,I 19
1= oy = oy (e ) (19)

1 T
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Bu durumda Denklem 17 ve 18 tekrar diizenlenirse,
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elde edilir. Burada

Ly =%(1(x+ Ly+D+Ix—-1Ly—-1)+
(23)
%(—I(x— Ly+1D - Ix+1y-1)

olarak alinabilir.

Denklem 16, iki ortak paylasimli ve yonlii 1 boyutlu 1s1
akislar olarak yorumlanabilir ve cg agirligi ile en kiigiik
uzamsal degisimin yoniinii veren & vektoril ve ¢, agirhigi ile en
biiyiik uzamsal degisimin yoniinii veren 7 vektorii yoniinde
imgeyi diizenlilestirmektedir (Sekil 1). Bu durumda,
(77,§,c,7, cg), yontemin yerel yaymim geometrisini tanimlar
denilebilir. Eger cz=c¢, ise, sonugta yon bagiml
diizenlilestirme yapilmis olur, baska bir ifadeyle imgedeki
kenar bilgileri korunur. Fakat yontem bazen ters yayimimla
sonug¢lanmakta, giiriiltii yok edilmenin aksine imgeye daha
fazla yaydirilabilmektedir.

y
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Sekil 1: p = (x,y) noktasindaki n ve & vektorleri.

Imge diizenlilestirmesi, imgenin genel degisintilerini
ayarlayan enerji fonksiyonlar1 en kiiciiklenerek de yapilabilir.



Amag, imgedeki kenar bilgilerini iceren biiyiik degisintiler
korunurken, giiriiltiden dolayr olusan kiigiik imge
degisintilerinin bastirilmasidir. Buna durumda, gri 6lgekli
glrGltilld  Iggrarean imgesi @ — islevselleri en kiigiiklenerek
diizgiinlestirilebilir [5]:

min E(I) = fQ o(IVI|) dQ o)

Burada @:R — R’ye artan bir islevdir, diizenlilestirmenin
yoniinii  belirler ve yiiksek gradyan bilgilerini bastirir.

Enkiigiikleme,  Euler-Langrange  denklemleri  yontemi
kullanilarak yapilabilir:
I(t:O) = Igurultﬁlu
al o' (llv1ll) (25)
—  =div|—=-+-VI
at v < VIl
Tablo I: Farkli @ islevleri
Islev ?(s)
Tikhonov s?
Perona-Malik 1 — exp(—s?/K?)
Toplam Degisim s

Perona-Malik akiginda oldugu gibi, @ — islevselleri yerel
yaymim davranist denklemin geometrik gelisiminden analiz
edilebilir:

ol
& = Cflfff + C,]I,]q (26)
Burada ¢z = 2 I(IQYIII”) c, =0"(IVIl) olarak almr.

o' Ivzl
vzl
az degisimin yoniinii veren & vektorii yoniinde ve @' (||VI]])
agirlig ile uzamsal olarak en biiyiik degisimin yoniinii veren 7

normalize edilmis gradyan vektorii yoniinde yapilmaktadir.
Bu alternatif gosterim disiiniildigiinde, diizenlilestirme
islemleri c¢ ve ¢, tarafindan saglandig1 goriilebilir:

Diizenlilestirme iglemi, agirhigt ile uzamsal olarak en

e Ters olmayan yayimm: Ters yayimimdan kaginmak igin
cg ve ¢, katsayilari her zaman pozitif olmak zorundadir.
Bu @ islevinin ||[VI|| de artan ve disbiikey olmasim
gerektirir:

o'(IVIID = 0 ve @ (IIVI])) = 0

¢ Kenarlarda yon bagimh yaymim: Kenarlarda (yiiksek
gradyan noktalarinda) bulaniklastirmadan kaginmak icin
n gradyan vektoriiniin yoniiniin yerine, & esit gri degerli
cizgiler vektorii yoniinde imge diizgiinlestirilmelidir:

lim||w||_,+°o C,] =0ve lil’l’l”V["_)_'_wz—Z =0

e Diizgiin boélgelerde yon bagimsiz yaymim: Diger
taraftan, giiriiltiili homojen bolgelerde imge yapisinin
evreuyumlu yonleri, 7 ve £ile tayin edilemez. Istenen
diizenlilestirmenin o  bdlgelerde  yon  bagimsiz
yapilmasidir:

lim ce=a>0

lim c,= i
[Ivil[—-0 & IVI]I=0

Bu yaklagimlarla, bazen 1iyi bir sekilde yaymim
o' vl
il

saglanamamaktadir. islevinin yerine, g(||VI|| * G,)

islevi kullanilarak daha fazla uygun imge 6zelliklerini
wraksaydaki  ifadeye eklenerek imge  diizenlilestirme
performanst artirilabilir [5]. Bu yontemlerle, diizenlilestirme
isleminin genel igerigini kaybetsek bile, kismi tiirevsel
denklemlerin tasarimi igin daha fazla kolaylik saglanir:

% = div(g(||IVI|| * G,)VI) 27

2 2
Burada G, = ﬁexp (— ng ), degisintisi o olan 2 boyutlu
bir Gauss siizgecidir. Boylece diizenlilestirme islemiyle
tiiretilen yerel imge yapilarmin hesaplanmasinda daha fazla
komsuluk bilgisi ile iliskili olarak daha dogruluklu yerel
yaymim geometrisine izin verilmis olmaktadir.

Iraksay-tabanli denklemlerle ilgili baslica bir c¢aligma
Weickert [9] tarafindan yapilmustir. imge pikseli baz1 fiziksel
kanunlara bagli olarak kimyasal bir yogunluk gibi
diistinilmiistiir ve buna gore genel bir denklem gelistirilmistir:

% = div(DVI) (28)
Burada D: Q — P(2) yaymim tensorlerinin alanidir, simetrik
ve yar1 pozitif tanimli 2x2 matristir, gradyan akisini tanimlar
ve islemin yerel yaymim davranisini kontrol eder. Dikkat
edilirse @ — islevselleri denklemi, bu denklemin 6zel bir
halidir:

_oqIvill
I

Burada I; birim matristir. p = (x, y) her imge noktasi igin D

yaymnim tensorleri, diizlestirilmis yapi1 tensorii G, nin spektral

elemanlarinin bir islevi olarak u ve v 6zvektorlerine ve A4, 1,
ozdegerlerine bagl olarak tasarlanmigtir:

G, = (VIVIT) G, (30)

29

N, s &, » Gy min Ozvektdrleri ve py , u, dzdegerleri olsun.

1
Dikkat  edilirse, limgo &, = &= ”VVLI”
V.

lim, o7, =n= m sonucu ¢ikarilabilir. Fakat, genelde
& #(ExGy) ve 1, # (7% Gy) dir. 77, ve &, & ve 77
vektorlerinin - Gauss  diizlestirmesi degil, bu vektorlerin
diizlestirilmis uyarlamalaridir. D yayinim tensoriiniin spektral
elemanlar1 asagidaki gibi segilir:

buradan

u= Ny
v = ga- ve

a egerpu; =,

a+(1- a)exp(

lz = ) o
— ] degilse

(h1—m2)? &

Burada C > 0 ve a€[0,1] degerli uygun esiklerdir. Her imge

noktasi i¢in D yayinim tensorii asagidaki gibi hesaplanir:

D = A;uu” + A,vvT (32)

Homojen bolgelerde py = p, =0 ve 44 =4, =0 olur. Bu
durumda, D = al; elde edilir. D yaymim tenséri, bu
bolgelerde yon bagimsiz olarak tanimlanir. Burada tensor,
yarigapl bir daire olarak diisiiniilebilir.

Imge kenarlar1 boyunca, p; » pp, » 0 ve 4; > 1, >0
olur. D yaymim tensérli yon bagimhidir ve imge esit gri
degerler ¢izgisinin & diizgiinlestirilmis yOniindedir. Burada



tensor, |, > U, olmak lizere iki farkli yarigaplt gergin bir elips
olarak diigtiniilebilir.

Iraksay tabanli denklemler yalnizca birinci tiirev
islegleriyle ifade edilirken, ikinci tlirev ifadeleri daha ¢ok 1
boyutlu Laplace isleglerine baglhidir [5]:

ol

—=c

ot !
Burada u,veR? , ¢;, ¢, > 0 ve ulv ’dir. Iy, ve Iyy , I’'min u ve

v yonlerindeki ikinci tlirevleridir ve asagidaki gibi
gosterilebilir:

qu + CZIVV (33)

Iyu = uTHu ve I, = vTHv (34)

Burada diizenlilestirme islemi, u ve v vektorleriyle
yonlendirilmis iki birbirine dik ve agirlikli 1 boyutlu yonlii 1s1
akisi olarak diisiiniilebilir [10]:

u=¢ (=1
i 7 {cz = g(IVIll * G,) (33)

Burada g: R = R, 0’a dogru azalan bir fonksiyondur (yiiksek
gradyanlarda yayimi onler), ¢; = 1 oldugundan ¢ok yiiksek
gradyan bilgisi de icerse, & kenarlart boyunca giiriiltii
azaltilmasina izin verir. Diisiik gradyan bolgelerinde ise g, 1
degerine egilimli oldugundan, o bélgelerde yon bagimsiz
diizenlilestirme yapilir:

ol
3¢ = lee t 9 UIVIIDL,, (36)
Burada limygy-o g(lIVI]]) = 1 olur. Fakat, £ boyunca sabit
yaymim keskin koselerde oldukga diizenlilestirme etkisi
ortaya ¢ikaracaktir. Bu durumda, ¢; =1, ¢, =0, u=¢ve
v = n alinirsa,

ol

elde edilir. Bu denklem, ortalama kivrim akisi olarak
adlandirilir. Dikkat edilirse, @ — islevselleri bagli olarak,

_ _ o'diviin

{3: °ve {cl = v (38)
— 7 e =0"AIvIID

olur. Yonlii Laplace islecleriyle yaymim tensorleri arasinda

yakin bir iligki vardir. Daha genel bir ifade ile asagidaki
denklem de yazilabilir:

al

3¢ = Gl + Coluy = trace(TH) (39)
Burada,

T =c,uu’ + c,vv’ (40)

ozvektorleri u ve v, dzdegerleri ¢; ve ¢, olan 2x2 simetrik bir
matristir (Sekil 2).

Sekil 2: 2 boyutlu tensor.

Imgedeki kenar bilgilerinin ve diger 6zniteliklerin etkili
bir sekilde korunmasi ig¢in daha fazla komsu pikseller goz

online alinarak yon bagimli bir imge diizenlilestirilmesi
yaklagimi agagida verilen ifadeyle yapilabilir [11]:

8
0l 1 ; i i
== 572 (€Ot @ho + cot ) (I'(@ —1®) @D
i=1

Burada A, p noktasindaki piksel ile etrafindaki 8 komsu
piksele bagli olarak hesaplanan vektorsel iicgenlerin toplam
alandir (Sekil3):

8
A= Z Al + Ap (42)
i=1

u; , v; vey;, z;vektorleri iizerine kurulan {iggenlerin alanlar
sirastyla,

. 1
Ay = E\/”uillzllvillz —(u;-v)? ve

(43)

1
Ap = Syl llzl? - i - 2)?
ifadeleri ile hesaplanir. u; , v; ve y;, z; vektorleri arasindaki
COt apq Ve cot fpq acilart ise agagidaki gibi hesaplanir:
i u; ' v;
Pq ~
VIl Ivill2 = (u; - v))?

cot «,

Ve

(44)
Vi Z

Vllyill?liz 12 = (i - z)?

cot [)’]l;q =

L 4
1(p)
(q-1) '(q) I'(q Boq
L L J y 1
i=8 i=1 ‘@t
(a) (b)

Sekil 3: Yon bagimh giiriiltii azaltma yontemi: a) Kaynak
bolge ve b) vektorsel iiggenler.

Sonug olarak, gri 6l¢ekli imge diizenlilestirme islemi genel
anlamda asagidaki gibi ifade edilebilir:

1(t=0) = Igiiriiltiilii

_ GO )
I(t+1) = I(t) + dt 3t

3. Deneysel Calismalar

Test islemleri igin, Sekil 4.’de gorildiigi gibi, standart
sapmast ¢ = 20 olan beyaz Gauss giiriltisi eklenmis
256x256 boyutundaki gri 6lgekli Lena imgesi kullanilmistir.
Imge diizenlilestirmesinde biitiin yontemler i¢in dt = 3 olarak
almmustir.

Sekil 5.’de giiriiltiisii azaltilmis imgeler gosterilmistir ve
Tablo 2’de yontemlere ait ortalama kare hata (OKH) ve tepe



isaret giiriiltii oran1 (TIGO) degerleri verilmistir. Sonuglardan
da goriilebilecegi gibi, gorsel olarak kabul edilebilir en iyi
sonug 1raksay-tabanli denklem (36) yontemiyle elde edilmistir.

Uygulamalar, CImg Kiitiiphanesi [12] kullanilarak
Microsoft Visual C++ 2005 derleyicisinde ve Windows Vista
isletim sistemi altinda 2 GB RAM bellege sahip 2.20 GHz
islemcili bir diziisti bilgisayarda kosulmustur.

4. Sonuclar

Bu  bildiride, kismi tlirevsel  denklemlerle imge
diizenlilestirilmesi igin gelistirilen yontemler genel olarak
incelenmistir. Imgede giiriiltii azaltma yapilirken imgenin
yapisinin ve doku bilgisinin korunmasi istenir. Gelistirilen
c¢ogu yontemlerde bunu saglamak i¢in  kullanilan
parametrelerin iyi bir sekilde ayarlanmasi gerekmektedir.
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Sekil 4: Gri 6lcekli Lena imgesi: a) Ozgiin ve b) giiriiltiilii.

(e)

Sekil 5: Guriltiisi azaltilmis imgeler: a) Is1 denklemi (12), b)
Perona-Malik (14), c) ortalama kivrim akist (37), d) raksay-
tabanli denklem (36) ve e) yon bagimli (41) yontemleri.

Tablo 2: Y ontemlerin Karsilagtirilmasi

Yontem OKH | TIGO (dB)
Is1 denklemi 166,423 25918
Perona-Malik 112,896 27,603
Ortalama kivrim akisi 96,341 28,292
Iraksay-tabanli denklem 87,444 28,713
Yo6n bagiml 170,283 25,819




