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Özet 
Bu bildiride, kısmi türevsel denklemleri kullanan gri ölçekli 
imge düzenlileştirme yaklaşımları genel olarak incelenmiştir. 
Düzenlileştirme ince imge detaylarını ve kenarları koruyarak 
giriş imgesinden düzgün bir imge elde etmek olarak 
düşünülebilir. Amaç, kenar içeren yüksek değişimleri 
korurken, gürültüye bağlı olarak düşük imge değişimlerini 
bastırmaktır. Bu enerji işlevselleri enküçüklenerek veya 
doğrudan kısmi türevsel denklemler tasarlanarak yapılabilir. 
Deneysel sonuçlar yöntemlerin gürültü azaltmayı sağladığını 
göstermektedir. 
 

Abstract 
In this paper, grayscale image regularization approaches 
using partial differential equations are generally reviewed. 
The regularization can be considered as obtaining a smooth 
image from input image, while preserving edges and fine 
image details. The aim is to suppress low image variations due 
to noise, while preserving high ones representing edge. This 
can be done by minimizing energy functionals or soundly 
designing partial differential equations. Experimental results 
show that the methods provide noise reduction. 

1. Giriş 
Kısmi türevsel denklemlerin imge ve video işleme alanında 
kullanımı, özellikle 1980 yılından itibaren oldukça artmıştır. 
Doğrusal olmayan denklemler, günümüzde imge içboyama, 
bölütleme, çakıştırma, onarma ve düzenleme gibi birçok 
işlemlere uygulanmakta ve bu tür tekniklerle görsel olarak 
kabul edilebilir sonuçların elde edilmesi sağlanabilmektedir 
[1-11].  

Kısmi türevsel denklemlerle imge düzenlileştirme işlemi, 
örneğin imgedeki gürültünün azaltılması, doğrusal olmayan 
bir süzgeç davranışı gibi düşünülebilir; gerçeklenen yöntemle 
imge bilgisi yavaş bir şekilde basitleştirilir ve böylece 
imgedeki değişintiler de en aza indirgenmiş olur [1]. 

Bu çalışmada, kısmi türevsel denklemler kullanılarak gri 
ölçekli imge düzenlileştirmesi için geliştirilen teknikler genel 
olarak incelenmiştir.  

2. Genel İnceleme 
Bilgisayarlı görü ve imge işleme alanlarında düzenlileştirme 
yaklaşımları son zamanlarda oldukça hızlı bir gelişme 

göstermiştir. Çalışmalar, aslında imgenin özniteliklerinin 
korunarak imge verisinin basitleştirilmesi üzerine 
yoğunlaşmıştır. 

Yönbağımsız düzenlileştirme, imge verisini düzeltmekte 
ve sadeleştirmektedir. Bu yaklaşım için birçok matematiksel 
formüller geliştirilmiştir. Tikhonov tarafından önerilen onarma 
tekniğinde, imge aslında klasik bir doğrusal süzgeçten 
geçirilmektedir [6]. 

௚ü௥ü௟௧ü௟ü:Ωܫ ՜ Թ  düzenlileştirilecek gürültülü gri ölçekli 
imgeyi göstersin. ݊  gürültüsü, düşük genlikli ve yüksek 
frekans değişintilerine sahip olsun ve özgün imge verisine 
eklendiği varsayılsın: 

௚ü௥ü௟௧ü௟üܫ  ൌ ö௭௚ü௡ܫ ൅ ݊ (1) 

௚ü௥ü௟௧ü௟üܫ  imgesini düzenlileştirmek için kullanılan en genel 
yaklaşım, ԡܫ׏ԡ  gradyan normu kestirimiyle imgenin 
değişintisini en aza indirgemektir. İşlevsel enküçükleme için 
aşağıdaki enerji denklemi verilebilir: 

 min
ூ:Ω՜Թ

ሻܫ௜௞௛௢௡௢௩ሺ்ܧ ൌ න ԡܫ׏ԡଶ
Ω

݀Ω (2) 

İmgedeki bir noktanın gradyan bilgisi, 

ܫ׏  ൌ ൫ܫ௫, ௬൯ܫ
் ൌ ൬߲ܫ

ݔ߲
,
ܫ߲
൰ݕ߲

்

 (3) 

şeklinde ifade edilebilir ve bu vektör, o noktadaki en büyük 
uzamsal değişimin yönünü verir. Burada ܫ௫ ve ܫ௬ sırasıyla x ve 
y yönündeki birinci türevlerdir ve Taylor formülüne bağlı 
olarak merkezi farklar yöntemine göre aşağıdaki gibi 
hesaplanabilir: 

௫ܫ  ൌ ൫ܫሺݔ ൅ 1, ሻݕ െ ݔሺܫ െ 1, ሻ൯ݕ 2⁄  (4) 

௬ܫ  ൌ ൫ܫሺݔ, ݕ ൅ 1ሻ െ ,ݔሺܫ ݕ െ 1ሻ൯ 2⁄  (5) 

Yukarıda verilen ்ܧ௜௞௛௢௡௢௩ሺܫሻ  ifadesi Euler-Langrange 
denklemleri yöntemi kullanılarak enküçüklenebilir: 

 
ܧ߲
ܫ߲ ൌ

ܨ߲
ܫ߲ െ

݀
ݔ݀

ܨ߲
௫ܫ߲

െ
݀
ݔ݀

ܨ߲
௫ܫ߲

ൌ 0 (6) 

Burada, 

ܨ  ൌ ԡܫ׏ԡଶ ൌ ቆටܫ௫ଶ ൅ ௬ଶቇܫ
ଶ

 (7) 



şeklinde alınmıştır. Kısmi türevsel denklemlerin direkt ve zor 
olan çözümlerinden kaçınmak için, klasik özyineli yöntem 
olan gradyan (bayır) inişi metodu kullanılabilir. Denklem 6, 
işlevsel ்ܧ௜௞௛௢௡௢௩ሺܫሻ ’nin gradyanı gibi düşünülebilir. 
Başlangıç fonksiyonu olarak ܫሺ௧ୀ଴ሻ ൌ ௚ü௥ü௟௧ü௟üܫ  alınır ve ܧሺܫሻ 
fonksiyonunun yerel enküçüklemesi olan ܫ௠௜௡  değerini 
bulmak için bu gradyanın karşıt yönü hesaba katılır:  

 ቐ
ሺ௧ୀ଴ሻܫ ൌ        ௚ü௥ü௟௧ü௟üܫ                              
ܫ߲
ݐ߲      ൌ  െ ൬

ܨ߲
ܫ߲ െ

݀
ݔ݀

ܨ߲
௫ܫ߲

െ
݀
ݔ݀

ܨ߲
௫ܫ߲

൰        
(8) 

Denklem çözümlendiğinde, 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ௫௫ܫ ൅ ௬௬ܫ ൌ  (9) ܫ∆

elde edilir. Burada ∆ , Laplace işlecidir ve ܫ௫௫  ve ܫ௬௬  ise 
aşağıdaki gibi alınabilir: 

௫௫ܫ  ൌ ݔሺܫ ൅ 1, ሻݕ ൅ ݔሺܫ െ 1, ሻݕ െ ,ݔሺܫ 2  ሻ (10)ݕ

௬௬ܫ  ൌ ,ݔሺܫ ݕ ൅ 1ሻ ൅ ,ݔሺܫ ݕ െ 1ሻ െ ,ݔሺܫ 2  ሻ (11)ݕ

Düzenlileştirme terimi bilinen ısı denklemidir. Bu tür 
kısmi türevsel denkleme yayınım denklemi de denir.  Yön 
bağımsız düzenlileştirme alçak geçiren bir süzgeç gibi 
davranış gösterir, başka bir ifadeyle imgedeki yüksek frekans 
bileşenlerini bastırır. Fakat imgedeki kenar içeren bölgeler de 
gürültü gibi yüksek frekans işaretleri içerdiğinden, yön 
bağımsız yöntemle hızlı bir şekilde bulanıklaştırılır. Bu 
yüzden doğrusal olmayan ve yön bağımlı düzenlileştirme 
yöntemlerine ihtiyaç duyulmuştur. 

Yön bağımsız düzenlileştirmeye bağlı doğrusal 
yöntemlerin sınırlamalarını ortadan kaldırmak için, Perona ve 
Malik ısı denkleminin doğrusal olmayan uzantısını 
geliştirmiştir [7]. Aslında ısı denklemi ıraksay biçimde 
aşağıdaki gibi yazılabilir: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ܫ∆ ൌ divሺܫ׏ሻ ൌ traceሺ۶ሻ ൌ ௫௫ܫ ൅  ௬௬ (12)ܫ

Burada ۶, ܫ’nın Hessian matrisidir: 

 ۶ ൌ ൬
௫௫ܫ ௫௬ܫ
௬௫ܫ ௬௬ܫ

൰ (13) 

Matriste ܫ௫௬ ൌ  .௬௫ olarak alınabilirܫ
Denklemdeki ıraksay ifadesinde ሾ0,1ሿ  değerleriyle sınırlı 
ܿሺԡܫ׏ԡሻ fonksiyonu da kullanılarak düzenlileştirme işleminin 
daha doğruluklu yapılmasına olanak sağlanmıştır: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ divሺܿሺԡܫ׏ԡሻܫ׏ሻ (14) 

Burada ܿ: Թ ՜ Թ kenarlarda (yüksek gradyanlarda) yayınımı 
durdurmak için azalan, oldukça düzgün bölgelerde (düşük 
gradyanlarda) yön bağımsız düzenlileştirme için 1 değerine 
yakın bir işlev davranışı gösterir: 

 ܿሺԡܫ׏ԡሻ ൌ exp ቆെ
ԡܫ׏ԡ
ଶܭ ቇ (15) 

 homojen bölgeler ile kenar bölgelerindeki farklılığa bağlı ,ܭ
olarak seçilen sabit bir gradyan eşiğidir. Kısmi türevsel 
denklemin yayınım davranışını tam olarak anlayabilmek için, 
bu ifadeyi aşağıdaki gibi de yazabiliriz [8]: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ܿξܫξξ ൅ ܿηܫηη (16) 

Burada ܿξ ൌ ܿሺԡܫ׏ԡሻ  ve ܿη ൌ ܿᇱሺԡܫ׏ԡሻԡܫ׏ԡ ൅ ܿሺԡܫ׏ԡሻ 
olarak alınır. ܫξξ  ve ܫηη  birbirine dik yönlerdeki ܫ ’nın ikinci 
türevlerini göstermektedir ve 1 boyutlu yönlü Laplacian olarak 
göz önüne alınabilir: 

ξξܫ  ൌ
߲ଶܫ
߲ξଶ

ൌ ξ்۶ξ  (17) 

ηηܫ  ൌ
߲ଶܫ
߲ηଶ ൌ η்۶η (18)

η ve ξ vektörleri aşağıdaki gibi ifade edilir: 

 η ൌ
ܫ׏
ԡܫ׏ԡ ൌ

1
ԡܫ׏ԡ ൫ܫ௫, ௬൯ܫ

்
 (19)

 ξ ൌ η⊥ ൌ
1

ԡܫ׏ԡ ൫ܫ௬, െܫ௫൯
்

 (20)

Bu durumda Denklem 17 ve 18 tekrar düzenlenirse, 

ξξܫ  ൌ
1

ԡܫߘԡଶ ൫
௫௫ܫ௬ଶܫ െ ௫௬ܫ௬ܫ௫ܫ2 ൅ ሺെܫ௫ሻଶܫ௬௬൯ (21)

ηηܫ  ൌ
1

ԡܫߘԡଶ ൫ܫ௫
ଶܫ௫௫ ൅ ௫௬ܫ௬ܫ௫ܫ2 ൅ ௬௬൯ (22)ܫ௬ଶܫ

elde edilir. Burada 

 
௫௬ܫ ൌ

1
4 ൫ܫ

ሺݔ ൅ 1, ݕ ൅ 1ሻ ൅ ݔሺܫ  െ 1, ݕ െ 1ሻ൯ ൅ 

1
4 ൫െܫ

ሺݔ െ 1, ݕ ൅ 1ሻ െ ݔሺܫ  ൅ 1, ݕ െ 1ሻ൯ 
(23)

olarak alınabilir. 
Denklem 16, iki ortak paylaşımlı ve yönlü 1 boyutlu ısı 

akışları olarak yorumlanabilir ve  ܿξ  ağırlığı ile en küçük 
uzamsal değişimin yönünü veren ξ vektörü ve ܿη ağırlığı ile en 
büyük uzamsal değişimin yönünü veren η  vektörü yönünde 
imgeyi düzenlileştirmektedir (Şekil 1). Bu durumda, 
൫η, ξ, ܿη, ܿξ൯ , yöntemin yerel yayınım geometrisini tanımlar 
denilebilir. Eğer  ܿξ ൒ ܿη  ise, sonuçta yön bağımlı 
düzenlileştirme yapılmış olur, başka bir ifadeyle imgedeki 
kenar bilgileri korunur. Fakat yöntem bazen ters yayınımla 
sonuçlanmakta, gürültü yok edilmenin aksine imgeye daha 
fazla yaydırılabilmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1: ܘ ൌ ሺݔ,  .ሻ noktasındaki η ve ξ vektörleriݕ

İmge düzenlileştirmesi, imgenin genel değişintilerini 
ayarlayan enerji fonksiyonları en küçüklenerek de yapılabilir. 
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െ
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Amaç, imgedeki kenar bilgilerini içeren büyük değişintiler 
korunurken, gürültüden dolayı oluşan küçük imge 
değişintilerinin bastırılmasıdır.  Buna durumda, gri ölçekli 
gürültülü  ܫ௚ü௥ü௟௧ü௟ü  imgesi ׎ െ  işlevselleri en küçüklenerek 
düzgünleştirilebilir [5]: 

 min
ூ:Ω՜Թ

ሻܫሺܧ ൌ න׎ሺԡܫ׏ԡሻ
Ω

݀Ω (24) 

Burada ׎:Թ ՜ Թ ’ye artan bir işlevdir, düzenlileştirmenin 
yönünü belirler ve yüksek gradyan bilgilerini bastırır. 
Enküçükleme, Euler-Langrange denklemleri yöntemi 
kullanılarak yapılabilir: 

  ቐ
ሺ௧ୀ଴ሻܫ ൌ       ௚ü௥ü௟௧ü௟üܫ               
ܫ߲
ݐ߲        ൌ  div ቆ

ԡሻܫ׏ᇱሺԡ׎
ԡܫ׏ԡ        ቇܫ׏

(25) 

Tablo 1: Farklı ׎ işlevleri 

İşlev ׎ሺݏሻ 
Tikhonov ݏଶ 
Perona-Malik 1 െ expሺെݏଶ/ܭଶሻ
Toplam Değişim ݏ 

 
Perona-Malik akışında olduğu gibi,  ׎ െ işlevselleri yerel 

yayınım davranışı denklemin geometrik gelişiminden analiz 
edilebilir: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ܿξܫξξ ൅ ܿηܫηη (26) 

Burada ܿξ ൌ
ூԡሻ׏ᇲሺԡ׎
ԡ׏ூԡ

 ve ܿη ൌ ԡሻܫ׏ᇱᇱሺԡ׎  olarak alınır. 

Düzenlileştirme işlemi, ׎
ᇲሺԡ׏ூԡሻ
ԡ׏ூԡ

 ağırlığı ile uzamsal olarak en 
az değişimin yönünü veren ξ vektörü yönünde ve ׎ᇱᇱሺԡܫ׏ԡሻ 
ağırlığı ile uzamsal olarak en büyük değişimin yönünü veren η 
normalize edilmiş gradyan vektörü yönünde yapılmaktadır. 
Bu alternatif gösterim düşünüldüğünde, düzenlileştirme 
işlemleri ܿξ ve ܿη  tarafından sağlandığı görülebilir: 
• Ters olmayan yayınım: Ters yayınımdan kaçınmak için 
ܿξ ve ܿη  katsayıları her zaman pozitif olmak zorundadır. 
Bu ׎  işlevinin ԡܫ׏ԡ ’de artan ve dışbükey olmasını 
gerektirir:  

ԡሻܫ׏ᇱሺԡ׎ ൒ 0 ve ׎ᇱᇱሺԡܫ׏ԡሻ ൒ 0 

• Kenarlarda yön bağımlı yayınım: Kenarlarda (yüksek 
gradyan noktalarında) bulanıklaştırmadan kaçınmak için 
η gradyan vektörünün yönünün yerine, ξ eşit gri değerli 
çizgiler vektörü yönünde imge düzgünleştirilmelidir: 

limԡ׏ூԡ՜ାஶ ܿη ൌ 0 ve limԡ׏ூԡ՜ାஶ
௖η
௖ξ 
ൌ 0 

• Düzgün bölgelerde yön bağımsız yayınım: Diğer 
taraftan, gürültülü homojen bölgelerde imge yapısının 
evreuyumlu yönleri, η  ve ξ  ile tayin edilemez. İstenen 
düzenlileştirmenin o bölgelerde yön bağımsız 
yapılmasıdır: 

limԡ׏ூԡ՜଴ ܿη ൌ lim
ԡ׏ூԡ՜଴

ܿξ ൌ ߙ ൐ 0  

Bu yaklaşımlarla, bazen iyi bir şekilde yayınım 
sağlanamamaktadır. ׎

ᇲሺԡ׏ூԡሻ
ԡ׏ூԡ

 işlevinin yerine, ݃ሺԡܫ׏ԡ כ  ఙሻܩ

işlevi kullanılarak daha fazla uygun imge özelliklerini 
ıraksaydaki ifadeye eklenerek imge düzenlileştirme 
performansı artırılabilir [5]. Bu yöntemlerle, düzenlileştirme 
işleminin genel içeriğini kaybetsek bile, kısmi türevsel 
denklemlerin tasarımı için daha fazla kolaylık sağlanır:  

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ divሺ݃ሺԡܫ׏ԡ כ  ሻ (27)ܫ׏ఙሻܩ

Burada ܩఙ ൌ
ଵ

ଶగఙమ
exp  ቀെ ௫మା௬మ

ଶఙమ
ቁ, değişintisi ߪ olan 2 boyutlu 

bir Gauss süzgecidir. Böylece düzenlileştirme işlemiyle 
türetilen yerel imge yapılarının hesaplanmasında daha fazla 
komşuluk bilgisi ile ilişkili olarak daha doğruluklu yerel 
yayınım geometrisine izin verilmiş olmaktadır. 

Iraksay-tabanlı denklemlerle ilgili başlıca bir çalışma 
Weickert [9] tarafından yapılmıştır. İmge pikseli bazı fiziksel 
kanunlara bağlı olarak kimyasal bir yoğunluk gibi 
düşünülmüştür ve buna göre genel bir denklem geliştirilmiştir: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ divሺ۲ܫ׏ሻ (28) 

Burada ۲:Ω ՜ Pሺ2ሻ  yayınım tensörlerinin alanıdır, simetrik 
ve yarı pozitif tanımlı 2x2 matristir, gradyan akısını tanımlar 
ve işlemin yerel yayınım davranışını kontrol eder. Dikkat 
edilirse ׎ െ  işlevselleri denklemi, bu denklemin özel bir 
halidir: 

 ۲ ൌ
ԡሻܫ׏ᇱሺԡ׎
ԡܫ׏ԡ ॴௗ (29) 

Burada ॴௗ birim matristir. ܘ ൌ ሺݔ,  ሻ her imge noktası için ۲ݕ
yayınım tensörleri, düzleştirilmiş yapı tensörü ۵ఙ’nin spektral 
elemanlarının bir işlevi olarak ܝ ve ܞ özvektörlerine ve λଵ, ߣଶ 
özdeğerlerine bağlı olarak tasarlanmıştır: 

 ۵ఙ ൌ ሺܫ׏ܫ׏Tሻ כ  ఙ (30)ܩ

ηఙ , ξఙ , ۵ఙ  nın özvektörleri ve ߤଵ ଶߤ ,  özdeğerleri olsun. 

Dikkat edilirse, buradan limఙ՜଴ ξఙ ൌ ξ ൌ ⊥ூ׏

ԡ׏Iԡ
 ve 

limఙ՜଴ ηఙ ൌ η ൌ ூ׏
ԡ׏Iԡ

 sonucu çıkarılabilir. Fakat, genelde 
ξఙ ് ሺξ כ ఙሻܩ  ve ηఙ ് ሺη כ ఙሻܩ  dir. ηఙ  ve ξఙ , ξ  ve η 
vektörlerinin Gauss düzleştirmesi değil, bu vektörlerin 
düzleştirilmiş uyarlamalarıdır. ۲ yayınım tensörünün spektral 
elemanları aşağıdaki gibi seçilir: 

 

ฬ
ܝ ൌ ηఙ
ܞ ൌ ξఙ

ve 

ተተ

ଵߣ ൌ                                                                       ߙ

ଶߣ ൌ ቐ
µଵ ݎğ݁݁    ߙ ൌ µଶ                                     

ߙ ൅ ሺ1 െ ሻexpߙ ൬
െC

ሺµଵെµଶሻଶ
൰  değilse

 
(31) 

Burada C ൐ 0 ve ߳ߙሾ0,1ሿ değerli uygun eşiklerdir. Her imge 
noktası için ۲ yayınım tensörü aşağıdaki gibi hesaplanır: 

 ۲ ൌ ܂ܝܝଵߣ ൅  (32) ܂ܞܞଶߣ

Homojen bölgelerde µଵ ؆ µଶ ؆ 0  ve ߣଵ ؆ ଶߣ ؆ 0  olur. Bu 
durumda, ۲ ൌ ॴௗߙ   elde edilir. ۲  yayınım tensörü, bu 
bölgelerde yön bağımsız olarak tanımlanır. Burada tensör, ߙ 
yarıçaplı bir daire olarak düşünülebilir.  

İmge kenarları boyunca, µଵ ب µଶ ب 0  ve ߣଵ ൐ ଶߣ ൐ 0 
olur. ۲  yayınım tensörü yön bağımlıdır ve imge eşit gri 
değerler çizgisinin ξఙ  düzgünleştirilmiş yönündedir. Burada 



tensör, µଵ ൐  ଶ olmak üzere iki farklı yarıçaplı gergin bir elipsߤ
olarak düşünülebilir. 

Iraksay tabanlı denklemler yalnızca birinci türev 
işleçleriyle ifade edilirken, ikinci türev ifadeleri daha çok 1 
boyutlu Laplace işleçlerine bağlıdır [5]: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ܿଵܝܝܫ ൅ ܿଶ(33) ܞܞܫ 

Burada ܝ, ,ԖԹଶ , ܿଵܞ ܿଶ ൐ 0 ve ܞ⊥ܝ ’dir. ܝܝܫ ve ܫ , ܞܞܫ’nın ܝ ve 
ܞ  yönlerindeki ikinci türevleridir ve aşağıdaki gibi 
gösterilebilir: 

ܝܝܫ  ൌ ܞܞܫ ve ܝT۶ܝ ൌ  (34) ܞT۶ܞ

Burada düzenlileştirme işlemi, ܝ  ve ܞ  vektörleriyle 
yönlendirilmiş iki birbirine dik ve ağırlıklı 1 boyutlu yönlü ısı 
akışı olarak düşünülebilir [10]: 

 ൜ܝ ൌ ξ
ܞ ൌ η ve ൜

ܿଵ ൌ 1                    
ܿଶ ൌ ݃ሺԡܫ׏ԡ כ ఙሻܩ

 (35) 

Burada ݃:Թ ՜ Թ , 0’a doğru azalan bir fonksiyondur (yüksek 
gradyanlarda yayımı önler), ܿଵ ൌ 1  olduğundan çok yüksek 
gradyan bilgisi de içerse, ξ  kenarları boyunca gürültü 
azaltılmasına izin verir. Düşük gradyan bölgelerinde ise  ݃, 1 
değerine eğilimli olduğundan, o bölgelerde yön bağımsız 
düzenlileştirme yapılır: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ξξܫ ൅ ݃ሺԡܫ׏ԡሻܫηη (36) 

Burada limԡ׏Iԡ՜଴ ݃ሺԡܫ׏ԡሻ ൌ 1  olur. Fakat, ξ  boyunca sabit 
yayınım keskin köşelerde oldukça düzenlileştirme etkisi 
ortaya çıkaracaktır. Bu durumda, ܿଵ ൌ 1,  ܿଶ ൌ 0 ܝ , ൌ ξ  ve 
ܞ ൌ η alınırsa, 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ  ξξ (37)ܫ

elde edilir. Bu denklem, ortalama kıvrım akışı olarak 
adlandırılır. Dikkat edilirse, ׎ െ işlevselleri bağlı olarak, 

 ൜ܝ ൌ ξ
ܞ ൌ η ve ൝ܿଵ ൌ

ூԡሻ׏ᇲሺԡ׎
ԡ׏ூԡ

   

ܿଶ ൌ ԡሻܫ׏ᇱᇱሺԡ׎
 (38) 

olur. Yönlü Laplace işleçleriyle yayınım tensörleri arasında 
yakın bir ilişki vardır. Daha genel bir ifade ile aşağıdaki 
denklem de yazılabilir: 

ܫ߲ 
ݐ߲ ൌ ܿଵܝܝܫ ൅ ܿଶܞܞܫ ൌ traceሺ۶܂ሻ (39) 

Burada,  

܂  ൌ ܿଵܝܝT ൅ ܿଶܞܞT (40) 

özvektörleri ܝ ve ܞ, özdeğerleri ܿଵ ve ܿଶ olan 2x2 simetrik bir 
matristir (Şekil 2).  
 
 
 
 
 

 

Şekil 2: 2 boyutlu tensör. 

İmgedeki kenar bilgilerinin ve diğer özniteliklerin etkili 
bir şekilde korunması için daha fazla komşu pikseller göz 

önüne alınarak yön bağımlı bir imge düzenlileştirilmesi 
yaklaşımı aşağıda verilen ifadeyle yapılabilir [11]: 

 
ܫ߲
ݐ߲ ൌ

1
2ࣛ෍൫cot ௜ܙܘߙ ൅ cot ௜ܙܘߚ  ൯

଼

௜ୀଵ

ቀܫ௜ሺܙሻ െ  ሻቁ (41)ܘሺܫ

Burada ࣛ ܘ ,  noktasındaki piksel ile etrafındaki 8 komşu 
piksele bağlı olarak hesaplanan vektörsel üçgenlerin toplam 
alandır (Şekil3): 

 ࣛ ൌ෍ࣛఈ
௜ ൅ࣛఉ

௜
଼

௜ୀଵ

 (42) 

௜ܝ ௜ܞ ,   ve ܡ௜  ௜vektörleri üzerine kurulan üçgenlerin alanlarıܢ ,
sırasıyla, 

 ࣛఈ
௜ ൌ

1
2
ඥԡܝ௜ԡଶԡܞ௜ԡଶ െ ሺܝ௜ ·  ௜ሻଶ veܞ

(43) 

 ࣛఉ
௜ ൌ

1
2
ඥԡܡ௜ԡଶԡܢ௜ԡଶ െ ሺܡ௜ ·  ௜ሻଶܢ

 ifadeleri ile hesaplanır. ܝ௜ ௜ܞ ,   ve ܡ௜  ௜vektörleri arasındakiܢ ,
cot  ௜ܙܘߙ  ve cot  ௜ܙܘߚ  açıları ise aşağıdaki gibi hesaplanır: 

 cot ௜ܙܘߙ ൌ
௜ܝ · ௜ܞ

ඥԡܝ௜ԡଶԡܞ௜ԡଶ െ ሺܝ௜ · ௜ሻଶܞ
 ve 

(44) 

 cot ௜ܙܘߚ ൌ
௜ܡ · ௜ܢ

ඥԡܡ௜ԡଶԡܢ௜ԡଶ െ ሺܡ௜ · ௜ሻଶܢ
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Şekil 3: Yön bağımlı gürültü azaltma yöntemi: a) Kaynak 
bölge ve b) vektörsel üçgenler. 

Sonuç olarak, gri ölçekli imge düzenlileştirme işlemi genel 
anlamda aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

 ൞

ሺ୲ୀ଴ሻܫ ൌ ୥ü୰ü୪୲ü୪üܫ      

ሺ୲ାଵሻܫ ൌ ሺ୲ሻܫ ൅ dt
ሺ୲ሻܫ߲
ݐ߲

 (45) 

3. Deneysel Çalışmalar 
Test işlemleri için, Şekil 4.’de görüldüğü gibi, standart 
sapması ߪ ൌ 20  olan beyaz Gauss gürültüsü eklenmiş 
  .boyutundaki gri ölçekli Lena imgesi kullanılmıştır 256ݔ256
İmge düzenlileştirmesinde bütün yöntemler için ݀ݐ ൌ 3 olarak 
alınmıştır. 

Şekil 5.’de gürültüsü azaltılmış imgeler gösterilmiştir ve 
Tablo 2’de yöntemlere ait ortalama kare hata (OKH) ve tepe 

ܿଵܝ 
ܿଶܞ

ܙଵሺܫ ൅ ૚ሻ

ଵܙܘߚ  

ଵܙܘߙ  
ሻܘሺܫ

ܙଵሺܫ ሻܙଵሺܫ െ ૚ሻ 

ܙଵሺܫ ൅ ૚ሻ

ܙଵሺܫ െ ૚ሻ 
ሻܘሺܫ

 ሻܙଵሺܫ

 ଵܝ

 ଵܢ ଵܞ

 ଵܡ

ࣛఈ
ଵ  

ࣛఉ
ଵ  گ 

݅ ൌ 8 ݅ ൌ 1

݅ ൌ 2 

 ڭ

(a) (b) 
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Tablo 

Yöntem 
Isı denklem
Perona-Mal
Ortalama kı
Iraksay-taba
Yön bağıml

(a

(a

(c

ekli Lena imges

ü azaltılmış img
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36) ve e) yön ba
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mi 
lik 
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lı 

a) 

a) 

c) 

(e
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kıvrım akışı (3
ağımlı (41) yön

n Karşılaştırılm

OKH T
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(b
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(d

e) 
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