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Özet
Bu çalışmada yarı sonsuz dış silindirin sonsuz ince ve mükem-
mel iletken, eksenel doğrultuda sonsuza uzanan iç silindirin de 
iki parçalı, yani bir yarısının mükemmel iletken diğer yarısı-
nın ise impedans sınır koşulu ile modellendiği durumda TEM 
modunun dalga kılavuzunun ağızından ışınımı Wiener-Hopf 
tekniği kullanılarak incelenmiştir. Dalga kılavuzunun iç ve dış 
silindirlerinin yarı çapları ile empedansın saçılan alana etkile-
ri grafik olarak incelenmiştir.

Abstact
An open ended coaxial waveguide formed by a perfectly conduc-
ting semi infinite outer cylinder and a center cylinder extending 
to infinity in the forward direction whose left part is perfectly 
conducting while the right part is characterized by a constant 
surface im- pedance is considered in the case of T EM wave ex-
citation. By using the Fourier transform technique, the related 
boundary value probslem is formulated as a modified Wiener-
Hopf equation. The solution involve three set of infinitely many 
unknown expansion coefficients satisfying three infinite system of 
algebraic equations. The approximate solution is ob- tained nu-
merically and some graphics are displayed for different values of 
the geometrical and physical parameters of the radiating system.

1. Giriş
Bu çalışmada iç silindiri eksenel doğrultuda sonsuza uzayan dış 
iletkeni ise yarı sonsuz bir eşeksenli dairesel dalga kılavuzun-
da yayılan TEM modunun ışıması incelenecektir. Böyle bir yapı 
uzun monopol anten ve ilerleyen dalga antenleri için iyi bir mo-
del oluşturduğundan bu güne kadar bir çok araştırıcı tarafından 
incelenmiştir [1-3]. Sistemin TEM moduyla uyarıldığı durum ise 
değişik özel haller için ele alınmıştır [4-6]. Bu çalışmanın amacı 
ise yarı sonsuz dış silindirin sonsuz ince ve mükemmel iletken, 
eksenel doğrultuda sonsuza uzanan iç silindirin de iki parçalı, yani 
bir yarısının mükemmel iletken diğer yarısının ise impedans sınır 
koşulu ile modellendiği durumda dalga kılavuzu bölgesinde uya-
rılmış olan TEM modunun dalga kılavuzunun ağızından ışınımı-
nı incelemekten ibarettir (Şekil-1). Saçılan alan ve sınır koşulları 
üzerine Fourier dönüşümü uygulanmış ve sonra problem dönüşüm 

bölgesinde bir Wiener-Hopf denklemine indirgenmiştir. Dalga 
kılavuzu içerisinde saçılan alan dalga kılavuzu modları cinsinden 
yazılmış ve süreklilik koşulları kullanılarak problemin çözümü üç 
tane sonsuz açılım sabit takımını içeren üç tane sonsuz lineer ce-
birsel denklem sistemine indirgenmiş ve yaklaşık çözüm sayısal 
yöntemlerle elde edilmiştir. Değişik fiziksel ve geometrik paramet-
relerin yayılım olayına etkisi grafiklerle verilmiştir.

Şekil-1. Problemin geometrisi

2. Problemin Formülasyonu
(ρ, φ, z) silindirik koordinatları göstermek üzere, ρ = a, φ ∈ 
(−π, π) , z ∈ (−∞, ∞) ile tanımlı iç silindiri eksenel doğrultuda 
sonsuza uzayan, ρ = b, φ ∈ (−π, π) , z ∈ (−∞, 0) ile belirli 
dış iletkeni ise yarı sonsuz bir eşeksenli dalga kılavuzunu göz 
önüne alalım. Dalga kılavuzunun dış iletkeninin sonsuz ince ve 
mükemmel iletken, iç silindirin ise z < 0 yarısının mükemmel 
elektriksel iletken, z > 0 yarısının ise Z = ηZ0 ile karakterize 
edilen bir empedans yüzeyi olduğunu varsayacağız. Burada, Z0 
boşluğun karakteristik empedansını göstermektedir.
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ile verilmiş bulunan TEM modlu elektromagnetik dalganın kı-
lavuz içerisinde +z yönünde yayıldığını düşünüyoruz. Burada 
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k boşluğun dalga sayısını göstermektedir. Bazı matematik iş-
lemleri anlamlı kılabilmek için ortamın çok küçük de olsa bir 
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empedansını göstermektedir.

ω açısal frekansı göstermek üzere, zamana bağlılığın e
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Analizin kolaylığı açısından toplam alanı u
T
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(2) denkleminde ui(ρ, z) ve un(ρ, z) alanları aşağıda verilen 
Helmholtz denkleminin sağlar:

yarısının mükemmel elektriksel iletken, z > 0 yarısının ise Z = ηZ0 ile karakterize
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ρ > b bölgesinde u1(ρ, z) saçılan alanı için (3) denkleminin z ∈ 
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empedansını göstermektedir.

ω açısal frekansı göstermek üzere, zamana bağlılığın e
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Fourier dönüşümünü alırsak

�
1

ρ

d

dρ

�
ρ

d

dρ

�
+ (k

2 − α
2

)

�
F (ρ, α) = 0. (4a)

elde ederiz. Burada

F (ρ, α) =

∞�

−∞

u1(ρ, z)e
iαz

dz. (4b)

3

elde ederiz. Burada

yarısının mükemmel elektriksel iletken, z > 0 yarısının ise Z = ηZ0 ile karakterize
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u1(ρ, z) = O
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, |ρ| → ∞ (7b)

Şimdi saçılan alan u2(ρ, z) nin Helmholtz denklemini sağladığı ρ ∈ (a, b) ve z > 0 bölgesini

ele alalım. Bu bölgede (3) denkleminin z ∈ (0,∞) aralığında Fourier dönüşümünü alırsak
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denklemi elde edilir. Buradaki G
+
(ρ, α) Im(α) > Im(−k) üst yarım-düzlemde α’nın

analitik fonksiyonu olup aşağıdaki gibi tanımlıdır:
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(8a) denkleminde f(ρ) ve g(ρ)
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u2(ρ, 0), g(ρ) = u2(ρ, 0) (8c)

olarak tanımlanmı̧stır. Sağ yanlı (8a) denkleminin çözümü Green fonksiyonu yöntemi ve

(6d) denklemi ile verilen sınır koşulu yardımıyla
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ele alalım. Bu bölgede (3) denkleminin z ∈ (0,∞) aralığında Fourier dönüşümünü alırsak
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olarak tanımlanmı̧stır. Sağ yanlı (8a) denkleminin çözümü Green fonksiyonu yöntemi ve

(6d) denklemi ile verilen sınır koşulu yardımıyla
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konmuştur. (9a) eşitliğinin sol tarafı Im(α) > Im(−k) üst ya-
rım-düzlemde regüler olduğundan sağ tarafı da ilgili bölgede 
regüler olmalıdır. Fakat (9a) eşitliğinin sağ tarafının regülerliği 
kompleks α-düzleminin üst (Im(α) > Im(−k)) yarılarısında olu-
şan basit kutupların, yani α = αm noktalarının varlığı sebebiyle 
bozulabilir. Bu kutuplar (9e) denkleminde tanımlanan M (α) 
fonksiyonunun basit sıfırlarını oluşturmaktadırlar ve

konmuştur. (9a) eşitliğinin sol tarafı Im(α) > Im(−k) üst yarım-düzlemde regüler olduğun-

dan sağ tarafı da ilgili bölgede regüler olmalıdır. Fakat (9a) eşitliğinin sağ tarafının

regülerliği kompleks α-düzleminin üst (Im(α) > Im(−k)) yarılarısında oluşan basit kutu-

pların, yani α = αm noktalarının varlığı sebebiyle bozulabilir. Bu kutuplar (9e) denkle-

minde tanımlanan M(α) fonksiyonunun basit sıfırlarını oluşturmaktadırlar ve

M(αm) = 0, ℑm(αm) > ℑm(k), m = 0, 1, 2, ... (10)

ile ifade edilirler. Bu kutuplar rezidülerinin sıfır olmasını zorlamak suretiyle kaldırılabilir-

ler:

P
+

(αm) = −
π

2

Kmb [fm − iαmgm] ∆m, (11a)

Burada

[
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]
=

1

∆m

b∫

a

[
f(ρ)
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]
[J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)] ρdρ, (11b)

∆m =

b
2

2

(
2

πKmb

)
2

−
a
2

2

[
1 +

ikη

K
2

m
a

(2 + ikηa)

]
L̃
2

1
, (11c)

ve

L̃1 = J0(Kmb)Y1(Kma)− J1(Kma)Y0(Kmb) (11d)

dır. ŞimdiWiener-Hopf denklemini elde etmek için (6a) sınır koşulunun Fourier dönüşümünü

alırsak

F
−

(b, α) + b

·

F
−

(b, α) = 0 (12a)

elde ederiz. Burada (·), ρ ya göre alınan türevi göstermektedir. (5a) denklemine (12a)

sınır koşulu uygulandığında

A(α) =

P
+
(α)

bK(α)H
(1)

0
[K(α)b]

(12b)

bulunur. Burada P
+
(α) (9f) ile tanımlanmı̧stır. (12b) ifadesini (5a) denkleminde yerine

koyarsak

F
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+

(ρ, α) =

P
+
(α)

bK(α)H
(1)

0
[K(α)b]

H
(1)

1
[K (α) ρ] (12c)

yazılır. (12c) ifadesi (6e,f) denklemleri ile verilen süreklilik koşullarıyla birlikte düşünüldüğünde

1
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1
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(13a)

6

ile ifade edilirler. Bu kutuplar rezidülerinin sıfır olmasını zorla-
mak suretiyle kaldırılabilirler:
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minde tanımlanan M(α) fonksiyonunun basit sıfırlarını oluşturmaktadırlar ve

M(αm) = 0, ℑm(αm) > ℑm(k), m = 0, 1, 2, ... (10)

ile ifade edilirler. Bu kutuplar rezidülerinin sıfır olmasını zorlamak suretiyle kaldırılabilir-
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dır. ŞimdiWiener-Hopf denklemini elde etmek için (6a) sınır koşulunun Fourier dönüşümünü

alırsak
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elde ederiz. Burada (·), ρ ya göre alınan türevi göstermektedir. (5a) denklemine (12a)

sınır koşulu uygulandığında

A(α) =
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+
(α)

bK(α)H
(1)

0
[K(α)b]

(12b)

bulunur. Burada P
+
(α) (9f) ile tanımlanmı̧stır. (12b) ifadesini (5a) denkleminde yerine

koyarsak
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yazılır. (12c) ifadesi (6e,f) denklemleri ile verilen süreklilik koşullarıyla birlikte düşünüldüğünde
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Burada

konmuştur. (9a) eşitliğinin sol tarafı Im(α) > Im(−k) üst yarım-düzlemde regüler olduğun-

dan sağ tarafı da ilgili bölgede regüler olmalıdır. Fakat (9a) eşitliğinin sağ tarafının

regülerliği kompleks α-düzleminin üst (Im(α) > Im(−k)) yarılarısında oluşan basit kutu-

pların, yani α = αm noktalarının varlığı sebebiyle bozulabilir. Bu kutuplar (9e) denkle-

minde tanımlanan M(α) fonksiyonunun basit sıfırlarını oluşturmaktadırlar ve

M(αm) = 0, ℑm(αm) > ℑm(k), m = 0, 1, 2, ... (10)
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dır. ŞimdiWiener-Hopf denklemini elde etmek için (6a) sınır koşulunun Fourier dönüşümünü

alırsak
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elde ederiz. Burada (·), ρ ya göre alınan türevi göstermektedir. (5a) denklemine (12a)

sınır koşulu uygulandığında

A(α) =

P
+
(α)
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bulunur. Burada P
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koyarsak
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ve

konmuştur. (9a) eşitliğinin sol tarafı Im(α) > Im(−k) üst yarım-düzlemde regüler olduğun-
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dır. Şimdi Wiener-Hopf denklemini elde etmek için (6a) sınır 
koşulunun Fourier dönüşümünü alırsak
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pların, yani α = αm noktalarının varlığı sebebiyle bozulabilir. Bu kutuplar (9e) denkle-

minde tanımlanan M(α) fonksiyonunun basit sıfırlarını oluşturmaktadırlar ve
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elde ederiz. Burada (•), ρ ya göre alınan türevi göstermektedir. 
(5a) denklemine (12a) sınır koşulu uygulandığında
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M(αm) = 0, ℑm(αm) > ℑm(k), m = 0, 1, 2, ... (10)

ile ifade edilirler. Bu kutuplar rezidülerinin sıfır olmasını zorlamak suretiyle kaldırılabilir-

ler:

P
+

(αm) = −
π

2

Kmb [fm − iαmgm] ∆m, (11a)

Burada

[
fm

gm

]
=

1

∆m

b∫

a

[
f(ρ)

g(ρ)

]
[J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)] ρdρ, (11b)

∆m =

b
2

2

(
2

πKmb

)
2

−
a
2

2

[
1 +

ikη

K
2

m
a

(2 + ikηa)

]
L̃
2

1
, (11c)

ve

L̃1 = J0(Kmb)Y1(Kma)− J1(Kma)Y0(Kmb) (11d)
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Mj(α) = J(α)Yj(Kb)− Y (α)Jj(Kb), j = 0, 1 (13c)

ile tanımlanmı̧stır. (11b) denkleminde görünen f(ρ) ve g(ρ) fonksiyonları Dini koşulunu

sağlayan mutlak integrallenebilir fonksiyonlar olduklarından aşağıdaki gibi tam ortogonal

fonksiyonlar kümesi cinsinden seriye açılabilirler[7]:
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(15) ifadesinde Jm = J(αm), Ym = Y (αm) ve Km = K(αm) olarak tanımlanmı̧stır.

3 Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü
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+
(α),

N
+
(α) fonksiyonları da Im(α) > Im(−k) üst yarı-düzleminde regüler ve sıfırları olmayan
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Im(α) < Im(k) bandında geçerli olan aşağıdaki Wiener-Hopf denklemini elde ederiz:

1

N(α)M(α)

P
+

(α)−
F

−
(b, α)

ikη

= −b

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

. (15)

(15) ifadesinde Jm = J(αm), Ym = Y (αm) ve Km = K(αm) olarak tanımlanmı̧stır.

3 Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü
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M(α) = M
+

(α)M
−

(α) (16a)

ve

N(α) = N
+

(α)N
−

(α). (16b)

Buradaki M
−
(α), N

−
(α) fonksiyonları Im(α) < Im(k) alt yarı-düzleminde, M

+
(α),

N
+
(α) fonksiyonları da Im(α) > Im(−k) üst yarı-düzleminde regüler ve sıfırları olmayan

fonksiyonlardır.

M
+
(α) ve N

+
(α) fonksiyonlarının açık ifadeleri [8] de açıklanan yöntem uyarınca:

M
+

(α) =

√
M(0) exp

{
iα(b− a)

π

[
1− C − ln

(
|α| (b− a)

π

)
+ i

π

2

]}

×

∞∏

m=0

(
1 +

α

αm

)
exp

(
iα(b− a)

mπ

)
, (17a)

7

(14) ifadesini (13a) denkleminde yerine koyup ortaya çıkan in-
tegral hesaplandığında Im(−k) < Im(α) < Im(k) bandında geçer-
li olan aşağıdaki Wiener-Hopf denklemini elde ederiz:

elde edilir. Burada N(α)

N(α) =

H
1

0
(Kb)

H
1

1
(Kb)M0(α) +H

1

0
(Kb)M1(α)

(13b)

ve

Mj(α) = J(α)Yj(Kb)− Y (α)Jj(Kb), j = 0, 1 (13c)

ile tanımlanmı̧stır. (11b) denkleminde görünen f(ρ) ve g(ρ) fonksiyonları Dini koşulunu
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fonksiyonlar kümesi cinsinden seriye açılabilirler[7]:

[
f(ρ)

g(ρ)

]
=

∞∑

m=0

[
fm

gm

]
[J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)] (14)

(14) ifadesini (13a) denkleminde yerine koyup ortaya çıkan integral hesaplandığında Im(−k) <
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(15) ifadesinde Jm = J (αm), Ym = Y (αm) ve Km = K (αm) 
olarak tanımlanmıştır.
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Buradaki M
−
(α), N

−
(α) fonksiyonları Im(α) < Im(k) alt yarı-düzleminde, M

+
(α),

N
+
(α) fonksiyonları da Im(α) > Im(−k) üst yarı-düzleminde regüler ve sıfırları olmayan

fonksiyonlardır.

M
+
(α) ve N

+
(α) fonksiyonlarının açık ifadeleri [8] de açıklanan yöntem uyarınca:

M
+

(α) =

√
M(0) exp

{
iα(b− a)

π

[
1− C − ln

(
|α| (b− a)

π

)
+ i

π

2

]}

×

∞∏

m=0

(
1 +

α

αm

)
exp

(
iα(b− a)

mπ

)
, (17a)

7

ve

elde edilir. Burada N(α)

N(α) =

H
1

0
(Kb)

H
1

1
(Kb)M0(α) +H

1

0
(Kb)M1(α)

(13b)

ve

Mj(α) = J(α)Yj(Kb)− Y (α)Jj(Kb), j = 0, 1 (13c)

ile tanımlanmı̧stır. (11b) denkleminde görünen f(ρ) ve g(ρ) fonksiyonları Dini koşulunu

sağlayan mutlak integrallenebilir fonksiyonlar olduklarından aşağıdaki gibi tam ortogonal

fonksiyonlar kümesi cinsinden seriye açılabilirler[7]:

[
f(ρ)

g(ρ)

]
=

∞∑

m=0

[
fm

gm

]
[J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)] (14)

(14) ifadesini (13a) denkleminde yerine koyup ortaya çıkan integral hesaplandığında Im(−k) <

Im(α) < Im(k) bandında geçerli olan aşağıdaki Wiener-Hopf denklemini elde ederiz:

1

N(α)M(α)

P
+

(α)−
F

−
(b, α)

ikη

= −b

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

. (15)

(15) ifadesinde Jm = J(αm), Ym = Y (αm) ve Km = K(αm) olarak tanımlanmı̧stır.

3 Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü

Bu aşamada amacımız (15) denkleminden P
+
(α) fonksiyonunu çözmektir. Bunun için

atılacak ilk adım (9e) ve (13b)’de tanımlanan M(α) ve N(α) çekirdek fonksiyonlarının

(+) ve (−) tipten iki fonksiyonun çarpımı şeklinde aşağıdaki gibi yazmaktır:

M(α) = M
+

(α)M
−

(α) (16a)

ve

N(α) = N
+

(α)N
−

(α). (16b)

Buradaki M
−
(α), N

−
(α) fonksiyonları Im(α) < Im(k) alt yarı-düzleminde, M

+
(α),

N
+
(α) fonksiyonları da Im(α) > Im(−k) üst yarı-düzleminde regüler ve sıfırları olmayan

fonksiyonlardır.

M
+
(α) ve N

+
(α) fonksiyonlarının açık ifadeleri [8] de açıklanan yöntem uyarınca:

M
+

(α) =

√
M(0) exp

{
iα(b− a)

π

[
1− C − ln

(
|α| (b− a)

π

)
+ i

π

2

]}

×

∞∏

m=0

(
1 +

α

αm

)
exp

(
iα(b− a)

mπ

)
, (17a)

7

Buradaki M−(α), N−(α) fonksiyonları Im(α) < Im(k) alt yarı-
düzleminde, M+(α), N+(α) fonksiyonları da Im(α) > Im(−k) üst 
yarı-düzleminde regüler ve sıfırları olmayan fonksiyonlardır.

M+(α) ve N+(α) fonksiyonlarının açık ifadeleri [8] de açıklanan 
yöntem uyarınca:

elde edilir. Burada N(α)

N(α) =

H
1

0
(Kb)

H
1

1
(Kb)M0(α) +H

1

0
(Kb)M1(α)

(13b)

ve

Mj(α) = J(α)Yj(Kb)− Y (α)Jj(Kb), j = 0, 1 (13c)

ile tanımlanmı̧stır. (11b) denkleminde görünen f(ρ) ve g(ρ) fonksiyonları Dini koşulunu

sağlayan mutlak integrallenebilir fonksiyonlar olduklarından aşağıdaki gibi tam ortogonal

fonksiyonlar kümesi cinsinden seriye açılabilirler[7]:

[
f(ρ)

g(ρ)

]
=

∞∑

m=0

[
fm

gm

]
[J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)] (14)

(14) ifadesini (13a) denkleminde yerine koyup ortaya çıkan integral hesaplandığında Im(−k) <

Im(α) < Im(k) bandında geçerli olan aşağıdaki Wiener-Hopf denklemini elde ederiz:

1

N(α)M(α)

P
+

(α)−
F

−
(b, α)

ikη

= −b

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

. (15)

(15) ifadesinde Jm = J(αm), Ym = Y (αm) ve Km = K(αm) olarak tanımlanmı̧stır.

3 Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü

Bu aşamada amacımız (15) denkleminden P
+
(α) fonksiyonunu çözmektir. Bunun için

atılacak ilk adım (9e) ve (13b)’de tanımlanan M(α) ve N(α) çekirdek fonksiyonlarının

(+) ve (−) tipten iki fonksiyonun çarpımı şeklinde aşağıdaki gibi yazmaktır:

M(α) = M
+

(α)M
−

(α) (16a)

ve

N(α) = N
+

(α)N
−

(α). (16b)

Buradaki M
−
(α), N

−
(α) fonksiyonları Im(α) < Im(k) alt yarı-düzleminde, M

+
(α),

N
+
(α) fonksiyonları da Im(α) > Im(−k) üst yarı-düzleminde regüler ve sıfırları olmayan

fonksiyonlardır.

M
+
(α) ve N

+
(α) fonksiyonlarının açık ifadeleri [8] de açıklanan yöntem uyarınca:

M
+

(α) =

√
M(0) exp

{
iα(b− a)

π

[
1− C − ln

(
|α| (b− a)

π

)
+ i

π

2

]}

×

∞∏

m=0

(
1 +

α

αm

)
exp

(
iα(b− a)

mπ

)
, (17a)

7
N

+

(α) =

√
N(α)

L∏

l=1

(
β
l
− α

β
l
+ α

)
1/2

× exp

{
i (b− a)α

π

ln

(
2 |α|

k

)}

× exp

{
K(α) (b− a)

π

ln

(
α + iK(α)

k

)
+

1

2

i(b− a)K (α) + q(α)

}
, (17b)

q(α) =

1

2

P

∫
∞

0

Kw (w) ln

[√
k
2 − w

2
+ α

√
k
2 − w

2 − α

]
dw, (17c)

Kw (w) =

(b− a)

π

+

1

2πi

[
Bw (w) +Bw

(
we

iπ
)]

, (17d)

Bw (w) =

bH
(1)

1
(wb)

H
(1)

0
(wb)

+

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
ikηa

−
(
i2kη

w
+ a

)
]

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
w

ikη

] ,

(17e)

ve

Tij(w) = Yi(wb)Jj(wa)− Yj(wa)Ji(wb), i, j = 0, 1 (17f)

olarak bulunur. (17a) denklemindeki C Euler sabiti olup değeri C = 0.57721... dir. (17b)

denklemindeki ±β
l
ise N (α) fonksiyonunun kökleridir. Ayrıca (17c) denkleminde P harfi

ile tekil integralin Cauchy esas değerinin gözönüne alındığı belirtilmi̧stir. M
±
(α) and

N
±
(α) fonksiyonlarının |α| → ∞ için geçerli asimptotik ifadelerinin aşağıdaki gibi olduğu

kolayca gösterilebilir:

M
±

(α) = |α|
1/2

e
(b−a)|α|

, N
±

(α) = e
−(b−a)|α|

. (17g)

Bu aşamada (15) denklemini M
−
(α)N

−
(α) ile çarparsak

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

−M
−

(α)N
−

(α)

F
−
(b, α)

ikη

= −bM
−

(α)N
−

(α)

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

(18)

elde edilir. (18) ifadesinin sol tarafındaki ilk iki terim kompleks α-düzleminin sırasıyla

üst (Im(α) > Im (−k)) ve alt (Im(α) < Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonlardır. Aynı

denklemin sağ tarafındaki terimin her iki yarım düzlemde de tekillikleri vardır. Bu du-

rumda, önce sağ yandaki bu terime Wiener-Hopf ayrı̧stırması ve sonrasında (18) ifadesine

Liouville teoreminin uygulanmasıyla

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

= b

∞∑

m=0

[fm + iαmgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]N
+
(αm)M

+
(αm)

2αm (α + αm)

(19)

elde edilir.
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ve

N
+

(α) =

√
N(α)

L∏

l=1

(
β
l
− α

β
l
+ α

)
1/2

× exp

{
i (b− a)α

π

ln

(
2 |α|

k

)}

× exp

{
K(α) (b− a)

π

ln

(
α + iK(α)

k

)
+

1

2

i(b− a)K (α) + q(α)

}
, (17b)

q(α) =

1

2

P

∫
∞

0

Kw (w) ln

[√
k
2 − w

2
+ α

√
k
2 − w

2 − α

]
dw, (17c)

Kw (w) =

(b− a)

π

+

1

2πi

[
Bw (w) +Bw

(
we

iπ
)]

, (17d)

Bw (w) =

bH
(1)

1
(wb)

H
(1)

0
(wb)

+

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
ikηa

−
(
i2kη

w
+ a

)
]

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
w

ikη

] ,

(17e)

ve

Tij(w) = Yi(wb)Jj(wa)− Yj(wa)Ji(wb), i, j = 0, 1 (17f)

olarak bulunur. (17a) denklemindeki C Euler sabiti olup değeri C = 0.57721... dir. (17b)

denklemindeki ±β
l
ise N (α) fonksiyonunun kökleridir. Ayrıca (17c) denkleminde P harfi

ile tekil integralin Cauchy esas değerinin gözönüne alındığı belirtilmi̧stir. M
±
(α) and

N
±
(α) fonksiyonlarının |α| → ∞ için geçerli asimptotik ifadelerinin aşağıdaki gibi olduğu

kolayca gösterilebilir:

M
±

(α) = |α|
1/2

e
(b−a)|α|

, N
±

(α) = e
−(b−a)|α|

. (17g)

Bu aşamada (15) denklemini M
−
(α)N

−
(α) ile çarparsak

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

−M
−

(α)N
−

(α)

F
−
(b, α)

ikη

= −bM
−

(α)N
−

(α)

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

(18)

elde edilir. (18) ifadesinin sol tarafındaki ilk iki terim kompleks α-düzleminin sırasıyla

üst (Im(α) > Im (−k)) ve alt (Im(α) < Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonlardır. Aynı

denklemin sağ tarafındaki terimin her iki yarım düzlemde de tekillikleri vardır. Bu du-

rumda, önce sağ yandaki bu terime Wiener-Hopf ayrı̧stırması ve sonrasında (18) ifadesine

Liouville teoreminin uygulanmasıyla

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

= b

∞∑

m=0

[fm + iαmgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]N
+
(αm)M

+
(αm)

2αm (α + αm)

(19)

elde edilir.

8

olarak bulunur. (17a) denklemindeki C Euler sabiti olup değeri 
C = 0.57721... dir. (17b) denklemindeki ±βl ise N (α) fonksiyo-
nunun kökleridir. Ayrıca (17c) denkleminde P harfi ile tekil in-
tegralin Cauchy esas değerinin gözönüne alındığı belirtilmiştir. 
M±(α) and N±(α) fonksiyonlarının |α| → ∞ için geçerli asimp-
totik ifadelerinin aşağıdaki gibi olduğu kolayca gösterilebilir:

N
+

(α) =

√
N(α)

L∏

l=1

(
β
l
− α

β
l
+ α

)
1/2

× exp

{
i (b− a)α

π

ln

(
2 |α|

k

)}

× exp

{
K(α) (b− a)

π

ln

(
α + iK(α)

k

)
+

1

2

i(b− a)K (α) + q(α)

}
, (17b)

q(α) =

1

2

P

∫
∞

0

Kw (w) ln

[√
k
2 − w

2
+ α

√
k
2 − w

2 − α

]
dw, (17c)

Kw (w) =

(b− a)

π

+

1

2πi

[
Bw (w) +Bw

(
we

iπ
)]

, (17d)

Bw (w) =

bH
(1)

1
(wb)

H
(1)

0
(wb)

+

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)
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T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
ikηa

−
(
i2kη

w
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)
]
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(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
w

ikη

] ,

(17e)

ve

Tij(w) = Yi(wb)Jj(wa)− Yj(wa)Ji(wb), i, j = 0, 1 (17f)

olarak bulunur. (17a) denklemindeki C Euler sabiti olup değeri C = 0.57721... dir. (17b)

denklemindeki ±β
l
ise N (α) fonksiyonunun kökleridir. Ayrıca (17c) denkleminde P harfi

ile tekil integralin Cauchy esas değerinin gözönüne alındığı belirtilmi̧stir. M
±
(α) and

N
±
(α) fonksiyonlarının |α| → ∞ için geçerli asimptotik ifadelerinin aşağıdaki gibi olduğu

kolayca gösterilebilir:

M
±

(α) = |α|
1/2

e
(b−a)|α|

, N
±

(α) = e
−(b−a)|α|

. (17g)

Bu aşamada (15) denklemini M
−
(α)N

−
(α) ile çarparsak

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

−M
−

(α)N
−

(α)

F
−
(b, α)

ikη

= −bM
−

(α)N
−

(α)

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

(18)

elde edilir. (18) ifadesinin sol tarafındaki ilk iki terim kompleks α-düzleminin sırasıyla

üst (Im(α) > Im (−k)) ve alt (Im(α) < Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonlardır. Aynı

denklemin sağ tarafındaki terimin her iki yarım düzlemde de tekillikleri vardır. Bu du-

rumda, önce sağ yandaki bu terime Wiener-Hopf ayrı̧stırması ve sonrasında (18) ifadesine

Liouville teoreminin uygulanmasıyla

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

= b

∞∑

m=0

[fm + iαmgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]N
+
(αm)M

+
(αm)

2αm (α + αm)

(19)

elde edilir.

8

Bu aşamada (15) denklemini M−(α)N−(α) ile çarparsak

N
+

(α) =

√
N(α)

L∏

l=1

(
β
l
− α

β
l
+ α

)
1/2

× exp

{
i (b− a)α

π

ln

(
2 |α|

k

)}

× exp

{
K(α) (b− a)

π

ln

(
α + iK(α)

k

)
+

1

2

i(b− a)K (α) + q(α)

}
, (17b)

q(α) =

1

2

P

∫
∞

0

Kw (w) ln

[√
k
2 − w

2
+ α

√
k
2 − w

2 − α

]
dw, (17c)

Kw (w) =

(b− a)

π

+

1

2πi

[
Bw (w) +Bw

(
we

iπ
)]

, (17d)

Bw (w) =

bH
(1)

1
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H
(1)

0
(wb)

+

[
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(1)

1
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T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)
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−
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i2kη

w
+ a

)
]

[
H
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1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
w

ikη

] ,

(17e)

ve

Tij(w) = Yi(wb)Jj(wa)− Yj(wa)Ji(wb), i, j = 0, 1 (17f)

olarak bulunur. (17a) denklemindeki C Euler sabiti olup değeri C = 0.57721... dir. (17b)

denklemindeki ±β
l
ise N (α) fonksiyonunun kökleridir. Ayrıca (17c) denkleminde P harfi

ile tekil integralin Cauchy esas değerinin gözönüne alındığı belirtilmi̧stir. M
±
(α) and

N
±
(α) fonksiyonlarının |α| → ∞ için geçerli asimptotik ifadelerinin aşağıdaki gibi olduğu

kolayca gösterilebilir:

M
±

(α) = |α|
1/2

e
(b−a)|α|

, N
±

(α) = e
−(b−a)|α|

. (17g)

Bu aşamada (15) denklemini M
−
(α)N

−
(α) ile çarparsak

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

−M
−

(α)N
−

(α)

F
−
(b, α)

ikη

= −bM
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(α)N
−

(α)

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

(18)

elde edilir. (18) ifadesinin sol tarafındaki ilk iki terim kompleks α-düzleminin sırasıyla

üst (Im(α) > Im (−k)) ve alt (Im(α) < Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonlardır. Aynı

denklemin sağ tarafındaki terimin her iki yarım düzlemde de tekillikleri vardır. Bu du-

rumda, önce sağ yandaki bu terime Wiener-Hopf ayrı̧stırması ve sonrasında (18) ifadesine

Liouville teoreminin uygulanmasıyla

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

= b

∞∑

m=0

[fm + iαmgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]N
+
(αm)M

+
(αm)

2αm (α + αm)

(19)

elde edilir.

8

elde edilir. (18) ifadesinin sol tarafındaki ilk iki terim komp-
leks α-düzleminin sırasıyla üst (Im(α) > Im (−k)) ve alt (Im(α) 
< Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonlardır. Aynı denklemin 
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sağ tarafındaki terimin her iki yarım düzlemde de tekillikleri 
vardır. Bu durumda, önce sağ yandaki bu terime Wiener-Hopf 
ayrıştırması ve sonrasında (18) ifadesine Liouville teoreminin 
uygulanmasıyla

N
+

(α) =

√
N(α)

L∏

l=1

(
β
l
− α

β
l
+ α

)
1/2

× exp

{
i (b− a)α

π

ln

(
2 |α|

k

)}

× exp

{
K(α) (b− a)

π

ln

(
α + iK(α)

k

)
+

1

2

i(b− a)K (α) + q(α)

}
, (17b)

q(α) =

1

2

P

∫
∞

0

Kw (w) ln

[√
k
2 − w

2
+ α

√
k
2 − w

2 − α

]
dw, (17c)

Kw (w) =

(b− a)

π

+

1

2πi

[
Bw (w) +Bw

(
we

iπ
)]

, (17d)

Bw (w) =

bH
(1)

1
(wb)

H
(1)

0
(wb)

+

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
ikηa

−
(
i2kη

w
+ a

)
]

[
H

(1)

1
(wb) −H

(1)

0
(wb)

] [
T00(w) T01(w)

T10(w) T11(w)

] [
w

ikη

] ,

(17e)

ve

Tij(w) = Yi(wb)Jj(wa)− Yj(wa)Ji(wb), i, j = 0, 1 (17f)

olarak bulunur. (17a) denklemindeki C Euler sabiti olup değeri C = 0.57721... dir. (17b)

denklemindeki ±β
l
ise N (α) fonksiyonunun kökleridir. Ayrıca (17c) denkleminde P harfi

ile tekil integralin Cauchy esas değerinin gözönüne alındığı belirtilmi̧stir. M
±
(α) and

N
±
(α) fonksiyonlarının |α| → ∞ için geçerli asimptotik ifadelerinin aşağıdaki gibi olduğu

kolayca gösterilebilir:

M
±

(α) = |α|
1/2

e
(b−a)|α|

, N
±

(α) = e
−(b−a)|α|

. (17g)

Bu aşamada (15) denklemini M
−
(α)N

−
(α) ile çarparsak

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

−M
−

(α)N
−

(α)

F
−
(b, α)

ikη

= −bM
−

(α)N
−

(α)

∞∑

m=0

[fm − iαgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]

α
2 − α

2

m

(18)

elde edilir. (18) ifadesinin sol tarafındaki ilk iki terim kompleks α-düzleminin sırasıyla

üst (Im(α) > Im (−k)) ve alt (Im(α) < Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonlardır. Aynı

denklemin sağ tarafındaki terimin her iki yarım düzlemde de tekillikleri vardır. Bu du-

rumda, önce sağ yandaki bu terime Wiener-Hopf ayrı̧stırması ve sonrasında (18) ifadesine

Liouville teoreminin uygulanmasıyla

P
+
(α)

N
+
(α)M

+
(α)

= b

∞∑

m=0

[fm + iαmgm] [JmY1(Kmb)− YmJ1(Kmb)]N
+
(αm)M

+
(αm)

2αm (α + αm)

(19)

elde edilir.

8

elde edilir.

4. Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu 
dalga kılavuzu modları cinsinden

4 Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu dalga kılavuzu modları

cinsinden

u3(ρ, z) = c0

e
−ikz

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] e
−iβ

n

z

(20a)

olarak yazabiliriz. Burada ξ
n
’ler aşağıdaki denklemin kökleri olup,

J0 (ξnb)Y0(ξna)− J0 (ξna)Y0(ξnb) = 0, n = 1, 2, 3, ... (20b)

β
n
’ler ise dalga kılavuzu modlarına ili̧skin yayılma sabitleridir,

β
n
=

√
k
2 − ξ

2

n
, n = 1, 2, 3, ... (20c)

ve

ξ
0
= 0 =⇒ β

0
= k. (20d)

(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde gelen dalgaya ili̧skin yansıyan

alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte

değerlendirildiğinde:

∞∑

m=0

gm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

1

ρ

+

c0

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21a)

∞∑

m=0

fm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

ik

ρ

− ik

c0

ρ

−

∞∑

n=1

iβ
n
cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21b)

elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ)− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi

ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

∆mgm = (1 + c0)I
(1)

m
+ I

(2)

m

∞∑

n=1

cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ..., (22a)
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olarak yazabiliriz. Burada ξn’ler aşağıdaki denklemin kökleri 
olup,

4 Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu dalga kılavuzu modları

cinsinden

u3(ρ, z) = c0

e
−ikz

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] e
−iβ

n

z

(20a)

olarak yazabiliriz. Burada ξ
n
’ler aşağıdaki denklemin kökleri olup,

J0 (ξnb)Y0(ξna)− J0 (ξna)Y0(ξnb) = 0, n = 1, 2, 3, ... (20b)

β
n
’ler ise dalga kılavuzu modlarına ili̧skin yayılma sabitleridir,

β
n
=

√
k
2 − ξ

2

n
, n = 1, 2, 3, ... (20c)

ve

ξ
0
= 0 =⇒ β

0
= k. (20d)

(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde gelen dalgaya ili̧skin yansıyan

alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte

değerlendirildiğinde:

∞∑

m=0

gm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

1

ρ

+

c0

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21a)

∞∑

m=0

fm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

ik

ρ

− ik

c0

ρ

−

∞∑

n=1

iβ
n
cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21b)

elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ)− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi

ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

∆mgm = (1 + c0)I
(1)

m
+ I

(2)

m

∞∑

n=1

cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ..., (22a)
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βn ’ler ise dalga kılavuzu modlarına ilişkin yayılma sabitleridir,

4 Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu dalga kılavuzu modları

cinsinden

u3(ρ, z) = c0

e
−ikz

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] e
−iβ

n

z

(20a)

olarak yazabiliriz. Burada ξ
n
’ler aşağıdaki denklemin kökleri olup,

J0 (ξnb)Y0(ξna)− J0 (ξna)Y0(ξnb) = 0, n = 1, 2, 3, ... (20b)

β
n
’ler ise dalga kılavuzu modlarına ili̧skin yayılma sabitleridir,

β
n
=

√
k
2 − ξ

2

n
, n = 1, 2, 3, ... (20c)

ve

ξ
0
= 0 =⇒ β

0
= k. (20d)

(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde gelen dalgaya ili̧skin yansıyan

alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte

değerlendirildiğinde:

∞∑

m=0

gm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

1

ρ

+

c0

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21a)

∞∑

m=0

fm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

ik

ρ

− ik

c0

ρ

−

∞∑

n=1

iβ
n
cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21b)

elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ)− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi

ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

∆mgm = (1 + c0)I
(1)

m
+ I

(2)

m

∞∑

n=1

cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ..., (22a)
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ve

4 Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu dalga kılavuzu modları

cinsinden

u3(ρ, z) = c0

e
−ikz

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] e
−iβ

n

z

(20a)

olarak yazabiliriz. Burada ξ
n
’ler aşağıdaki denklemin kökleri olup,

J0 (ξnb)Y0(ξna)− J0 (ξna)Y0(ξnb) = 0, n = 1, 2, 3, ... (20b)

β
n
’ler ise dalga kılavuzu modlarına ili̧skin yayılma sabitleridir,

β
n
=

√
k
2 − ξ

2

n
, n = 1, 2, 3, ... (20c)

ve

ξ
0
= 0 =⇒ β

0
= k. (20d)

(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde gelen dalgaya ili̧skin yansıyan

alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte

değerlendirildiğinde:

∞∑

m=0

gm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

1

ρ

+

c0

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21a)

∞∑

m=0

fm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

ik

ρ

− ik

c0

ρ

−

∞∑

n=1

iβ
n
cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21b)

elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ)− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi

ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

∆mgm = (1 + c0)I
(1)

m
+ I

(2)

m

∞∑

n=1

cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ..., (22a)
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(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde 
gelen dalgaya ilişkin yansıyan alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen 
süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte değerlen-
dirildiğinde:

4 Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu dalga kılavuzu modları

cinsinden

u3(ρ, z) = c0

e
−ikz

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] e
−iβ

n

z

(20a)

olarak yazabiliriz. Burada ξ
n
’ler aşağıdaki denklemin kökleri olup,

J0 (ξnb)Y0(ξna)− J0 (ξna)Y0(ξnb) = 0, n = 1, 2, 3, ... (20b)

β
n
’ler ise dalga kılavuzu modlarına ili̧skin yayılma sabitleridir,

β
n
=

√
k
2 − ξ

2

n
, n = 1, 2, 3, ... (20c)

ve

ξ
0
= 0 =⇒ β

0
= k. (20d)

(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde gelen dalgaya ili̧skin yansıyan

alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte

değerlendirildiğinde:

∞∑

m=0

gm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

1

ρ

+

c0

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21a)

∞∑

m=0

fm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

ik

ρ

− ik

c0

ρ

−

∞∑

n=1

iβ
n
cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21b)

elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ)− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi

ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

∆mgm = (1 + c0)I
(1)

m
+ I

(2)

m

∞∑

n=1

cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ..., (22a)
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elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ) 
− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre 
ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

4 Açılım Katsayılarının Hesabı

ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde tanımlı olan u3(ρ, z) fonksiyonunu dalga kılavuzu modları

cinsinden

u3(ρ, z) = c0

e
−ikz

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] e
−iβ

n

z

(20a)

olarak yazabiliriz. Burada ξ
n
’ler aşağıdaki denklemin kökleri olup,

J0 (ξnb)Y0(ξna)− J0 (ξna)Y0(ξnb) = 0, n = 1, 2, 3, ... (20b)

β
n
’ler ise dalga kılavuzu modlarına ili̧skin yayılma sabitleridir,

β
n
=

√
k
2 − ξ

2

n
, n = 1, 2, 3, ... (20c)

ve

ξ
0
= 0 =⇒ β

0
= k. (20d)

(20a) denkleminin sağ yanındaki ilk terim kılavuz içerisinde gelen dalgaya ili̧skin yansıyan

alan ifadesidir. (6g,h) ile verilen süreklilik denklemleri (8c), (14) ve (20a) ile birlikte

değerlendirildiğinde:

∞∑

m=0

gm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

1

ρ

+

c0

ρ

+

∞∑

n=1

cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21a)

∞∑

m=0

fm [J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)]

=

ik

ρ

− ik

c0

ρ

−

∞∑

n=1

iβ
n
cn [J1 (ξnρ)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξnρ)] (21b)

elde edilir. (21a,b) denklemlerinin her iki yanı [J0(Kpb)Y1(Kpρ)− J1(Kpρ)Y0(Kpb)] ifadesi

ile çarpılıp ilgili denklemler ρ ya göre ρ = a dan ρ = b ye integrali alınırsa

∆mgm = (1 + c0)I
(1)

m
+ I

(2)

m

∞∑

n=1

cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ..., (22a)

9∆mfm = ik(1− c0)I
(1)

m
− I

(2)

m

∞∑

n=1

iβ
n
cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ... (22b)

elde edilir. Burada ∆m (11c,d) ile, I
(1)

m , I
(2)

m ve I
(3)

n ise aşağıdaki gibi tanımlanmı̧stır:

I
(1)

m
=

∫
b

a

[J0(Kmb)Y1(Kmρ)− J1(Kmρ)Y0(Kmb)] dρ, (23a)

I
(2)

m
= Kma [J0(Kma)Y0(Kmb)− J0(Kmb)Y0(Kma)] , (23b)

I
(3)

n
= J1 (ξna)Y0(ξnb)− J0 (ξnb)Y1(ξna). (23c)

(19) denkleminde α = αm koyar ve (11a) ile birlikte değerlendirirsek:

−
πKmb

2

[fm − iαmgm]∆m

= N
+

(αm)M
+

(αm)b

∞∑

n=0

[fn + iαngn]N
+
(αn)M

+
(αn)

2αn (αm + αn)

I
(4)

n
, m = 0, 1, 2, ... (24a)

I
(4)

n
= JnY1(Knb)− YnJ1(Knb), (24b)

elde ederiz. Burada Jn = J(αn) ve Yn = Y (αn) olarak tanımlanmı̧stır. (22a,b) ve (24a)

denklemleri fm, gm ve cn (m = 0, 1, 2, ...;n = 0, 1, 2, ...) bilinmeyen sabitlerini belirlemeye

yarayan sonsuz lineer cebirsel denklemler sistemini verir. Bu sonsuz denklemler sistemi

açılım serilerinin bir sayıda kesilmesiyle yaklaşık olarak çözülür.

5 Saçılan Alanın Hesabı ve Sayısal Sonuçlar

Bu bölümde ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde dominant moda ili̧skin yansıma katsayısı ve

ρ > b bölgesindeki ı̧sıyan alan hesaplanarak kılavuz boyutları ve empedans gibi parame-

trelerin saçılan alana etkisi grafikler ile gösterilecektir. Öncelikle ρ > b bölgesinde F (ρ, α)

fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü alınarak ı̧sıyan alanı elde edilir. (12c) ifadesinden

u1(ρ, z) =

1

2π

∫

L

P
+
(α)H

(1)

1
[K (α) ρ] e

−iαz
dα

bK (α)H
(1)

0
[K (α) b]

(25)

bulunur. Burada L Im(−k) < Im(α) < Im(k) şeridinde uzanan ve reel α-eksenine paralel

olan bir doğrudur. H
(1)

p [K (α) ρ] fonksiyonunun kρ → ∞ için asimptotik ifadesi

H
(1)

p
[K (α) ρ] =

√
2

πK(α)ρ

e
i(K(α)ρ−p

π

2

−
π

4
)

(26)

10

elde edilir. Burada 

∆mfm = ik(1− c0)I
(1)

m
− I

(2)

m

∞∑

n=1

iβ
n
cn

α
2

m
− β

2

n

I
(3)

n
, m = 0, 1, 2, ... (22b)

elde edilir. Burada ∆m (11c,d) ile, I
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−
πKmb

2

[fm − iαmgm]∆m

= N
+

(αm)M
+

(αm)b

∞∑

n=0

[fn + iαngn]N
+
(αn)M

+
(αn)

2αn (αm + αn)

I
(4)

n
, m = 0, 1, 2, ... (24a)
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−
πKmb

2

[fm − iαmgm]∆m

= N
+

(αm)M
+

(αm)b

∞∑

n=0

[fn + iαngn]N
+
(αn)M

+
(αn)

2αn (αm + αn)

I
(4)

n
, m = 0, 1, 2, ... (24a)

I
(4)

n
= JnY1(Knb)− YnJ1(Knb), (24b)

elde ederiz. Burada Jn = J(αn) ve Yn = Y (αn) olarak tanımlanmı̧stır. (22a,b) ve (24a)

denklemleri fm, gm ve cn (m = 0, 1, 2, ...;n = 0, 1, 2, ...) bilinmeyen sabitlerini belirlemeye

yarayan sonsuz lineer cebirsel denklemler sistemini verir. Bu sonsuz denklemler sistemi

açılım serilerinin bir sayıda kesilmesiyle yaklaşık olarak çözülür.
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elde ederiz. Burada Jn = J (αn) ve Yn = Y (αn) olarak tanımlan-
mıştır. (22a,b) ve (24a) denklemleri fm, gm ve cn (m = 0, 1, 2, ...; n 
= 0, 1, 2, ...) bilinmeyen sabitlerini belirlemeye yarayan sonsuz 
lineer cebirsel denklemler sistemini verir. Bu sonsuz denklem-
ler sistemi açılım serilerinin bir sayıda kesilmesiyle yaklaşık 
olarak çözülür.
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olan bir doğrudur. H
(1)

p [K (α) ρ] fonksiyonunun kρ → ∞ için asimptotik ifadesi

H
(1)

p
[K (α) ρ] =

√
2

πK(α)ρ

e
i(K(α)ρ−p

π

2

−
π

4
)

(26)

10kullanılarak (25) denklemi yeniden düzenlenir ve integral endik 
iniş çizgisi yöntemi ile hesaplanırsa
kullanılarak (25) denklemi yeniden düzenlenir ve integral endik ini̧s çizgisi yöntemi ile

hesaplanırsa

u1(r, θ) = H(θ)

e
ikr

kr

, kr ≫ 1 (27)

H(θ) = −
1

πb sin θ

P
+
(−k cos θ)

H
(1)

0
[kb sin θ]

(28)

elde edilir. Burada r ve θ küresel koordinatları göstermektedir.

Son olarak (20a) ile verilen u3(ρ, z) fonksiyonu, ρ ∈ (a, b), z < 0 bölgesinde saçılan

alan ifadesini göstermektedir. Bu ifadenin ilk terimi kılavuz içerisinde yayılan dominant

TEM moduna ili̧skin yansıyan alan terimidir ve c0 katsayısı yansıyan alanın genliğini

göstermektedir.

Aşağıdaki gafikler eşeksenli dalga kılavuzunun iç ve dı̧s iletkenin yarıçapları ve iç

iletkenin dı̧sa uzayan parçasının yüzey empedans değerinin yansıyan ve rasyasyon alanına

etkilerini göstermetedir.

Şekil-2’de yansıyan alanın genliğinin, |c0| , dalga sayısı ile deği̧sim grafiği, b = 1.4 ve

η = 0.8i sabit alınıp a’nın üç farklı değeri için verilmi̧stir. Grafikten görüldüğü gibi belli

bir frekanstan önce gelen dalganın tamamı geriye yansırken (|c0| = 1), kesim frekansını

aştıktan sonra yansıma katsayısı hızla azalmaya başlamaktadır. a’nın değeri arttıkça

kesim frekans değerinin de arttığı görülmektedir.

Şekil-3’te yansıyan alanın genliğinin, |c0| , dalga sayısı ile deği̧sim grafiği a = 0.7 ve

η = 0.8i sabit alınıp b’nin üç farklı değeri için verilmi̧stir. Grafikten görüldüğü gibi belli

bir frekanstan önce gelen dalganın tamamı geriye yansırken (|c0| = 1), kesim frekansını

aştıktan sonra yansıma katsayısı hızla azalmaya başlamaktadır. b’nin değeri ile kesim

frekansının değerinin ters orantılı olduğu görülmektedir.

Şekil-4’te ise üç farklı η (yüzey empedansı) değeri için yansıyan alanın genliğinin,

|c0| , dalga sayısı ile deği̧sim grafiği verilmi̧stir. Hesaplamalarda b = 1.7 ve a = 0.7 sabit

alınmı̧stır. Grafikten görüldüğü gibi belli bir frekanstan önce gelen dalganın tamamı geriye

yansırken (|c0| = 1), kesim frekansını aştıktan sonra yansıma katsayısı hızla azalmaya

başlamaktadır. η’nın değeri arttıkça kesim frekans değerinin de arttığı görülmektedir.

Şekil-5’te ı̧sıyan alanın (28) denklemi ile elde edilen asimptotik ifadesinin, 20 log |H(θ)|,

gözlem açısıyla deği̧simi üç farklı a (iç yarıçap) değeri için görülmektedir. Hesaplamalarda

b = 1.4 , k = 2.0 ve η = 1.0i sabit alınmı̧stır. a’nın değeri arttıkça ı̧sıyan alanın genlik

değerinin tüm gözlem açılarında azaldığı görülmüştür.

Şekil-6’da ise üç farklı b (dı̧s yarıçap) değeri için ı̧sıyan alan genliğinin, 20 log ||H(θ)||,

gözlem açısıyla deği̧sim grafiği görülmektedir. Hesaplamalarda a = 0.7 , k = 2.0 ve

η = 1.0i sabit alınmı̧stır. b’nin değeri arttıkça ı̧sıyan alanın değerinin gözlem açısı θ ∈

(0
◦ − 60

◦
) bölgesinde artarken θ ∈ (60

◦ − 180
◦
) aralığında azaldığı görülmüştür.

Şekil-7’de üç farklı η (yüzey empedansı) değeri için ı̧sıyan alan genliğinin, |H(θ)|, gö-

zlem açısıyla deği̧sim grafiği kutupsal koordinat siteminde verilmi̧stir. Hesaplamalarda

a = 0.7 , b = 1.6 ve k = 3.0 sabit alınmı̧stır. η’nın değeri arttıkça ı̧sıyan alanın maksimum
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elde edilir. Burada r ve θ küresel koordinatları göstermektedir.

Son olarak (20a) ile verilen u3(ρ, z) fonksiyonu, ρ ∈ (a, b), z < 
0 bölgesinde saçılan alan ifadesini göstermektedir. Bu ifadenin 
ilk terimi kılavuz içerisinde yayılan dominant TEM moduna 
ilişkin yansıyan alan terimidir ve c0 katsayısı yansıyan alanın 
genliğini göstermektedir.

Aşağıdaki gafikler eşeksenli dalga kılavuzunun iç ve dış ilet-
kenin yarıçapları ve iç iletkenin dışa uzayan parçasının yüzey 
empedans değerinin yansıyan ve rasyasyon alanına etkilerini 
göstermetedir.

Şekil-2’de yansıyan alanın genliğinin, |c0| , dalga sayısı ile deği-
şim grafiği, b = 1.4 ve η = 0.8i sabit alınıp a’nın üç farklı değeri 
için verilmiştir. Grafikten görüldüğü gibi belli bir frekanstan 
önce gelen dalganın tamamı geriye yansırken (|c0| = 1), kesim 
frekansını aştıktan sonra yansıma katsayısı hızla azalmaya baş-
lamaktadır. a’nın değeri arttıkça kesim frekans değerinin de 
arttığı görülmektedir.

Şekil-3’te yansıyan alanın genliğinin, |c0| , dalga sayısı ile deği-
şim grafiği a = 0.7 ve η = 0.8i sabit alınıp b’nin üç farklı değeri 
için verilmiştir. Grafikten görüldüğü gibi belli bir frekanstan 
önce gelen dalganın tamamı geriye yansırken (|c0| = 1), kesim 
frekansını aştıktan sonra yansıma katsayısı hızla azalmaya baş-
lamaktadır. b’nin değeri ile kesim frekansının değerinin ters 
orantılı olduğu görülmektedir.



49

Tayyar İ. H., Büyükaksoy A., İç Silindiri Eksenel Doğrultuda Sonsuza Uzayan Dış İletkeni ise Yarı Sonsuz Eşeksenli Dairesel Dalga 
Kılavuzundan TEM Modunun Işıması, EMO Bilimsel Dergi, Cilt 1, Sayı 1, Syf 45-50, Haziran 2011

Şekil-4’te ise üç farklı η (yüzey empedansı) değeri için yansı-
yan alanın genliğinin, |c0| , dalga sayısı ile değişim grafiği ve-
rilmiştir. Hesaplamalarda b = 1.7 ve a = 0.7 sabit alınmıştır. 
Grafikten görüldüğü gibi belli bir frekanstan önce gelen dalga-
nın tamamı geriye yansırken (|c0| = 1), kesim frekansını aştıktan 
sonra yansıma katsayısı hızla azalmaya başlamaktadır. η’nın 
değeri arttıkça kesim frekans değerinin de arttığı görülmektedir.

Şekil-5’te ışıyan alanın (28) denklemi ile elde edilen asimpto-
tik ifadesinin, 20 log |H (θ)|, gözlem açısıyla değişimi üç farklı 
a (iç yarıçap) değeri için görülmektedir. Hesaplamalarda b =  
1.4 , k = 2.0 ve η = 1.0i sabit alınmıştır. a’nın değeri arttıkça 
ışıyan alanın genlik değerinin tüm gözlem açılarında azaldığı 
görülmüştür.

Şekil-6’da ise üç farklı b (dış yarıçap) değeri için ışıyan alan 
genliğinin, 20 log ||H (θ)||, gözlem açısıyla değişim grafiği gö-
rülmektedir. Hesaplamalarda a = 0.7 , k = 2.0 ve η = 1.0i sabit 
alınmıştır. b’nin değeri arttıkça ışıyan alanın değerinin gözlem 
açısı θ ∈ (0◦ − 60◦) bölgesinde artarken θ ∈ (60◦ − 180◦) aralı-
ğında azaldığı görülmüştür.

Şekil-7’de üç farklı η (yüzey empedansı) değeri için ışıyan alan 
genliğinin, |H (θ)|, gözlem açısıyla değişim grafiği kutupsal ko-
ordinat siteminde verilmiştir. Hesaplamalarda a = 0.7 , b = 1.6 
ve k = 3.0 sabit alınmıştır. η’nın değeri arttıkça ışıyan alanın 
maksimum olduğu açı değeri artarken genliğinin değerinin ise 
azaldığı gözlenmiştir.

Şekil-2. İç iletkenin yarıçapının (a), yansıma katsayısı |c0|’a etkisi

Şekil-3. Dış iletkenin yarıçapının (b), yansıma katsayısı |c0|’a etkisi

Şekil-4. Empedansın (η), yansıma katsayısı |c0|’a etkisi

Şekil-5. İç iletkenin yarıçapının (a), Radyasyon alanına etkisi

Şekil 6. Dış iletkenin yarıçapının (b), Radyasyon alanına etkisi
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Şekil 7. Empedansın (η), Radyasyon alana etkisi.
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