E-KITAP

ANILARINA SAYGI SERiSI

|

ELEKTROMAGNETIK ALAN TEORISi

Statik Elektrik Alani

Prof. Ahmet AKHUNLAR

ITU Elektrik Fakiltesi - Emekli Ogretim Uyesi

Tipki Basim
Basim : ITU Elektrik Fakltesi
Istanbul, 1965

§ TMMOB

== Elektrik Miihendisleri Odasi







ﬂ@e/,x W
£k

' ,_..--""_/
/ : / ,
< Huseym fESIC
{STANBUL ngﬁli' ONIVERSITES! ,ﬁﬁ;\\k@ﬂ kaaflt?IC

#8K) b
KOTOPHANESI N /‘"‘*-\_‘3’1\\
Y -

SAYI : 615 ([ =/ & \Lx
H=r 4 \ "}

X
e
RA

e

ELEKTROMAGNETIK ALAN
TEORIS]

|
Statik Elektrik Alam

Yazan:

Prof. Ahmet Akhunlar

. T. U. Elektrik Fakiiltesi

Matbaa Teknisyenleri Basimevi
Divanyolu, Bigkiyurdu sokak 12

1STANBUL — 1865 ‘







ANIYA SAYGI SERISI

=

Ahmet AKHUNLAR

1916 tarihinde izmir’ de dogmustur. 1936’ da Yiiksek Miihendis
Mektebine girmis, 1937 yilinda Maarif Vekaleti hesabina
Almanya’ ya gonderilmistir. 1943 ‘ de Dresden Yiiksek Mihendis
Mektebi Kuvvetli Akim Kolundan mezun olmustur. Ayni okulda
bir siire asistanlik yapan Akhunlar, 1945 yilinda yurda donerek
ITU Elektrik Fakiltesi Teorik Elektrik Kiirsiisiine asistan
olmustur. 1949’ da yeterlik tezini vermis, 1952" de ise Dogent
dnvanini kazanmis ve Elektroteknik Kiirsiisine Docent olarak
atanmistir.

1958 vyilinda Profesorlige yikseltilerek Elektroteknik ve
Elektrik Olcmesi Kirsiisiindeki acik kadroya atanan Akhunlar
Teknik Universiteye bagli Teknik Okulda, Elektrik, Makina ve
Maden Fakiltelerinde cesitli dersler vermis, muhtelif
zamanlarda arastirma ve inceleme araciyla yurt disina gitmistir.
Yabanci dilde ve Tirkce yazilmis 10" un Ustiinde makalesi, 20" in
Uzerinde tercime ve 6zet yazisi, ikisi tercime 10’ un Ustinde,
kitabi olan Prof.Akhunlar 1962-1964 yillari arasinda Fakiiltede
Dekanlik gorevini yapmis, 1984 yilinda yas haddinden emekliye
ayrilmistir.

Bekar olan Prof. Ahmet Akhunlar 1991 yilinda vefat etmistir.

e _







ONSOZ

Bu kitap . T. U. Elektrik Fakiiltesinde okutulan <Elektroteknik»
dersinin alan teorisi béliimiiniin programim esas tutarak hazirlanmigtir.
Kitabin ilk énce yaymnlanan statik elektrik alam béliimiinde sinir degeri
problemlerinin ¢6ziim metodlarina genis bir yer aynlmis bulunmaktadir.
Her bahiste konularin daha iyi anlagilmasinmi saglamak maksadiyle or-
nekler verilmigtir. Kitapta rasyonalize MKSC—birim sistemi kullamlmig-
tir.

Kitabin bundan sonra yaymlanmasina gahgilacak olan bdlimleri
stasyoner elektrik alam, stasyoner magnetik alan ve zamanla degigen
alanlar konulanim ihtiva edecektir.

Kitabin, 6grencilere ve aragtinci elemanlaia faydah olmasim diler
ve bundan sonra yapilacak baskilarin daha mitkkemmel hale gelmesi
icin yapilacak ikazlara simdiden tesekkiir ederim.
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A. STATIK ELEKTRIK ALANI

I. TEMEL DENKLEMLER
1. Statik alamin konservatif Szelligi ve potansiyel.

Elektrik alani, alan siddeti (E) ve deplasman (B) vektorleri yardimiy-
le belirtilir. Statik alanin kayna@ statik yik dagihsidir. Alan igine so-
kulan, boyut ve degerce alam bozmayacak kadar kiigiik oldugu farzedi-
len g yiikiine

| s Bl (1
kuvveti tesir eder. Alan siddeti vektérii yon ve degerce pozitif birim
yike tesir eden kuvvete idantiktir. Alan giddetinin MKSC—birimi V/m
dir.

lzotrop, yani &zellikleri her yonde ayni olan, bir ortamda deplas-
manla alan giddeti arasinda

D=¢E (2)

bagintist vardir. Deplasmanmin MKSC—birimi C/m?* dir. e, ortamin
mutlak dielektrik sabitini gdsterir ve birimi F/m’ dir. Her hangi bir or-
tam igin & = g¢, yazihr. g, boglugun dielektrik sabitin gosterir ve rasyona-
lize sistemde g=10"%/36n F/m dir. ¢, izafi dielektrik sabitini gosterir
ve birimsiz bir sayidir.

Statik alan icinde her hangi bir kapali egri igin
f'g'.&} =0 (3)

olur, sek. 1. Enerjinin korunmas: prensibinin bir so-
nucu olan bu baginti stajik alamin konservatif ol-
dugunu belirtir. Stokes integral teoremi yardimiyle :
bu ifade Sek. 1

rot E=0 (4)

diferansiyel sekline sokulabilir. Statik alanin rotasyoneli sifirdir.



Statik alamin konservatif 6zelligine dayanarak
5= grad o (3)

yazmak ve bdylece alan vektoriinii bir ¢ $kaler fonksiyonundan tiiret-
mek kabil olur. ¢ ye potansiyel fonksiyonu ad verilir. Ifadedeki nega-
tif isareti alan vektoriiniin potansiyelin azaldign yonde bulundugu belir-
tir. Potansiyelin MKSC—birimi V dur.

Gradyamn o&zelligine dayanarak (3) yardimiyle

—

B de . (6)

yazilabilir. £ vektor fonksiyonu bilindigi vakit bu diferansiyel denkle-
mi integre ederek potansiyel fonksiyonu bulunur. Integrasyon sabiti po-
tansiyel icin secilecek sifir noktas: (referans noktasi) yardimiyle tayin
edilir. Sifir noktasi R ile gésterilirse her hangi bir P noktasimin potan-
siyeli 5

cp,,=—f?:.c?s )
R

integrali ile hesaplamr. R—co segilirse mutlak potansiyel elde edilir.

Elektrik alaninda @ ve b gibi her hangi iki nokta arasindaki gerilim
b

UabZ. E.ds (8)

egrisel integrali yardimiyle bulunur, sek. 2. Gerilimin MKSC—birimi de
potansiyel gibi V* dur. Statik alanda

——

E
s, b

Uah = 90— % (9)
olacagindan gerilim, egrisel integra-
li hesaplamak i¢in segilen yola bag-
i degildir. Ancak gerilimin igareti

integrasyon yoéniine baghdr.

Potansiyel skaler bir biiyiklik
oldugundan alan hesaplan igin ok &
elveriglidir. Zira potansiyelle yapi- Sek. 2
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lan biitiin islemler cebrik karakterde olacag: gibi ii¢ vekior bileseni ye-
rine bir tek biiyiikliikle hesap yapilir. Potansiyel fonksiyonu bulunduk-
tan sonra alan vektéri bir tirev islemi ile elde edilir.

2. Espotanisyel yiizeyler ve alan ¢izgileri.

Elektrik alam iginde gp=sab. yiizeylerine espotanisyel yiizey ve bu
yiizeylerin bir simetri diizlemindeki izlerine espotansiyel ¢izgi denilir.

Espotansiyel yiizey iizerinde alinan ds uzunluk elemani iginE . ds=0 ola-
cagindan alan vektdrii bu yiizeylere ortogonal olur. Denge noktas: de-

nilen E=O0 noktalarinda bu &zellik ortadan kalkar. Alan vektorii gibi
alan gizgileri de egpotansiyel yiizeylere ortogonal olurlar.

_ Vektor alanlarnimi gostermek igin faydalanilan alan gizgileri (kuvvet
gizgileri) her noktada alan vektoriiniin teget oldugu egrilerdir. Cizgile-
rin denklemi

E Xds=0 (10)

seklindedir, sek. 3. Buradan her hangi bir (u, v, w) ortogonal koordinat
sisteminde —

hoda __ hydv _ h.dw

g S gatee g (1) Z

diferansiyel denklemleri elde edilir.
(hy by, h.), metrik katsayilan gdoster-
mektedir. Sek. 3

Statik alanda alan gizgileri kapah olamaz. Zira kapah bir alan giz-
gisi icin egrisel integralin sifir olamiyacag: kolayca goriilebilir.

Alan iginde kapah bir egriye dayanan alan gizgileri bir alan tibii
meydana hetirirlar.

3. Deplasman akisi ve Gauss teoremi.
Deplasman vektériiniin akis

di= / D.dF (12)

-

F
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yuzey integrali yardimiyle hesaplanir. Deplasman akisinin MKSC—bi-
rimi C dur, yani yiikk birimine egitiir.

Statik alanda elektrik yiiklerini gevreleyen bir kapali yiizey igin

7)' D.dF=Q (13)
F

bagintis1 cari olur. Gauss teoreminin integral sekli olan bu bagmnt, ka-
pal yiizey boyunca hesaplanan akinin yiizey iginde kalan yiiklerin ceb-
rik toplamina (Q) esit oldugunu ifade eder. Yiizey igin pozitif normal
yonii digant dogrudur, sek. 4. Homogen ortamda e=sab. olacagindan
teorem

/5 E.dF = ? (14)

F
seklinde yazlabir. Yiizey icindeki yik dagilist her hangi bir gekilde
olabilir (noktasal, hacimsel, yiizeysel, ¢izgisel).
- Siirekli hacimsel yiik dagilisinda yikk yogun-
dF n lugunu p (C/m?) ile gdstererek V hacmindeki

Q yik icin

V Q= [pdV
F v

yazilabileceginden diverjans teoremi yardimiy-

Sek. 4 le

div B:p\_ (15)

diferansiyel denklemi elde edilir. =0 olan noktalar icin.bu denklem
div 520 seklini alacaktir.

Gauss teoremi simetrik tertiplerin alanim hesaplamak icin elverig-
lidir.

4. Potansiyel denklemi.
Izotrop bir dielektrik iginde (15) denklemi



eAgp+grade.grad g = —p
seklinde yazlabilir. Homogen ortam igin bu denklem

ao=—* ' (16)

sekline girer ve Poisson denklemi adimi alir. p = 0 olan noktalar igin
Poisson denklemi
Ap=0 17)
geklini alir. Bu denkleme de Laplace denklemi denilir. Laplace denkle-
minin ¢6ziimlerine harmonik fonksiyon adi verilir. Statik alamin esas
problemi, sinir gartlarina uyan harmonik fonksiyonu yani potansiyel
fonksiyonunu aragtirmaktir. Potansiyel denklemi lineer oldugundan
1y Pgs - - gibi ¢oziimlerin birlestirilmesiyle elde edilen
p=ci;1+ P+ ... (18)
fonksiyonu da harmonik bir fonksiyon olur (¢ =sab.)

5. Statik alanda sinir sartlar.

(3) bagmmtisim sek. 5 d: goriilen ve iki dielektrigi ayiran simir yii-
seyine normal olan dikdortgene tatbik ederek di — 0 igin E’ds—E'\ds=0
ve buradan

Eg':Et' (19)
bulunur. Alan siddetinin tegetsel bilesenleri simir yiizeyinde siireklidir.

Gauss teoremini sek. 6 da gériilen ve simr yiizeyine normal olan
silindire tatbik ederek dh — 0 igin D', dF — D,” dF = 0 ve buradan

D.,=D", (20)
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bulunur. Deplasmanin normal bilegeni sinir yiizeyinde siireklidir. Sayet
sir yilizeyinde yogunlugu ¢ olan bir yiizey dagiliginin bulundugu far-
zedilirse normal bilegenler igin simir sarh

D'n_D'n:a' (21)
sekline girer.

Yukandaki simr sartlani yardimiyle alan cizgilerinin kinlma kanu-
nunu gosteren

- (22)

Sek. 6

Swur sartlari potansiyel cinsinden ifade edilirse

o'=09 ; (23)
- ’ a ¢' S el a_‘p'_ ALl
£ n =g ot (¢ =0) (24)

bulunur. Potansiyel siir yiizeyinde siireklidir.



1. YOK DAGILISI YARDIMIYLE
STATIK ALANIN HESABI

6. Potansiyel ve alan integralleri.
Noktasal yiikiin alan siddeti

-

. P
E s gnerd ™ (25)

dir, sek. 8. E i Z-.-:E,dr oldugundan potansiyel igin

o,
?=dxer +&

bulunur. Sifir noktasim sonsuzda segerek

= 9
?= drer (26)

elde edilir. Buna Coulomb veya Newton potansiyeli de denilir. Nokta-
sal yiikk, boyutlar: alamn hesaplandig: noktaya olan uzakhk yaninda
cok kiigiik kalan yilk anlamindadir. Egpotansiyel yiizeyler ortak merkez-
li r = sab, kiireleridir.

Noktasal yiik sisteminin potansiyeli
- = = qi
U= y T z 8 27)

cebrik toplami yardimiyle bulunur.

Yiik dagihsi siirekli oldugu takdirde

Sek. 8 dV hacim elemamindaki dQ =pdV yi-

kiine noktasal yiikk géziiyle bakilabilece-

ginden bu elemamin P (x,4,2) noktasinda meydana getirecegi potansiyel
icin

q.



5= pdV

= 4mer

yazilabilir. Bunu V hacmi {izerinden integre ederek

o(x,y, 2z)= 4'}'_..5 fw (28)
: 1’4

seklindeki potansiyel integrali bulunur. Bu ifadede (&, 1, £), “integrasyon
bélgesinin koordinatlarim gésterir, sek. 9. dV ve r

/??xf 9y Z,IJ

Sek. 9

dV=dtdnd; , r=VG—8+ QG-+ E—1p
dir.

Yogunluk fonksiyonlan ¢ (C/m?) ve % (C/m) olan yiizeysel ve gizgi-
sel dagihslar icin benzer yoldan giderek

Sk U L
2= Fne _, ATEE, (29)
F
s | Ads
ki 32 o
1%

integralleri elde edilir.
Hacimsel yiik dagihginda p dV elemam P noktasinda

pdV —+

d =ﬁ-§r

alamimi meydana getireceginden integre ederek



—E'(x,y.z)= 41].;5_ f "L(Ejn—;sglili_; (1)
v

seklindeki alan integrali elde edilir. Yiizeysel ve gizgisel daghslar igin
de benzer integraller bulunur.

Yiik dagihgi bilindigi takdirde yukandaki bagntilardan faydalana-
rak alam hesaplamak kabil olur. Vektorel karakterdc olan alan integ-
rallerinin hesabi potansiyel integrallerinden zordur.

Uniform yiiklii sonsuz uzun cizgisel kaynagin alam

L AN o
 Omep (32)
dir. E ‘ d_;=Ep dp oldugundan potansiyel icin

8

2ne

= — Inp+ k

bulunur. Potansiyel igin sifir noktas: sonsuzda segilemez. p= 1 igin
=0 segerek

by
¢p=— 5_—1Inp (33)

yazilabilir. Cizgisel kaynagin potansiyeline logaritmik potansiyel adi
verilir. Espotansiyel yiizeyler ortak eksenli p=sab. silindirleridir. Alan
z—eksenik boyunca degismediginden iki boyutludur.

Hacimsel yiik dagilisi iki boyutlu ise yani yik yogunlugu meseld
2— koordinatina bagh degilse bu takdirde her hangi bir z=sab. diizle-
mindeki dF yiizey elemanina, yogunlugu d)=p dF olan bir cizgisel kay-
nak goziiyle bakilabileceginden logaritmik potansiyel igin

'
‘P(X;y’):" 2‘;:_5_[p(£: )lﬂ-rdF (34)
F
integrali elde edilir (r=V(x—£7+(y —n)?).
Iki boyutlu yiizeylel dagihsta ise z = sab. diizlemindeki C kapah

egrisi tistinde alinan ds uzunluk elemanina yogunlugu, dlh=c ds olan
cizgisel kaynak goziyle bakilabileceginden
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1 ‘ﬁ
<P(4-9)='—"2—n";f c(E,m) In r ds (35)
C
bulunut.
Ornekler :
1— lki noktasal yiikiin alam incelenecektir, sek. 10.
£ P(F,2)

Sek. 10

Alan z— eksenine gore eksenel simetriktir. Her hangi bir merid-
yen diizlemindeki potansiyel
1 (?_1 = 93_)
4me 1 ra

dir. Sek. 11 de 9,= — 49, igin egpotansiyel gizgiler goriilmektedir.

¢==

P noktasinda £=0 oldugundan
bu nokta bir denge noktasidir. Bu
noktanin kararsiz bir denge nokta-
s1 oldugu kolayca gériilebilir. Zira
P noktasina getirilin yiike bir kuv-
vel tesir etmezse de yiik bir az bu |
noktadan aynlirsa uzaklastirict kuv-
vetlerin tesiri altinda kalir. Denge Sek. 11
noktasinda espotansiyel yiizey kengi kendini kestigi gibi bu noktada
alan cizgileri egpotansiyel yiizeye normal degildir.

Sifir potansiyelindeki noktalar bir kiire yiizeyi lizerinde bulunurlar
Genel olarak sifir potansiyelindeki espotansiyel yiizeyin denklemi



1

r AL ;- A k
Ty L'}

seklindedir. £<0 igin denklemin geometrik anlami yoktur ve sonsuzda-
ki noktalar hari¢ bu cesit noktalar mevcut degildir. Esit ve zit igaretli
iki yiik igin k=1 olur ve sifir potansiyelindeki yiizey z=0 simetri diiz-
lemine intibak eder. Zira bu dizlemin her noktasinda r,—r, dir. k>0
icin sifir potansiyelindeki noktalar, geometrideki Apollonius teoremine
gore, kiigiik yiikii gevreleyen bir kiire iizerinde bulunurlar. Sek. 11 de
k=1/4 dir. Kiirenin yaricap1 R ile, M merkezinin yiiklerden uzakliklan
d ve b ile gc‘iste(ilirse sek. 12 de gorillen A ve B noktalan igin yazlan

R—b __ R+b
d—R — d¥R

denklemleri yardimiyle R>=bd ve k*=b/d bulunur, d=2a+b oldugunu
gozoniine alarak kiirenin yarigapt ve & uzakh igin

=2

k K
R.:?a "1—:!2-2-‘— ) b=2a --iTkT_
elde edilir.
G0

% A 929 \5

s, \\y?

Sek. 12

Potansiyel ifadesinde r;=V’+(z+a)’, r, =\ p*+(z—a)’ koyarak
P noktasindaki alan bilegenleri icin

SR e 1N 92
EP = ap e 4“5 (?'13 + [33) ¥

E=-%=_1 [r3<z+a) +2 (z-a)]
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bulunur. Alan gizgilerinin diferansiyel denklemi

qld(z:-a) + q;d(z-—a)_o

rye P
seklinde olacagindan integre ederek

z+a z—a

T r + ¢ s =it

veya
Gy COS g —+ @3 COS Gy — ¢

bulunur. ¢'ye muhtelif degerler vererek alan gizgileri cizilir.

Alan ¢izgilerinin denklemini Gauss teoreminden faydalanarak da
bulmak kabildir. Sek. 10 da P noktasindan gecen alan ¢izgisi goriilmek
tedir. Simetriden dolay1 bu ¢izgiyi z—ekseni etrafinda dondiirerek elde
edilecek olan yiizeyden-hig bir alan ¢izgisi gegmez. Bu yiizey bir alan
tibiidiir. Gauss teoremi iginde yiikler bulunmayan bir alan tiibiine tat-
bik edilirse tiib boyunca =—sab. olacag goriilir. Boylece sek. 10 da
p yarigaph dairesel kesitden gecgen deplasmanakisi sabit kalacaktir, Di-
ger taraftan ¢ yiikiiniin bir F° yizeyinden gecen akisi y=g¢ Q/4n seklin-
de bulunabileceginden (2=¢ yiikiinden yiizeyi géren uzay agi), sek. 10
daki kesitden gecen aki igin

(qlﬂl-l—q,n,)-— 2 g1(1—cos a;)+ qlgl—cosa,)-—sab

yazilabilir. Bu ifadedeki sabitleri bir tarafa toplayarak alan gizgilerinin
denklemi elde edilir. Genel olarak hepsi ayni dogru iistiinde bulunan
n noktasal yiik igin alan ¢izgilerinin denklemi

zqi cos o; =sab.
seklinde olacaktir.

Noktasal yiikiin F yizeyinden gecirdigi akiy1 veren ¢ = 497—: Q ifa-
desini soylece gikarabiliriz. ¢ yiikii F istiindeki dF elemanindan
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=g mdF _ g cos@dF
d=PdF = dn, ¢ 4= r

akisim gegirir. 0, ;:, birim vektérii ile n birim normali arasindaki agi-
dir. Diger taraftan d=cos 0 dF/r?, yiikiin bulundugu noktadan dF ele-
manin1 géren uzay agiyl gosterdiginden

it
dy= an dQ

yazabiliriz. Bunu integre ederek yukaridaki ifade elde edilir. Normalin

girdigi yiize negatif yiiz ve ciktign yiize de pozitif yiiz denilir. r=r u,
vektériiniin yonii ¢ yiikinden dF ye dogrudur. 0<n/2 igin dQ2>0 ve

0>m/2 igin Q<0 olur. r nin yonii degigirse uzay agilarin da igareti
degigir. Yukandaki ifade yardimiyle Gauss teoremi de ¢ikanlabilir. ¢
yiikii kapal yizey icinde ise Q=4r olacagindan y=—q ve diginda ise
0—=0 olacagindan =0 bulunur.

2 — Yogunlugu merkezden olan uzakhkla degisen kiiresel yik da-
gihgimn potansiyel fonksiyonu bulunacaktir, sek. 13.

Sek. 13

Integrasyon bélgesindeki koordinatlar i endisi ile belirtirsek p=p(r:)
olur, Kiireyi, dr; kalinhgindaki tabakalara aywrahm. Yizey ve hacim
elemanlari dF—=q? sin 0;dd, d¢; ve dV=drdF dir. P noktasindaki potan-
siyel igin

1 tdF
4me, fp (rs) drs -' 3 -
0 F

yazilabilir. R?=r?+4-r?—2rr;cos{; nin diferansiyeli alnirsa RdR=rr; sin;

(p:
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bulunacagindan yiizey integral i
s ey
Wy o T
ds semic f o
Ry

sekline girer. Kiire diginda Ry=r—r;, R,=r+r; olacagindan

a
=ik 2 .
Do =i ‘[p (ri)4nridr;
0

bulunur. Integral, kiirenin toplam yiikiinii vereceginden

P = Freor

yazilabilir. Kiire, disanidaki noktalar igin biitiin yiikii merkezinde top-
lanmig gibi davranmaktadir. Kiire icinde r=r; olan noktalar icin integ-
ral simrlani yukandaki gibi ve r=r; olan noktalar icin Ry =r; — r,
Ry=ri+r olacagindan

¢ = *E;!;-*- o (r)ri¥dr;+- ::./ p (ry) ridr;
0 r
bulunur. Uniform dagiby igin p==g,=sab. koyarak
SRR TS T o
b 8me, ( a a’ )
elde edilir (Q = 4ma’yy/3) . 9, yukanda verilmistir.

3— Uniform ve sonsuz uzun yuzeysel silindirik yik dagiliginin po-
" tansiyeli bulunacaktir. Sek. 14.

/ 4 P 1_\0’5:00’&
P

XN ¥
(o} /

Sek. 14

Xy
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Logaritmik potansiyel
2

o= 2:::[ h‘l(l?)ﬂdl!l

0

dir. p<a igin In (1/r)

in(l?) = ln(%) + 2 cos(y— #)+ %(%J'cos?(tb—‘#)-i-

serisine agilabileceginden

=
[ cos n(h —§) db=0 (r=12 ,..:.)

0
oldugunu gbzéniine alarak silindirin igindeki noktalar igin

In a = sab.

il T
bulunur. A=2=ac , silindirin birim uzunlugundaki yiktir.
p>a igin
ln(-l— ) =1n(-—1-)+-f‘—cos b — @)+ —I-(J‘L)’ YR 1O
r P e 2 \p
yazlabileceginden silindirin digindaki noktalar i¢in

A )
P="" e -

elde edilir. Silindir, digandaki noktalar igin eksenine getirilen A yogun-
lugundaki ¢izgisel kaynak gibi davranmaktadur.

Silindirin i¢cinde alan sifirdir ve diginda ise Egp=—— doo/do =Mh2Tp¢
@ olur.

4 — Uniform yikli ve 2c uzunlugundaki gizgisel kaynagmn alani
incelenecektir, sek. 15.

Alan z—eksenine gore eksenel simetriktir. Integrasyon koordina-
tim ¢ ile gostererek P noktasindaki potansiyel igin

c
q):_.}:-—f____iﬁ.—-—-z .__l_. In ij:?iﬁ
41“ VPZ—]-(z_—_-;)z 41‘5 £—C +rz
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P(FyZ)
i
2y
F/d 7s ”r
A £
Hrst s o '\;Tzc‘r)
L P e @ o]
sk e
. §ek. 15
bulunur. r>—r,’=4 cz oldugunu gézdniine almak ve r;+r,—2a koymak
suretiyle % e

o= e
4me a—c

yazilabilir. ¢ = sab. meridyen diizlemindeki egpotansiyel ¢izgilerin denk-

lemi

a-+c =k

=0
dir (In k=4ne¢/)). Espotansiyel c¢izgiler, odaklan dogrunun uglarinda
bulunan ve yan eksenleri

azct—i—} , b=\a®—¢c?
olan ortak odakl elipslerdir. Elipsleri z—ekseni etrafinda déndiirecek
elipsoid big¢imindeki espotansiyel yiizeyler elde edilir. k- igin a=c¢
ve 5=0 olacagindan elipsoidler 2c uzunlugundaki dogruya dejenere
olurlar. Cok uzaklarda (a»c) a=b olacagindan elipsoidler kiirelere yak-
lagirlar. Cok uzaklardaki noktalarin potansiyeli yaklagik olarak
¢~ Q/4nea geklinde olur. Burada Q-=2c)\, dogrunun toplam yiikiini g6s-
termektedir. Bu sinir halinde @ pratik olarak orijinden uzakhg gdosterir.
Cok uzaklardaki potansiyel bir Coulomb potansiyeldir.
P noktasindaki alan bilesenleri

POR . O ngl . it AU bk
Ep = o _41'..59(_ s +_r1 )’
o) et L L P

E‘— az g 411:(.?2 r,)

dir. ¢ igin E,=0 ve E;=»)/2nep olur (sonsuz uzun uniform ¢izgisel
yiikiin alam).

Alan ¢izgilerinin diferansiyel denklemi dr,—dr, dir. Integre ederek
ry—ry—c bulunur. Béylece alan ¢izgilerinin, odaklar dogrunun uglann-
da bulunan ortak odakli hiperboller oldugu anlagilir. :
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Sonsuz uzun gizgisel yikiin potansiyeli yukandaki ifadeden gikan-
lamaz. Zira c—>oo igin g=>oo olur, Bununla beraber bu ifadeye uygun bir
sabit deger ilave ederek ¢ nin limitde simrh kalmasi saglanabilir. Po-
tansiyeller icin referans noktasimn secimi serbest oldugundan her han-
gi bir sabitin potansiyel ifadesine ilavesinde hig bir mahzur yoktur.
Mesela z =0 , p =1 noktasimin negatif potansiyelini ilave ederek

A [, VPEGE et g NTFE = ]
o= n—— Y e

dme| \J(1+c)+e Vot (z—c)t +z—¢
yazabiliriz. Bu ifadede ¢ -»oo igin birinci terim sifir olur ve ikinci te-
rim ise pay ve paydayr binom serisine agarak

=" 2xs e

degerini alr.
5— Uniform yiikli dairesel halkamn alan hesaplanacaktir. Sek. 16.

Sek. 16

Halkanin toplam yiiki Q=2ma) dir. Potansiyel z— eksenine go-
re eksenel simetriktir. Bu sebeple her hangi bir ¢ =sab. diizleminde-
ki alam incelemek kafidir. ¢ =0 diizleminde P noktasindaki potansi-
yel igin

2=
O NSRY ;i
4re f\/r}*ra’-kp’—-?ap cos ¢
0

Elektromagnetik Alan Teorisi F: 2
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yazilabilir. ¢ == — 28 seklinde yeni bir degisken ithal ederek (d¢ =
— 2dB)

el Q
M~ el

bulunur. Burada
- 4 ap
T 22+ (atp)
kisaltmasini ve

G ‘/. V1—K2sin B
0

ise birinci nevi komple eliptik integrali g&stermektir. Eliptik integral,
k modiili yardimiyle, cetvellerden faydalanarak bulunur.

z— ekseni boyunca p =0, k=0 » K(0)==/2 olacagindan

. S
A P Vzi+a?

elde edilir. Bu sonug, direkt integrasyonla kolayca bulunabilir. Eksen
boyunca alan siddeti
R AT
E. = dne (243
olur, z=a/\/2 icin alan siddeti maksimum bir deger alr.

6 — Uniform yiikli ve sonsuz uzun paralel iki cizgisel kaynagin
alam incelenecektir, gek. 17.

Cizgisel kaynaklar P(x, y) noktasinda
1
§=F=iamy (Minri+dhalnr)+k

potansiyelini meydana getirirler. Esit ve =t isaretli yiikler igin
M= -l =) koyarak

)ﬁ rq

p=
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yaulabilir. L sabiti, g¢ok uzaklarda ve x=0 diizlemindeki noktalarin
potansiyelini gosterir. k=0 segerek

Sek. 17

yazlir. Espotansiyel cizgilerin denklemi ryfri=k (Ink=2mep/)) dir. Boy-
lece merkezleri x—ekseni iistiinde bulunan daireler elde edilir. Egpotan-
siyel yiizeyler dairesel silindirlerdir.

P noktasindaki alan bilegenleri icin

D e o | e m— ——

ifadeleri bulunur. Alan cizgilerinin diferansiyel denklemi

dau __ dv
1+a? = 147
seklindedir. u ve v
u= J ) v:-—L
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kisaltmalarini  géstermektedir. Integre ederek arctg u—arctg v=c veya
% —0y =a =c bulunur. a, P noktasindaki agiy: gosterdiginden, ¢
sabitine muhtelif degerler vererek merkezleri y—ekseni {istiinde bulunan
daire yaylan elde edilir.

Simdi alan ¢izgilerinin denklemini Y =sab yardimiyle bulalim.
Sek. 17 de kagit diizlemine dik ve izleri 2a, ry, r, olan ii¢ diizlem dii-
giinelim. X, cizgisel yiikiiniin 2z ve ry diizlemleri arasindan birim uzun-
luk boyunca gegirecegi aki

@y
4’|=ijPﬂ'¢ = 2'0:':“ M
0

dir. A, cizgisel yiikii de 2a ve ry diizlemleri arasindan birim uzunluk
boyunca

Y, = _g:'t_ lﬁ

akisim gegirecektir. Béylece sek. 17 de y yiiksekligindeki dikdortgen-
den birim uzunluk boyunca gegecek olan ak igin

b = 5 (s Dg0)=sab.

yazlabilir. \,=—), =)\ koyarak ve sabitleri bir tarafa toplayarak alan
gizgileri icin yukaridaki denklem elde edilir. Genel olarak hepsi ayni
diizlemde bulunan paralel cizgisel yiklerin alan gizgileri icin

zlm:sab.
i
denklemi elde edilir,

7 — Uniform yiiklii dairesel diskin eksenindeki alan incelenecektir,
sek. 18.

Disk P noktasinda
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potansiyelini meydana gelirir. Cok uzak noktalar igin
Q

®= dmelz|
*
3 %5 |
GRIZE .
oy 2
¢ -}\o F

M L] '5'/2F

L]

Sek. 18

yazlabilir. Q=n=a%, diskin toplam yiikiidiir. Boyleee ¢ok uzaklardaki
potansiyelin Coulomb potansiyeline idantik olacagi anlagihr.

P deki alan giddeti

E'___dcp____cri Ry O
=T dz T 2 \\Ja+22 | z 1

dir. Potansiyel fonksiyonu her iki taraftan diske yaklagiinca oa/2¢ de-
gerini alir. Yani smr yiizeyinde potansiyel siireklidir. Buna kargihk
alan giddeti z>0 igin pozitif ve 2<0 icin negatil degerler aldigindan
(¢>0 igin) pozitifi veya negatif taraftan z—=0 noktasina yaklagildigina
gore E(0+)=0c/2¢ ve E(0—)=—0/2¢c degerlerine yaklagir. Boylece po-
tansiyelin normal bilegeninin diskten gegerken o/e kadar bir atlatma
yaptig1 anlagilir.
E, ifadesinde a—»e= yaparak

-3 4 o
= Tz - &

bulunur. Bu ifadede z>0 igin + isareti ve z<0 igin — isareti alir.
lfade sonsuz diizlemin alanimi verir. E,—sab. oldugundan sonsuz diiz-
Jemin alam iiniformdur. E,= —dg/dz yi integre ederek potansiyel igin



T
e lz| +k&

ifadesi bulunur. Referans noktasi sonsuzda segilemez. z=—0 icin p=0
secerek

= s ]
= g ¥

elde edilir.

Disk icin bulunan potansiyel ifadesinde a—>c yapilirsa g—>< olur.
Sonsuz diizlemin potansiye ini bulmak i¢in z=1 noktasindaki negatif
potansiyeli ildve ederek

= ;s(\/aa—}—zz—\/l+a’+l—- | zi)

bulunur. Bu ifadede a—>o limitine gegilirse

g
elde edilir.

Gerek diskin alan: ve gerekse daha 6nce inceledigimiz silindirik dag-
higin alam bir basit tabaka dagihiginin alamidir. Basit tabakadan gecerken
potansiyel siirekli olmakla beraber normal tiirev o/e kadar bir atlama
yapmaktadir.

Yiizeye pozitif veya negatif taraftan yaklagildign vakit elde edilen
degerleri + ve — endisleri ile isaretliyerek basit tabaka dagihisi icin

o £ LW, B Y
N L
yazilabilir. Bu 6zellik genel olup yiizeyin gekline bagh degildir. Nor-
mal tirevin simir yiizeyinde aldig1 degeri s endisi ile isaretleyerek

3= -= (&) ~()+=

\ 1 - \

yazabiliriz. Sur yiizeyindeki deger pozitif ve negatif taraftan yaklag-
malara tekabiil eden degerlerin aritmetik ortalamasmna egittir.

Iki boyutlu basit tabaka dagihginin logaritmik potansiyeli

e

23“ fcrln'rds
c
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dir. Daha &nce dairesel silindir igin bulunan ifadeleri incelersek potan-
siyelin siirekli oldugunu ve normal tiirevin ise pozitif normal yoniin-
de yiizeyden gegerken o/t kadar atlama yaphgim goriiriiz.

8— Uniform kiiresel tabakamn alan incelenecektir. Sek. 19.
dar

Sek. 19

P deki potansiyel

- dF
q)=-4:“ P_R_
F

dir. Bundan once goriildigi gibi bu ifade

sekline sokulabilir. Q=4ma’c , kiirenin toplam yiikiidir. Kire diginda
Ri=r—a , Ry=r+a oldugundan 9o = Q/4=e r bulunur. Kiirenin di-
gindaki potansiyel merkeze getirilen Q yiikiiniin Coulomb potansiyeline
idantiktir. Kiire i¢inde R, =a—r , Ry=a+r olacagindan @i = Q/4 mea
— sab. bulunur. Sinir yiizeyinde potansiyel siireklidir.

Alan siddetleri igin £, = Q/4 e 2 ve E;=0 bulunur. E, (a)=0/¢
oldugundan normal bilesen kiire yiizeyinde o/¢ kadar bir atlama yapar.

9— Dipoliin alam incelenecektir. Sek. 20.
Esit ve zit isaretli noktasal yiikler P noktasinda

o g $oiag 18
P= 4 (_r' r)
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potansiyelini meydana getireceklerdir.1/r” = INPF=27C cos 0=f(%)
ye § mn fonksiyonu géziiyle bakarak orijin civaninda Taylor serisine
agilirsa

&

Sek. 20
r0=10+1[3 I)J + R L}+...

yazilabilir. Diger taraftan kartezyen koordinatlarda r'=Vx+g? + (z— L)
oldugundan _
9. (AN & E AN =g @ (1
_5t (—r-’n)—_'é"‘z (r?)l[ac; (r')] - ( 1) az- ( r )
=0

dir. Boylece, f(0)=1/r oldugunu da g&zéniine alarak
1 ol -_1 9 1 n(_l)n an 1
Pebesdl) e i 2

r o\ r
elde edilir. Bunu potansiyel ifadesinde yerine koyduktan sonra -0 li-
mitine gegilir ve bu sirada P==4q% carpim siirh kalacak sekilde g yii-
kiinun biiyiidiigii farzedilirse potansiyel igin

-, Pt (.1 ol i nfd
S A 05 \r) 4me 3 |-
elde edilir. Bu ifadede r = \/x? g2 4,2 koyup parsiyel tiirev hesapla-
nirsa

_pcos b
T 4mer?
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bulunur. Sisteme noktasal dipol ve p ye dipol momenti denilir. Dipol

momentine — ¢ den ¢ ye dogru yonelen p=¢ h-(gzh koyarak) vektorii
goziiyle bakarak
1T A e 1
S R P (T— }

yazabiliriz. Burada gradyan, P noktasinin koordinatlarina gére hesaplan-
maktadir. Sayet dipol (&, 0, £) noktasinda bulunuyorsa ve potansiyelin he-
saplandigi noktanin koordinatlari (x,y,2)ise r =y (x—=E)P+(y—n)*+(z—¢ )2
oldugunu gdzoniine alarak grad (1/r) = — gradwu(1/r) almahdir. Grad-
yanlardaki P ve Mendisleri iglemin P noktasimin veya dipoliin koordinat-
larina gore yapilacagim belirtmektedir.

Dipoliin alam z— ekseni (dipol ekseni) ejrafinda silindirik simet-
riktir. Bu sebeple her hangi bir meridyen diizlemindeki alan bilegenleri

E_____Btp__g_cosﬂ A e __psin®
ST T T . =T 88 7 dmar

olur. Espotansiyel gizgilerin denklemi cos 9= kr? dir (k=4=eg). Ciz-
gileri eksen etrafinda dondirerek espotansiyel yiizeyler elde edilir.

Alan cizgilerinin diferansiyel denklemi dr/r =2 ctg 0 oldugundan
integre ederek r==c sin?0 bulunur.

Uniform l_':-'; alam iginde dipole tesir eden bileske kuyvet sifir ol-

makla beraber ¢ ve —¢ yiiklerine lesir eden }? ==q Eo ve —_}E‘ kuvvel
ciftinin meydana getirecegi

M=pXE,
dénme momentinin tesiriyle dipol, ekseni alan ydniine gelecek sekilde
déner.

10 — Cift tabaka dagihginin alam incelenecektir, sek. 21.

Dipollerin bir F yiizeyine, eksenleri pozitif normal ydniiyle intibak
edecek sekilde yayilmasindan bir gift tabaka dagiis: elde edilir. Cift
tabakanin iki yiiziinde, yogunluklarn 7 ve —¢ olan yiizey dagihslan
vardir ve yiizey birimindeki moment =—c#h garpiminin h—>0 ve g0
icin limiti olarak tarif edilir. Momenti <dF olan dF yiizey elemam P
noktasinda
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1 - 1
dg= dme grad (;)dpz_‘!n—e an (F 4rer?

potansiyelini meydana getirir (:: -::T). Gradyan iglemi yiizey iistiindeki
noktanin koordinatlarina gére yapildigindan (dipoliin koordinatlari) po-

tdF 93 1)__ tdF cos 0

Sek. 21

zitif igaret alinmigtir. Bu ifadeyi F yiizeyi iizerinden integre ederek cift
tabaka dagiigimin potansiyeli icin

ogdli /1’ __1 f[zcosfdF
?= "Yme _[T an(r)dF - 411::-:[___ P
F ¥
bulunur. Bu ifadede dQ=dF cos 0/r* koyarak potansiyel igin

1 -
°= g | “0
L9)

yazilabilir. d©, P noktasindan dF elemanini goren uzay aqdir. Sayet
P den yiizeyin pozitif tarafi gériiniiyorsa cos 0>0, d2>0 ve negatif
tarafi gériiniiyorsa cos 0<0, d2<0 dir. Uniform dagilis icin =sab. ola-
cagindan

T

dme

Q= 0
elde edilir. F yiizeyi kapal ise disinda Q.=0 ve icinde 2_—=—4= ola-
cagindan (normal yénii disan dogru) 0.=0, ¢ ——z/¢ ve dolayisiyle

Pr—Q_= -E—

bulunur. Potansiyel siirekli degildir ve cift tabakadan pozitif normal
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yoniinde gecerken t/e kadar bir atlama yapmaktadir. F yiizeyi kapal
degilse bunu bir kapali yiizeye tamamlayarak ve F yiizeyinden gecer-
ken tamamlamak i¢in segilen yiizeydeki dagilisin bir sireksizlik gdster-
miyecegi gozoniine alarak yine ayni sonug elde edilir. T+sab. icin de
ayni siireksizligin meydana gelecegini, yiizey istiinde a yancapi, dagih-
sina iiniform goziiyle bakilabilecek kadar kiigiik olan bir diski g&zéniine
alarak kolayca gorebiliriz. M noktasim gevreleyen disk tstiindeki (iini-
form dagihs: =, ile gosterelim. Bu nokta civarindaki potansiyel diskin
@" potansiyeli ile geri kalan yiizey bélgesindeki dagilisin ¢" potansiyeli-
nin toplamina esit olacaktir. ¢" potansiyeli diskte gegerken bir siireksizlik
gOstermez. Buna kargihk ¢° potansiyeli diskten pozitif yonde gecgerken
to/e kadar bir atlama yapar. Sonug olarak ¢=o¢'+¢" potansiyeli disk-
ten gecerken ayni atlamay: yapar. Limite gecerek a—0 igin M nokta-
sindaki ~© elde edileceginden yine ayni siireksizlik bagmtisi bulunur.

Gauss teoremini yiizeye normal olan silindire tatbik ederek
(E.)+=(E,)_ ve potansiyel sinsinden

(o). =)

bulunur. Zira simir yiizeyindeki toplam yiik sifirdir. Béylece normal tii-
revin siirekli oldugu anlagilir. Potansiyeldeki siireksizlikten dolay: E, te-
getsel bilegeni ve dolayisiyle do/at tegetsel tiirevi siirekli degildir.

Potansiyelin yiizey tstinde aldign degeri ¢, ile gostererek

¢+=¢.+7 y Q_=Q,— 25

yazlabilir.

Ornek olmak iizere iiniform olarak ¢ift tabakalanmg (z=sab.) bir

diskin eksenindeki potansiyeli bulahm, sek. 18. r=\/p?+-z? , cosf=p/z
ve dF—=pdpd¢ koyarak

a 2%

= f f Tz =5 (i~ yars) = 5 (e )

bulunur. sign z, 2<0 i¢in —1 ve z>0 i¢in +1 olan ve siireksiz fonk-
siyonlar gostermek igin faydalamlan fonksiyondur. z=—0 noktasina po-
zitif taraftan (z—>0-) veya negatif taraftan (z—0—) yaklasildigina gé-



28

re 9(0+)=r1/2 ve 9(0—)= - /2% degerleri elde edilir. Potansi-
yel, diskten gecerken t/¢ kadar atlama yapar. Alan siddeti igin

et Sl
YT dz T 2% (@47

bulunur. z—0 igin (her iki taraftan yaklagma igin) E.(d):1/2ea elde

edilir. Boylece normal tiirevin siirekli oldugu gériiliir.

a—>co jcin
T =
¢ =5, signz

elde edilir. Bu ise z=—0 noktasinda /e kadar atlame yapan sabit bir
fonksiyondur,

11— Cizgisel dipoliin alam ve silindirik gift tabaka dagihgimin po-
tansiyeli incelenecektir, sek. 22,
Sek. 22 de gériilen A ve —) para-
lel gizgisel yiikleri P noktasinda
A P

tp:?'na {n o

potansiyelini meydana getirirler.
In(1/6")=f(%) yi E=0 civarinda Tay-
lor serisine aghktan sonra E=0 limitine

gegilir ve AE—m carpimi simirh kalacak
sekilde ) nin biiyiidiigii farzedilirse

o(xy)= — 2_::_E é% (Inp)

bulunur. p uzakh
p=VE—F T

dir. Tiirev islemi x koordinatina gore yapilirsa denklemin isareti degi-
sir. Birbirine sonsuz kiigiik yakinhkta iki paralel cizgisel kaynaktan
meydana gelen bu sisteme gizgisel dipol ads verilir. Dipoliin birim uzun-

luk i¢in momenti m dir. m ye, —) dan X ya dogru yonelen bir " vek-
tori goziiyle bakilabilir. Parsiyel tiirevi hesaplayarak



_.m _x—E __m cos ¢
q)(l'y)_?'rte TREE p

elde edilir. Espotansiyel cizgilerin denklemi cos ¢ = ko (k= 2neq/m)
seklinde oldugundan merkezleri x— ekseni iistiinde bulunan daireler el-
de edilir. Espotansiyel yiizeyler ise dairesel silindirlerdir. Alan giddeti-
nin bilegenleri

Ep=-—§2— m cos ¢ CEd= d __ msing

%  2mep? T pdp ~  2mep?

dir. Alan gizgilerinin diferansiyel denklemi dp/pd ¢ = c tg ¢ oldugun-
dan integre ederek sin ¢ = cp (c =sab.) bulunur. Bu denklem, merkez-
leri y— ekseni iistiinde bulunan daireleri gésterir.

Cizgisel dipollerin bir C egrisi boyunca, eksenleri pozitif normal
yoniinde olmak iizere dagihgindan elde edilen silindirik (iki boyutlu)
cift tabaka dagihginin logaritmik potansiyeji icin

Sl 4. 3
o= 27”']51 o (In r)ds
C
yazilabilir. Normal tiirev dipoliin bulundugu noktaya tekabiil ettiginden

negatif isaret alinmigtir. Normal tiirev igin

d(nr) _ 1 3 _ _ cos (r,n)
Bn i r an_ r
yazlabileceginden potansiyel ifadesi
_ 1  f =cos(rn)
= 2we f r ds
c
sekline girer.



. I LETKENLER

7. Smmir sartlarn.

lletkenler statik alanda énemli bir rol oynarlar. Statik denge duru-

munda iletkenlerin iginde Z‘;:O , =0 ve @;=sab. dir. [letkenin bii-
tin yiikii dig yiizeyinde bulunur, [letkenin dig yiizeyi bir espotansiyel
yuzeydir. Dielektrik tarafindaki simir sartlan

E =0 , Di=sE.=v (36)

? £ veya potansiyel cinsinden
/ & 3
iy % a=ah o gz_sa:;l (37)

Sek' 23 seklindedir, gek. 23. lletkenin yiikii

Q=‘/5r:dF:—z]’g%dF (38)
F F
dir.

Izole ve nétr bir iletken statik alan icine sokulunca tesirle elektrik-
lenerek yiizeyinde, igindeki alan sifir olacak sekilde, bir yik dagilist
meydana gelir. (indiiklenir). o + 0 olmasina rahmen iletkenin toplam yii-
kii sifirdir. Sabit potansiyelde olan iletkenin yiizeyinde pozitif yiikler
bir tarafa ve negatif yiikler biir tarafa kaymigtir. Yiikleri birbirinden
ayiran notr cizgi boyunca p =0 dur.

lgi oyuk olan bir iletkenin tipki dolu bir iletken gibi davranacagi-
m potansiyelin gu &zelliginden faydalanarak kolayca gérebiliriz. Uzay-
da yiiklerin bulunmadigi bir bélgede potansiyel maksimum veya mini-
mum bir deger alamaz. Her hangi bir P noktasim kugatan r yangaph
bir kiire diigiinelim. Potansiyelin bu kiire iizerinden hesaplanan ortalama

degeri
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™ 2%
1

o=—grr ;5 o dF =— ff o sin0 d0 dg
F 00

olacaktir. r ye gore tirev alimrsa

= 2=

dy: - 1 "0 . =R )

>t f/ 22 sin 0d0d ¢ =g p 57 dF
00 F

bulunur. Kiire igindeki yiik Q ile gésterilirse Gauss teoremine goére yi-
zey integrali —Q ye esit olur. Q=0 icin do/dr = 0 yani ¢ = sab.
elde edilir. Boylece ortalama degerin P noktasindaki degere esit olaca-
# ve sonug olarak bu noktada ekstrem deger alamayacafn anlagilir.
P noktasinda pozitif veya negatif bir yikin bulunmas: halinde ise po-
tansiyel bu noktada maksimum veya minimum olacaktir.

Potansiyelin ekstrem deger alamayacagim Laplace denklemi yardi-
miyle de gosterebiliriz. Potansiyel fonksiyonunun maksimum veya mini-
mum bir deger alabilmesi i¢in 3%/d1%, d%/dy*, 8%/dz" parsiyel tirevleri-
nin hepsinin negatif veya hepsinin pozitif olmasi gerekir ki bu da

do , o

e _
x? ' oy .

9z*

+

seklindeki Laplace denklemi ile bagdasamaz. Ayni sey potansiyel fonk-
siyonunun tiirevleri icin deJséylenebilir.
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Sek. 24 de goriilen iletkenin iginde E; =0 ve ¢ = sab. dir. Oyuk-
ta yik bulunmadigindan potansiyelin sabit kalmasi ve alanin sifir ol-
mas: gerekir. Oyukta nétr iletkenlerin bulunmas: halinde de durum ay-
nidir. lletkenin i¢ yiizeyinde yiik bulunmayacagim Gauss teoremini F
yizeyine tatbik ederek kolayca goérebiliriz.

Sek. 25 deki sistemde igteki A iletkenine Q yiikii konursa nétr
olan distaki B iletkeninin i¢ yiizeyinde tesirle elektriklenme sonucu
—Q yiki ve dig yiizeyinde ise Q yiikii belirir Bunu, Gauss
teoremini tamamen B iletkeni iginde kalan bir kapah yiizeye tatbik ede-
rek goérebiliriz. Olaya tam tesir ad1 verilir. Sayet digtaki iletken toprak-
lanacak yani sifir potansiyeline getirilecek olursa dig yiizeydeki yiik top-
rak tarafindan kompanze edilerek yalmz i¢ yiizeydeki yilk kalir. Bu du-
rumda B iletkeni ile toprak bir biitiin teskil ederler. Tesirle elektriklen-
me olay: yiiksek gerilim tesisleri icin ¢ok Gnemlidir.

8. Elcktriksel ekranflama

Sek. 26 da gérilen sistemde E iletkeninin izole ve nétr oldugunu
farzederek su iki statik denge durumunu inceleyelim:

Birinci dengede yalmz A ilet-
keni yiiklenmigtir. Bu durumda hem
oyuk icinde hem de C ileikeninin
diginda bir alan meydana gelir.
lkinci dengede ise yalmz B iletke-
nini yiikleyelim. Bu defa E iletke-
ninin diginda bir alan meydana ge-
lirse de oyuktaki alan sifir olur.
Bu iki denge durumu birlegtirilirse
hem A ve hem de B yiikli iken
oyuktaki alanin valmz A tarafindan
meydana getirilecegi ve buna kar- Sek. 26
siik E nin disindaki alamn A ve
B nin alanlarinin  bileskesi olacag: anlagilir. Boylece E nin tek yénlii
olarak ekran rolinii oynadign ve oyuk bélgesini digariya kars: ekranla-
dign goriilir. Sayet E nin potansiyeli sabit tutulacak olursa ekran-
lama tesirinin iki yonlii olacagi ve sonug olarak E nin uzay:r elektrik-
sel bakimdan bagimsiz iki bolgeye ayiracagi kolayca gésterilebilir. E
iletkeni sabit potansiyelde tutuldugu vakit oyukta bir alan meydana
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getirilince disandaki alan sifir olacaktir. Zira E nin diginda yiik bulun-
madigindan potansiyel sabif kalmak zorundadir. Pratikte ekran rolini
oynayan iletkeni topraklamak suretiyle potansiyeli sabit yani sifirda tu-
tulur. Keza ekran olarak ekseriya dolu iletkenler yerine tel kafesler kul-
lanihr. Tel kafesler oldukga yaklasik olarak ekran tesiri yaparlar. Elek-
triksel ekranla madan mesela olgii aletlerini dig tesirlere karsi korumak
i¢in faydalambir.

9. {letken sistemleri.

Sek. 27 de n iletkenden meydana gelen bir iletken sistemi goriil-
mektedir. Bu sistemde iletkenlerin yikleri ile potansiyelleri arasindaki
bagntilan arayahm.

a, @,

@) K7
], ;
+0)

Sek. 27

Yiizey yogunlugu o olan bir bir iletkenin meydana getirecegi po-
tansiyel

ve iletkenln toplam yiikii

(= fc‘dF
F

ifadesi yardimiyle bulunur. Potansiyel integralinde r, iletken yiizeyin-
deki noktalarin yine iletken yiizeyinde alinan'sabit bir noktadan uzak-

Elektromagnetik Alan Teorisi F: 3
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hg gosterirse bu ifade iletkenin potansiyelini verir. Yiizey yogunlugu-
nu bir k sabiti ile carparak yeni bir denge durumu elde edilir. Bu du-
rumda iletkenin yiikii ve potansiyeli Q—=kQ ve ¢'=ko olur. Boylece
Q yiikii ¢ potansiyelini meydana getiriyorsa kQ yiikiiniin k¢ potansi-
yelini meydana getirecegi anlagihir. Keza Q" yiikii ¢ potansiyelini ve
Q' yiikii ¢" potansiyelini meydana getiriyorsa Q'+ Q" yiikiiniin ¢"+¢"
potansiyelini meydana getirecegi kolayca goérilebilir. Bu agiklamadan
muhtelif denge durumlar igin stiperpozisyon prensibinin cari oldugu an-
lagilmaktadir. Hig siiphesiz yiikler ve potansiyeller igin séylenen seyler

E = —grad ¢ ve D=¢ E vektorleri i¢in de cari olacaktir. Siiperpozis-
yon prensibinin statik alanda cari olmasi e =sab. i¢in alan denklemle-
rinin lineer olmasindan ileri gelir.

Uzayda izole bir iletken igin hesaplanan ve sabit kalan

=0
c="3 (39)

oranina iletkenin kapasitesi denilir. Kapasitenin MKSC—birimi F dir
(1pF =107F). Mesela yaricapi a olan bir kiirede C=4=ea olacakhir,

lletken sisteminde ilk énce yalniz k iletkeninin istinde +1 yiikii-
niin bulundugunu ve digerlerinin nétr oldugunu farzedelim. Bu denge
durumunda k& min potansiyelini py. ile ve her hangi bir i iletkeninin
potansiyelini py ile gosterelim. Sayet k min yiikii Q. yapilirsa potansi-
yeli @u = pucQx olur. Bu esnada i nin potansiyeli oy —=puQ: degerini
alacaktir. Bozlece k& sayisina 1 den n ye kadar degerler vererek husule
gelen denge durumlan siiperpoze edilirse i nin potansiyeli

o =puQ + Pi2Q2+ oo+ P1aQa

olur, Bu bagnti biitiin iletkenler icin cari olacagindan iletkenlerin po-
tansiyelleri ile yiikleri arasinda

1=pnQ +puQe+... + pQ: ,
@ =pnQ +puQ+ ... + pnQ. , (40)

@n:PnIQI + Pan: + e panu
bagintilar1 elde edilir. Bu suretle potansiyellerin yiiklerin lineer fonksi-
yonlar: oldugu anlasilir. p lere potansiyel katsayis1 adi verilir. Bu kat-
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sayilarin birimi F ! dir, yani kapasite biriminin tersidir. lletkenlerin yiik-
leri & katina gikarilinca potansiyelleri de k& katina gikacagindan potan-
siyel katsayilari sabit kalir. Bu sebeple potansiyel katsayilan yalmz
sistemin geometrik yapisina (boyut, sekil, uzakhk) ve ortamin cinsine
(¢) bagh olurlar. Biitiin potansiyel katsayilan pozitiftir.

lletkenlerin yiikleri bilindigi takdirde (40) denklemleri yardimiyle
potansiyellerini hesaplamak kabil olur. Keza denklemleri yiiklere gore

¢ozerek potansiyeller bilindigi vakit yiikleri bulmaya yarayan denklem-
ler elde edilir.

Yukarida gériilenlerden yiiklii iletkenler kargisinda bulunan nétr ilet-
kenlerin potansiyel kazanacaklar anlagilmaktadir.

i==k icin
Pik = Pui (41)

olur. Bu &zelligi Green kargithk teoremi yardimiyle gérebiliriz. Te-

oremin ifadesi
ZOM - EQ'% (42)

seklindedir. Bu bagintida Q; , ¢ ve Q" , ¢/, sistemin iki statik denge
durumu igin iletkenlerin yiiklerini ve potansiyellerini géstermektedir.
Teoremi goylece ispatlayabiliriz :

Birinci denge durumunda i iletkeninin potansiyeli

P 1 fdek
i 4ﬂ52f Fik

k Fx

dir, sek. 28. Bu ifadeyi ikinci denge durumundaki ;" yogunlugu ile ¢arp-
tiktan sonra F; yiizeyi lizerinden integre edip i lizerinden toplam tegkil
edilirse o = sab. oldugunu da g6zoniine alarak

; ’ ' s Ay 1 o ¢ gy o dFidF,
B oo - B 7
i Fi i ik FiF:

bulunur., Bu ifadenin sag tarafi i ve k ya gére simetrik oldugundan o;
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yerine o;" ve Q;" yerine (; alirsak yine ayni sonucu buluruz. Béylece
yukanidaki teoremi elde ederiz. Green teoremini gu iki denge
durumuna tatbik edelim : Birinci durumda yalmiz Q.=~0 ve ikinci den-
gede ise yalmy Q;==0 dir. Bu denge durumlarinda ¢; = puQx ve g =
puQ; olacagindan Creen teoremine gore piuQiQ: = puQiQ. yazarak

a

OJd—j’q

Sek. 29

P = pu bulunur. Bu sebeple n iletkenli sistemde n(n + 1)/2 potansiyel
katsayis: vardir ve bunlardan n tanesiayni endisli (pw) ve n(n—1)/2
tanesi de farkh endislidir (pi).

pi = pw nin fiziksel anlamigudur : Yalmz k iletkeni Qy yiikiinii ta-
sirken i iletkeninin alacag potansiyel, yalmz i iletkeni ayni yiikii tagir-
ken k iletkeninin alacagi potansiyele esit olur. Mesela ¢ noktasal yiikii-
niin kargisina getirilen nétr ve izole iletken kiirenin potansiyelini bula-
Iim. ¢ yiikii kiire iistiine konunca P noktasinda ¢ = ¢/4ned potansiye-
lini meydana getireceginden yiik P noktasina getirilince kiire bu potan-
siyeli alacaktir, gek. 29. Boylece kiirenin, alana sokulmadan énce mer-
kezinin bulundugu noktada noktasal yikkiin meydana getirdigi potansi-
yeli aldig1 anlasilir.

Potansiyel katsayilarinin diger bir ozelligi

Pux = P (43)

olmasidir. Zira biitiin deplasman akisi pozitif birim yiik tasiyan k iletke-
ninden gikip diger iletkenlere gittiginden bu iletkenin potansiyeli diger-
lerinin potansiyellerinden biiyiik olacaktir. Esitlik, i iletkeni k nin igin-

de bulundugu zaman meydana gelir. Zira i nin potansiyeli k min potan-
siyeline esit olmak zorundadir.

lletkenlerin potansiyelleri bilinirse (40) denklemlerini ¢ozerek yiik-
ler bulunabilir. Bu suretle
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Q=cuPi+ cuPr+ .o+ + CxPa
2 221 2292 22D (44)

Qi =cu® + Pt Cpa l

Qu = oy + €@ + -+« + Can® ]
denklem sistemi elde edilir. ¢y gibi ayni endisli katsayilara kapasite
katsayisi ve c; gibi farkh endisli katsayilara ise tesir katsayisi adi
verilir. Bu katsayilarin birimi F dir, yani kapasite birimine esittir. cu
gibi bir katsayi, ¢, = + 1 ve diger iletkenler sifir potansiyelinde (top-
raklanmig) iken Q¢ vi ve ¢y gibi bir katsay: ise ayni denge durumunda
Q yi gosterir. Boylece topraklanms olan iletkenlerin yiiklendikleri an-
lagilmaktadir.

Tesir katsayilan igin
Cik = Cik (45)

oldugu kolayca goriilebilir. Sistemde n kapasite katsayisi ve n(n—1)/2
tesir katsayis1 vardir. Bu 6zellige gore yalmz k iletkeni ¢, potansiyelin-
de ve digerleri topraklanmigken i iletkeninin kazanacagn yik, yalmz i
iletkeni ayni potansiyelde ve digerleri topraklanmigken k iletkeninin ka-
zanacag yiike esit olur.

Biitiin kapasite katsayilar1 pozitif ve biitiin tesir katsayilan nega-
tiftir. Zira biitin aki pozitif birim potansiyelindeki k iletkeninden gikip
stfir potansiyelindeki iletkenlere gittiginden bu iletkenin ¢y yiikii pozi-
tif ve digerlerinin ¢, yikleri negatif olacaktir.

Toplam yiikd sifir olan iletken sistemine komple adi verilir. Komple
sistemde

Z =0 (46)
olacaktir. Eger sisten komple degilse bu toplam pozitif olur.

Sek. 30 da goérilen sistemde 2 iletkeni topraklamirsa ¢,=—0 olur.
Bu durumda Q;=0 igin ¢,=0 olacagindan

0=C1M+C14¢‘+ s 4. '1'-01.@,

denklemi elde edilir. Bu denklem potansiyellerin her degeri icin dogru
olacagindan sistemde cj3=cy = ... =, =0 olacag: anlagilir. Sayet di-
ger iletkenler topraklanmigken yalmz 1 iletkeninin potansiyeli +1 yapi-
hirsa ¢;;——cy olacag goriiliir, 9,=0 igin sistemin denklemleri



Ql=011‘1’1 ’
. Qz:"?&q’l +enpst ...,
Qs =cy3pstcagy+ . . .,

seklinde olur. Birinci denklem, oyuktaki
elektriksel durumun dis sartlara bagh ol-
madigim ve Q, . .. ifadeleri de 2 ileke-
ni digindaki durumun i¢ sartlara bagh
olmadigim géstermektedir (ekran tesiri).

Kapasite ve tesir katsayilari kapasite
boyutunda olmakla beraber elektrik dev-
relerindeki kapasite kavramina uymak
i¢in (44) denklemlerini potansiyel farklar:-
na goére diizenlemek elveriglidir. Béylece

Q=Cho + Col@r—o) +... + Cruloy —9,),
Q=Cyulo,— o)+ Cnor+ ...+ Culo,—9u),

Sek. 30

(47)

- . . . - - . . *

Qn = Cn1(¢n-cp1)+ Cﬂ!(tpn _{Pz) + e "+' Cnu(pn

denklemleri elde edilir. Bu ifadelerde U, = ¢ — @, i ve k iletkenleri
arasindaki gerilimdir. Kapasite boyutunda olan C katsayilarina parsiyel
(kismi) kapasite denilir. Farkli endisli Ci katsayilan, i ve k iletkenleri
arasindaki parsiyel kapasiteyi ve C. katsayis: ise k iletkeni ile sifir

potansiyelindeki toprak arasindaki parsiyel kapasiteyi gdsterir. Sonun-
culara toprak kapasitesi adi da verilir. C,., biitiin iletkenler +1 po-

tansiyelinde iken k nin yiikiinii ve Cy ise @, = -1 ve digerleri sifir
potansiyelinde iken i nin yiikiinii gésterir.
(44) ve (47) sistemlerini kargilastirarak

Cii = %: G, Cho=—cul(i*k), C; = ;m (48)

olacag anlagilir. Biitiin parsiyel kapasiteler pozitiftir.

Parsiyel kapasiteler gematik olarak kondansatérler yardimiyle gés-
terilir.

Sek. 30 da tam tesir halinde olan 1 ve 2 iletkenleri bir kondansa-
sator tegkil ederler. Bu kondansatériin kapasitesi icteki iletkenin ¢, kat-
sayisidir. 1 iletkeni ile digtaki iletkenler arasindaki tesir katsayilan1 si-
fir oldugundan bu sistemde Q, - €11 91+ €129, dir. ¢y = —¢pp oldugu-
nu gozonine alarak Q; = ¢y (¢ — ¢s) yazlabilir ve buradan kondan-
satoriin kapasitesi icin
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O
an=C= G o i

elde edilir.
Sek. 30 da yalmz 1 ve 9 iletkenlerinin bulundugu farzedilirse

Q=C(%, —@)) » Q= —Qi+(en = C)pa=— Q,+Q

yazlabilir. —Q. 2 iletkeninin i¢ yiizeyindeki yiiki ve Q' ise dig yu-
zeyindeki yiki gosterir. Sayet 2 iletkeni topraklamirsa (9;=0) Q=0
olacaktir.

Sayet iki iletken yekdigerinin icinde bulunmamakla beraber tam
tesir halinde iseler Q;=—Q; olacagindan kapasite yine yukandaki ifa-
de ile hesaplanir. Potansiyel denklemlerinde Q,=—Q,=Q koyarak ka-
pasite igin

1
© putPn—2pPn

bulunur. Kapasite katsayilar cinsinden

3
Cins Cutn—Cu
cutent2cn

olur. Eger iletkenlerden biri digerinin bir diizleme gore simetrigi ise
pu=Pa V€ tn==0tn olacagindan

= | PN (=
ot e . T
bulunur.

Bir kondansatérdeki gerilim U=Q/C ]- !
oldugundan, gerilimi yiikseltmek igin ¢
Q=sab. iken kapasiteyi kiigiiltmek ve- '[
ya C=sab. iken yiikii arttirmak  diigiinii- b
lebilir. Yiksek gerilimler elde etmek Cy T T2
igin faydalanilan Van de Graaff genera- 77}/-;77
tériinde bir kirenin iistiindeki yiikd art- i,
tirarak bu sonug elde edilmektedir. Sek. 31

—

Pratikte rastlanan diger onemli bir kapasite kavram: da isletme
veya servis kapasitesidir. Bir iletken sisteminin belli bir calisma tarz
igin esdeger kapasitesine igletme kapasitesi denilir. Mesela sek. 31 de
iki iletkenli hat, iirereg bakimindan kapasitesi



= CiyCy
il Cu+Cyy

olan bir kondansatér gibi rol oynayacagindan C,, sistemin igletme
kapasitesini gosterir.

10. imaj metodu.

Sek. 32 de gériilen F ylzeyi icindeki yik dagihsi tarafindan P
noktasinda meydana getirilen potansiyel

1 rodV
ke ) R
V

integrali yardimiyle hesaplamir, Vektér analizde goriilen ikinci Green
teoremine gére ¢ ve ¢ gibi iki skaler fonksiyon igin

J(Mw —0Ad)dV =}f'(¢, 2o _ aa%)df

dir. Yiizeydeki pozitif normal yonii digan dogrudur. Bu denklemde

¢ =1/r alinirsa A(1/r) = 0 ve Ap = —p/e oldugunu g6zdniine alarak
potansiyel ifadesi
S £ O ST ( 1)
P = 4 [ r on (pan _r-,.)j'dF (50)
% T

sekline girer. Boylece F yizeyindeki
? ve 9@/dn degerleri bilindigi tak-
dirde yiizey intigralini hesaplayarak P
noktasindaki potansiyeli bulmak kabil
olur.

Sayet F yiizeyi bir egpotansiyel yii-
zeyle intibak ederse diverjans teoremi-
ne gore

Sek. 32

Frit)ar=o fo(2)-o
F | kR
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olacagindan potansiyel ifadesi

- ' —edq/on
Pp 41“./)—7 dF (51)

F

geklini alir. Bu ifadeye gére, her hangi bir egpotansiyel yiizey igindeki
yik dagihsimin bu yiizey diginda meydana getirecegi potansiyelin bu
yizeye intibak eden ve yogunlugu

s a9
g =g

olan bir basit tabaka dagiliginin potansiyeline esdeger olacag anlagilir.
Sayet egpotansiye! yiizey bir iletkenle defistirilecek olursa bu yogun-
luk iletkenin dig yiizeyindeki yogunluk olacaktir. Gauss teoremine gére
iletkenin toplam yiikii yiizey igindeki yiklerin cebrik toplamina esit olur.

Eger F yiizeyi bir espotansiyel yiizey degilse (50) ifadesindeki ikin-
ci terim sifir olmaz ve bu terim, normal yéniindeki momenti T =¢¢@
olan bir ¢ift tabakanin potansiyeline egdeger olur. Bdylece @p potansi-
yelinin, F yiizeyinde bulunan ve yogunlugu ¢ olan basit tabaka ile mo-
menti T olan ¢ift tabakanin potansiyellerinden meydana gelecegi anla-
silir (Green egdeger tabakalar).

Yukaridaki agiklamalarda P noktasimin F yiizeyi disinda bulundugu
kabul edilmigtir. Sayet nokta bu yiizeyin iginde ise normal yoninii igeri
dogru alarak ayni sonuglar elde edilir.

Bu sonuglarin 6nemli bir tatbikati imaj teorisidir. Imaj metodunda
bir sistemin alamm bulmak igin bilinen bir alan g:klinden faydambr.
Metod, iletken veya dielektrik yazeylerinin varh@mnda alanlar: incelemek
icin ¢cok elveriglidir. Metodun esasim basit bir iki 6rnek lizerinde agik-
layalim. Sek. 33 de ¢ noktasal yiikiiniin kiresel egpotansiyel yiizeyleri
goriilmektedir. Her hangi bir esepotansiyel yiizey uzayr iki bdlgeye

© &
H‘___//

Sek. 33 Sek. 34
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ayirir. Sayet ¢ yiikii kaldinlacak ve meseld a yarigapl kiirenin yiizeyi-
ne yogunlugu (¢ = g¢/4ner)

olan yiik dagihs1 getirilecek olursa kiire digindaki alan hi¢ bir degisik-
lige ugramayacaktir. Tersine olarak ¢ yiikiinii tasiyan kiirenin diginda-
ki alan, merkeze getirildigi farzedilen ¢ yiikiiniin alamina esdeger olur.
g yiikiine, sonsuzda bulundugu farzedilen —q yiikiniin a yangaph ki-
reye nazaran elektriksel imaji denilir.

Sek. 34 de 2¢ uzunlugundaki iniform cizgisel yiikiin egpotansiyel
yiizeyleri goriilmektedir. Sonsuzdaki yiikiin her hangi bir elipsoide na-
zaran imaji bu cizgisel yiikten ibarettir. Elipsoid digindaki alan gizgisel
yukiin alanina egdegerdir.

Sek. 35 de ¢ ve —¢q yiklerinin alam goériilmektedir. Mesela —gq
)

Sek. 35

yiikiinii cevreleyen F espotansiyeli uzay: iki bélgeye ayinr. —¢ yii-
kii kaldirilacak ve F yiizeyine ¢ = — ¢ 3p/dn yogunlugundaki yik da-
fhs getirilecek olursa ¢ yiikiiniin bulundugu bélgedeki alan seklinde
hi¢ bir degisiklik olmaz. Tersine olarak ¢ yiikii, egpotansiyel yiizeye
intibak eden bir iletken kargisinda bulunacak olursa tesirle elektriklen-
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me sonucu bu iletkenin yiizeyinde yogunlugu ¢ olan bir yiizey dagiligi
meydana gelir. Bu yitk dagihgimn egpotansiyel yizey disindaki alan
iizerine yapacag tesiri bulmak icin en elverisli yol bu dagilis yerine
egdeger —9 yiikiinii almak olacaktir. —¢ yiikii, ¢ yikinin F ylizeyine
nazaran imajdir. Espotansiyel yizey olarak z=0 diizlemi alindign tak-
dirde hesaplar oldukga kolay olur. Boylece sek. 36 da gorillen sonsuz
iletken diizlemle ¢ noktasal yiikii arasindaki alan elde edilir. P nokta-
sindaki potansiyel

SRR
ine | Jotlz—a)p Vet+(ta)

olur. Sonsuz diizlemdeki yiik yogunlugu ise

olacaktir (r = Ve* + a?). ¢ = 0 icin yogunluk maksimum olur. Yiizeyde-
ki alan siddeti E, = g/¢ olarak bulunur. Alan diizleme dogru yonelir.
lletken icinde potansiyel ve alan sifirdur.

lletken yiizeyindeki yik



Q= fodr= fo‘21tpdp—-—q
F 0

diir (Gauss teoremi).

9 yikiine tesir eden kuvvet F = F dir. Imaj yiki g yiikiiniin bu-
lundugu verde

—b=‘ ey ‘?__"'"
dne(2ay ¢
alanini meydana getireceginden
— 93_-__ —
i 16wea’

bulunur. ¢ yiikii diizlem tarafindan bu kuvvetle gekilir.
Ornekler :

1— Sek. 37 deki ortak merkezli kiirelerden icteki Q yiikiinii ve
digtaki Q, yiikiinii tagidigina gére kiirelerin potansiyelleri ve sistemin
kapasitesi bulunacaktir (kiiresel kondansatér).

rg—'c i¢in potansiyel



QA+ @
dmeyr

oldugundan distaki kiirenin potansiyeli igin

1 1
%= Frae @ T dnge &

bulunur. Igteki kiirenin potansiyeli ise

b
d 1 /1 1 1
o =9+ Un =92+ 401‘3 _r; s [‘—_ (—‘ * )+ T_]Ql +—Q

olur. Sistemin potansiyel katsayilar

Pn—4m a b 41“0‘; y Pu2 Pn Pn m

dir. Potansiyellerle yiikler arasindaki
¢y = puQ + P Q
Py = P!’th + pn Q,

denklemleri yiiklere gore goziilerek

Q="2o—Fw ,

Qz="'—‘91+'&"‘?2

bulunur (A = py; P22 — Pue)- Boylece kapasite ve tesir katsayilan igin
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elde edilir. Q, ve Q, icin
Qi=¢y (o — Ps)
Q= —Q + (cp— )P =—Q, + Cop=—Q+Q

yazilabilir. —Q,, digtaki kiirenin i¢ yiizeyindeki yiikii ve Q” ise dig yii-
zeyindeki yiikii gésterir. Sistemin kapasitesi

4me ab
dir. C'=cp— ¢y = dme,c , digtaki kiirenin uzayda izole olarak tek ba-
gina kapasitesini géstermektedir, Sayet digtaki kiire topraklanirsa
(p=0) Q =0 olur.

Iki kiire arasindaki bolgede alan siddeti
Q, L ab Uu

4xer:  b—a 2

E.=

dir. r=a igin, yani igteki kiirenin yizeyinde, bu alan siddeti maksi-
mum olarak

bU,,
a (a—b)

degerini alr. U, = sab. ve b = sab. icin a=54/2 oldugu vakit maksi-
mum alan siddeti minimum bir deger alacaktir.

Ell'lll ==

2 — Sek. 38 deki ortak eksenli ¢ok uzun silindirlerin alam ince-
lenecek ve sistemin kapasitesi bulunacaktir (silindirik kondansatér, tek
damarli kablo).

Silindirler arasinda alan siddeti Fp—
M2mep dur. Silindirler arasindaki ge-
rilim ise

b

g a4 - X b
U_27:£fp'_'21:s i a

olur. Sayet distaki silindir topraklanmis-
sa bu ifade icteki silindirin potansiyelini
gosterir.
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Uzunluk birimindeki kapasite C ile gosterilirse gerilim denkleminden

e A 2WE
== In (b/a)

bulunur.
Alan siddeti igin A y1 elimine ederek
- U
o= pIn (b/a)

yazlabilir. Alan siddeti p = a igin, yani icteki silindirin yﬁzeyindé mak-
simum olur ve
U
Euex= 2T (Ba)
dir. Belli bir gerilim ve dig yangap icin maksimum alan siddeti
a=b/e (e=2,718...) oldugu vakit minimum olur.

Sek. 39 da gorillen iki dielektrikli sistemde Ejp=M/27me,p V€ Ex—M)[27mep
oldugundan gerilim igin

R b
U= E.t‘:f.::-i- E.Is:-Ll-—fn—R+—1 fn-!,—
2n | & a €, R
a R
bulunur. Buradan uzunluk birimindeki kapasite igin
Bl 2TE g
E:In — 4 E;fﬂ %

elde edilir.
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Dielektrik malzemesi belli bir alan siddetine kadar izolasyon o6zel-
ligi gosterirse de bu alan agilinca delinerek iletken hale gecer ve bu
ozelligi kaybederler. Dielektrigin dayanabildigi en yiiksek alan siddeti-
ne delinme alan siddeti denilir. Cesitli faktorlere bagh olan bu deger
izolasyon maddeleri icin ¢ok énemlidir. Maksimum alan siddeti elektrik-
sel dayamkhlik bakimindan 6nemli bir rol oynar.

Silindirik sistem i¢in elde edilen sonuglar teorik olarak sonsuz uzun
silindirler i¢in dogrudur. Sinirh vzunluklar icin kenar tesirlerini azalt-
mak gayesiyle koruma halkalarindan fay-
dalamlir. Bunun igin de digtaki silindir
ayni potansiyelde tutulan ii¢ par¢aya bo- 6| — |-

liniir. Esas kondansatér ortadaki kisim- u p

dir. Bu kismin vzunlugu [/ ile gdsterilirse Sﬂ‘ ‘/2
kapasite C=C! olur. Kenarlardaki silin- A
dirler koruma halkalaridir. 0 " Eh

3 — Paralel levhalh kondansatériin
alam incelenecek ve kapasitesi buluna-

caktur, sek. 40. o ]
Levhalann sonsuz oldugu farzedilirse 1 2
diizlemsel simetriyi g6zéniine alarak Sek. 40
o=Ax-+ B

bulunur. 1 levhasindaki yogunluk ¢ oldugundan

BERE 0 (g
o= s(a)xﬁ)_ £eA

yazarak A = — o/e elde edilir. Boylece potansiyel fonksiyonu
o=— -i—x +B

sekline girer. d uzakhg: levhalarin boyutlarina nazaran ¢ok kiigik ol-
dugu takdirde kenar tesirleri ihmal edilebilir. Levhalar arasindaki alan
siddeti £, = — dg/dx=c/e= sab. oldugundan alan {iniformdur. Simr
sartlan ¢ (0) = ¢, ve ¢ (d) = ¢, dir. Boylece potansiyel i¢in
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U
Q’:‘Pi“%(%'fpﬁsz'l"%U , Ex= q

yazlabilir.
Levhalar arasindaki gerilim igin

PR

yazllabileoeﬁ'inden kapasite igin

eF
C_T

ifadesi bulunur. Kenar tesirini azaltmak i¢in burada da koruma halka-

larindan faydalamlabilir, sek. 41.

72

i
Sek. 41
Kiiresel kondansatérde a =~ b oldugu takdirde
4rnadle eF
e

yazlabilir (d — b — a). Kapasite, F yiizeyi igteki kiirenin yiizeyine esit
ansatér gibi hesaplanabilir.

olan paralel levhah kond
Gilindirik kondansatérde ise a = b igin

2nale

eF
e T iy

F yiizeyi igteki silindirin yiizeyine esit olan para-

yazilabilir. Kapasite,
bi- bulunur,

lel levhali kondansator gi
Flektromagnetik Alan Teorisi F: 4



Sek. 42 de goriilen ikj dielektrikli kondansatérde gerilim igin

U=£1d1+53d3

elde edilir. Diger taraftan deplasmanin normal bileseni iki dielektrik
arasindaki simir yizeyinde siirekli oldugundan & £y =g F, dir. U geri-
limi bilindigi takdirde bu iki denklem yardimiyle £, ve £, yi bulabi-
liriz. E, = Qe F oldugunu gézéniine alarak
N
<

syt N
| ///§

yazilabilir ve buradan kapasite icin + L E.;‘\\

\
LT

T ad + &g d, \
elde edilir. Kapasite formiilii seri bagh kon- /A:\

dansatérlerin esdegerini hesaplayarak da by-
lunabilir, .dl,:._dzJ

Genel olarak n dielektrikli kondansatérde Sek. 42

U=E|d1+Egd3+.o- +£¢dm

b=k —. .. =gk,
olur. Kapasite
N I A d,
‘C'*L_a_"_(ls, * ke e..)

E=—_. U —
g o + —..d_?.. -‘ﬁ'_
& Eg &,

formiilii ile hesaplanabilir,

4— Cok uzun (teorik olarak Sonsuz uzun) ortak odakli jki eliptik
silindirin alan; incelenecektir, sek. 43,
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Sistem igin uygun olan eliptik silindirik koordinatlan1 kallanalim.

Silindirlerin & ve m— koordinatlar ile x,y kartezyen koordinatlar: ara-
sinda

Sek. 43

x=c ChEcosn, y=c ShEsinn

bagmtilar: vardir. A;, A, noktalarinda n=0 ve B,, B, noktalarinda ise
n = n/2 oldugundan a¢;—=c Ch& , eg=cChg,, b, =¢Shg, , b=
c¢Sh& bulunur. ChE& 4 Sh&=et bagintisim go6zoniine alarak &; ve
£,—koordinatlan igin

elde edilir. Simetriden dolay: potansiyel fonksiyonu yalmz §— koordi-
natina bagh olacagindan Laplace denklemi

seklindedir. Integre ederek
9(E)=AE+ B
bulunur. Simir gartlan ¢ (&) =9, ve 9(&;) = ¢, oldugundan
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@ (8) = 01— (91— @) EE

bulunur. Alan siddeti
1 de

gt ]

dir. Metrik katsay: icin 4: = ¢ VCh% — cos™n koyarak

EB Py-=—

T e(B— EINCPE cos"n

elde edilir. Alanin yalmz £ — bilegeni bulunmakla beraber bu bilegen
hem £ ve hem de n — koordinatlarina baghdir.

Igteki eliptik silindirin yiizey yogunlugu

o (01—
SRSk < cas,—a:) ?Ch*w cos™n

dir. Yogunluk 1 — koordinatinin fonksiyonudur. Silindirin blrim uzun-

lugundaki yik
2n

ll = falbﬂdn

0
integrali yardimiyle hesaplanir. hr = hy oldugunu goézoniine alarak

\ o 2me— o) _ 2w (o=
! Ez'_g: In ﬂs'i"b:_
a]"'b]

bulunur. Birim uzunluk igin kapasite

€= l; N 2xe
P — P In aﬂ+bﬂ
a,—l-bl

olacaktir. Igteki silindir 2c genisligindeki serit haline dejenere olursa
ay =¢, by =0 ve E; = 0 olacagindan yogunluk formiilii

€ (0, — @)

0y = =+ -
4 cEssinm
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sekline girer. Yogunluk, geridin her iki tarafinda ayni igareti tagiyaca-
gindan n = 0 — = arasinda pozitif isareti ve n = = — 2n arasinda da ne-
gatif isareti almak lazimdir, =0 ve 1 = = i¢in yogunluk sonsuz olur.

5 — Sek. 44 de sifir potansiyelinde tutulan kiireler arasina ¢ nok-
sal yiiki getiriliyor. Kiirelerin yiikleri bulunacaktir.

Sek. 44

Green teoremini gu iki denge durumuna tatbik edelim: Birinci den-
ge durumunda yiikler Q;, Q, ¢ ve potansiyeller 0, 0, 9» ve ikinci den-
ge durumunda yiikler Q’,, Q’,, 0 ve potansiyeller o,", 95, ¢’ olsun.
Boylece

Q9" + Q93 + g’ =0
yazilabilir. Diger taraftan tam tesirden dolay

Q+Q+g=0
olacagindan bu denklemleri c¢ozerek

_ Uy
Ql_' U’l! q ' Qﬂ_'_ U’l: q

bulunur. Gerilimler igin

b—a A b—r - - r—a

Treas Q00 Un= gy @

yazilabileceginden

U'u =
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. ofb=r) = b(r—-a)
Q‘I f(b—ﬂ) Q!'_ f'(b a)
elde edilir.
6 — Sek. 45 de sifir potansiyelinde tutulan paralel ve sonsuz lev-

halar arasina ¢ noktasal yiikii getiriliyor. Levhalann yiikleri bulunacak-
tir.

Bu sistemde 1 2
Ut . d
i e oL =4 da t g p
oldugundan
4 2 o 1
Q‘l_' d,-{—d,? ] Q!'— dl_‘_d!?
bulunur. e rivr
7 — Sifir potansiyelinde tutulan bir ilet- Sek. 45

ken ¢ noktasal yiikii kargisina getiriliyor. llet-
ken yiizeyinde tesirle meydana gelecek olan yiik bulunacaktir.

Green teoremi yardimiyle

—=is Q'p
o 7

elde edilir. Meseld gek. 29 daki sistemde 9'p=a9’/d oldugundan

a

Q=— 79
bulunur.
8 — Rotasyon elipsoidinin alan: incelenecektir, sek. 46.

Elipsoidin digindaki alan 2¢ uzunlugundaki ¢izgisel yiikiin alanina
egdegerdir. Toplam yik Q ile gosterilirse ¢izgisel yikiin yogunlugu
A=Q/2c olur. Bundan énce gériildiigii gibi elipsoidin potansiyeli

Pl el e
dir. Buradan kapasite igin

o 8rec . 4rec
_lna—}-c =~  Th ¥(¢/a)

a=-—C
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bulunur. a/b oram ¢ok biiyiik oldugu takdirde elipsoid yaklasik olarak
silindirik ¢ubuk seklini alir. Uzunlugu 2e=[ ve yarigapi 2b=d olan gu-
bugun kapasitesi yaklagik olarak

2mel

F In ?I

d
formiili yardimiyle hesaplanabilir.

P, 2)
B
7
b -, 2 &,
F1 4

0 g ” IS P
Pl l p Z

Bl

Sek. 46

P noktusindaki alan bilesenleri

Ep=—--%§+=8£p (cos a; — cos ay) ,
L[/ (8 W s UG R T
E= 9z  8mecp (8l 0y —aliitg) =5 81:Ec(r, r,)

dir.

Elipsoidin alamm sferoidal koordinatlardan faydalanarak da bulabi-
liriz. Sferoidal E, n —koordinatlarn ile silindirik g, z—koordinatlar ara-
sindaki

p=cSh&sinn, z=c ChE&cosn
bagintilarim A ve B noktas: igin kullanarak E, = sab. elipsinin yan
eksenleri i¢in a=Ch &,, b = ¢ Sh %, bulunur. Bédylece elipsoidin potan-
siyeli igin
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o Q ln Chgnﬂ‘l
P =8xec * ChE —1

yazilabilir. Her hangi bir noktadaki potansiyel

L8 Cht+1
P =grio P CRE—1

olacagnndan Q yiikiinii elimine ederek

In ChE+1
i Cht—1
fp—(p.]n ChET T
Chg —1

ifadesi elde edilir. Alan giddeti igin

=) 1 de
Ey=— —

he  dE
ifadesinde 4y = c\/ Ch’E — cos’n koyarak

P Q__._ e
& 4mec’ShE v Ch?E — cos’n

bulunur. Elipsoidin yiizey yogunlugu ise

Q
c—¢kE. y )= —
E E(E‘ T') 41'(625115.“ Cth‘—- COSle
olacaktir. Yogunluk n =0 (A noktasi) igin maksimum ve n=r/2 (B

noktasi) i¢in minimum olur. Bdéylece Chg,=a/c oldugunu go6z6niine
alarak

Q Q

R T

bulunur. o.., ifadesini, Q yiikiinii elimine etmek ve 8 = b/a koymak
suretiyle

s V1 —p?
"="b BTh VI P
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sekline sokabiliriz. 8 oram kiigiildiikge om.. ve dolayisiyle E... gok yik-
sek degerler alir. A noktasindaki yiiksek alan giddeti, bu nokta civa-
rindaki havanin iyonize olarak iletkenlesmesine ve sonu¢ olarak bir
bogalmaya sebep olur. Yildirimdan korunma tesisleri (paratoner) sivri
uglarin bu 6zelligine dayanir. Genel olarak bir iletkenin yiizeyinde eg-
rilik yaricaplan kii¢iik olan sivri yerlerdeki alan siddetleri yassi yerler-
den daha yiiksek olur. Bu oézelligi, ayni potansiyelde tutulan a ve &
yarigaph iki iletken kiirenin yilizey yogunluklarim kargilagtirarak kolay-
ca gorebiliriz. Zira ¢ = sab. igin ¢,/0y =b/a dir.

Omax/Tmin Oranmimn a/b ye yani yan eksenlerin oranina egit olacafn
kolayca goriilebilir.

9 — Sek. 47 de goriilen yar sonsuz levhalar arasindaki alan ince-
lenecektir. Levhalann birlestigi dogru boyunca sonsuz ince bir arahk
vardir,

Simetriden dolay: potansiyel yalmz
¢ agisina bagh olacagindan silindirik
koordinatlarda Laplace denklemi

1 d%

it )

p? d¢?

Y

seklindedir. Integre ederek
o(¢)=Aé + B

$ ek. 47

bulunur. Sinir sartlan ¢ (0) =o; ve ¢ (a) =@, oldugundan

P1— P2 é

Sy =

ve alan siddeti igin

elde edilir. Alan giddeti yalniz p uzakhgina baghdir. Egpotansiyel yii-
zeyler ¢ —=sab. diizlemlerinden ve alan gizgileri ¢ = sab. daire yayla-
rinda ibarettir. Alan iki boyutludur. Bu problem ileride elipsoidal koor-
dinatlardan faydalanarak cozilecektir (sinir degeri problemleri).



58

10 — Sifir potansiyelindeki sonsuz iletken diizlemin karsisina para-
lel ve sonsuz iiniform cizgisel yik getiriliyor. Sislemin alam incelene-
cektir, sek. 48.

Cizgisel yiikiin sozsuz diizleme nazaran imaji — A yikidir, P (x,y)
noktasindaki potansiyel

+ i T » (x+a)+y°
?= Fre i rn  4=xe i (x —a) +y*

seklindedir. Buradan diizlemdeki yiik yogunlugu igin

Bey - &k
it ‘(H),:ﬂ‘ T wr?
bulunur (r=va® + y* ). y =0 igin, yani orijinde yogunluk maksimum
olur. Alan siddeti £, = o/e olacakhtir.

11 — Yekdigerini kesen sifir potansiyelindeki yar: sonsuz diizlem-
lerin kargisina ¢ noktasal yiikii getiriliyor. Sistemin alam incelenecektir,

sek. 49.

Sek. 49

n bir tam say: olmak iizere diizlemler arasindaki agi « = =n/n oldu-
gu takdirde problem 2n —1 imaj alarak ¢6ziilebilir. Biitiin imaj yiikle-
ri ¢ yiikiinden gegen daire iistinde bulunurlar, Eger n tam say1 degil-
se sonsuz sayida imaj almak gerekir. Meseld o. = 60° igin n = 3 diir ve
5 imaj ahmr, sek. 49. Bu sistemde 1—6,5 —2,3 —4 yiik ¢iftleri OA diiz-
leminin ve 1—2,3—6,5—4 ciftleri ise OB diizleminin potansiyelinin si-
fir olmasim saglarlar.
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Sek. 50 de a = 90° sistemi goriilmektedir. Imaj sayisi 4 dir.

A
7777777777777 2

P noktasindaki potansiyel

SR

TE | T rs ra rg

olacaktir. g yikiine tesir eden kuvvet imaj kuvvetlerinin bilegkesi ola-
rak elde edilir. Noktasal yiik yerine paralel cizgisel yik alindign takdir-
de benzer hesaplar yapilir.

12 — Sifir potansiyelindeki iki paralel sonsuz levha arasina ¢ nok-
tasal yiikii getiriliyor, sek. 51. Sistemin alam incelenecektir.

Orijinde bulundugu farzedilen ¢ yiikiiniin 1 ve 2 diizlemlerine gére
—q imajlar1 A, ve B, noktalarindadir. Bu yiiklerin tekrar imajlar1 ali-
nirsa A, ve B, noktalarindaki ¢ yikleri elde edilir. Béylece devam ede-
rek sonsuz sayida imaj yikii bulunur. P noktasindaki potansiyel

vl

oo
e e e .
9= [rn I %

i=l
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olacaktir. i tekse ¢, = — g ve ¢iftse ¢ = ¢ alimir. Diizlemlerdeki yiik yo-
gunluklarn her imaj ¢iftinin meydana getirecegi yogunluklar: toplayarak
bulunur. Diizlemlerin toplam yiki —¢ olacagindan, elde edilecek seri
yakinsak olur.

Sek. 51

Imaj yiikleri orijinde

(s -]
S 5« O (AR
Yo 41“29. z z'

i=1

potansiyelini meydana getirirler. a = b = ¢ i¢in bu ifade

|
Po 4ne c!n2

sekline girer. Orijine noktasal yiikk yerine ¢ yiikiinii tasiyan R yarigaph
kiigiikk bir kiire getirilirse kiirenin potansiyeli

seklinde bulunur. Birinci terim kiirenin yalniz bagina potansiyelini ve
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ikinci terim ise topraklanmig levhalarin tesirini gésterir. Sistemin kapa-
sitesi C = Q/p olacaktir.

Maksimum yogunluk M ve N noktalarinda meydana gellr ve
Tma=—¢/27r? ifadesinde r—=c¢, 3¢, 5S¢,... koyarak

IS o R e WS, WID
Yowa 21::.-2(1 R e e

bulunur. Bu deger, bir diizlem icin elde edilen degerin % 92 si ka-
dardur.

Diizlemlere paralel ¢izgisel yiikiin alam da benzer sekilde incelenir.
13 — Noktasal yiikiin iletken kiireye tesiri incelenecektir, sek. 52.
p
7
R %
& R

9 A q 10 p-]

nt

Sek. 52

llk dnce kiirenin topraklanmis oldugunu ve dolayisiyle sifir potan-
siyelini tutuldugunu farzedelim. ¢ yikiiniin kireye nazaran imaji 0
merkezinden 5=R?/d uzakhgina getirilen ¢'=—Rgq/d yiikii olacaktr.
Zira bundan once goriildiigi gibi ¢ ve ¢ yiikleri kireye sifir potansi-
yelini verirler. P noktasindaki potansiyel

R2

iy 1 AT L T S RET S
T 41::( r*+d*+2rd cos 0 \/R2+ par +2ra’cosﬂ)

dir. Bu ifade r=R igin yani kiire yiizeyinde sifir degerini verir. Kiire
yiizeyinde Eg=—2a0/ra@ sifir olur. Kiire yiizeyindeki yogunluk

e - AT o(d*—R?) __ ald—R)
==t{3r ) _p = IR(R*+d’+2Rd cos 07 4=RP
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olur. Yogunluk 6== icin (A noktas)) maksimum ve 6=0 igin (B nok-
tas1) minimum olur. Bu ekstrem yogunluklar arasindaki oran

= — (3]

Tmin

dir. Yiizeydeki alan giddeti E,=o/e olarak elde edilir.
Topraklanmig olan kiirenin yiizeyindeki yiik igin

Qt=7 fﬁﬂsinﬁdﬁd¢=—%—=q’
0 0

bulunur.
Kiire ile ¢ yikii arasinda ortaya ¢ikacak olan kuvvet ¢ ve ¢ yik-

leri arasindaki kuvvete egdeger olacagindan _f'= qE yardimiyle

o Rd ¢* =
b e oy kg

bulunur. Kiire bu kuvvetle ¢ yiikiinii geker.

Kiire izole ve Qy yiikiinii tasiyorsa bu takdirde merkezine ¢"= Q. —¢’
yiikinii getirmek gerekir. Boylece ¢ yiiki ile Qi yikiini tagiyan kiire
arasindaki ajamin ¢,9",9" yikleri yardimiyle elde edilecegi anlagihr. Bu
i¢ yiilk P noktasinda

R A W e P Y R
@ ( d r,) +4n£r(Qk+ d q)

potansiyelini meydana getirirler. Kiirenin potansiyeli ise

e e O 9
q"‘_4mR_4m=.R+4md

degerini alir. Birinci terim, kiirenin yrlmz bagina potansiyelini ve ikin-
ci terim ise kiire yokken merkezinin bulundugu yerde ¢ yiiki tarafin-
dan meydana getirilen potansiyeli gosterir. Kiirenin yiizey yogunlugu

9 (1 di-jf’_')_l_ Qe

“#@mR\d~ P g

g
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dir. Kiire ile noktasal yiik arasindaki kuvvet ¢ noktasal yiik yardimiy-
le kolayca bulunabilir.

Kiire izole ve notr oldugu takdirde Q. = 0 koyarak ¢ =— q' bu-
lunur. Kiirenin merkezine bu yiikii getirmek gerekir. Bu durumda po-
tansiyel ve yogunluk ifadeleri

AT Rl
‘"w‘e(d 2 J

sekline girerler. Kiirenin potansiyeii ise @« = g/4med degerini alr. Kii-
re yiizeyinin 9 yiikiine bakan tarafinda negatif yik (9> 0 ise) ve Obiir
tarafinda pozitif yik toplamr. Nétr ¢izgi boyunca =0 dir ve bu giz-
gi pozitif ve negatif bolgeyi birbirinden aymir. Notr ¢izgi boyunca [
uzakhg

13=d(d*— R?)

sartini saglar. Bu uzakhga lekabil eden 0, agisi
1
cosbe=——"75% [14 & — (1=K

ifadesi yardimiyle hesaplanir (k= R/d).

Sayet kiire o« potansiyelinde tutulursa sistemin alam g ve q yik-
leri ile merkeze getirilen ¢" =4 e o yiki yardimiyle elde edilir. ¢
yiiki P noktasinda @y R/r potansiyelini meydana getireceginden

5
(-5 L)+ e

elde edilir. Kiire yiizeyindeki yogunluk

9(&*—R) E Pk

e e —

=" "4xRD R

olur. Kiirenin yiikil ise Q.=¢ + ¢ olacakhir.
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14 — Cok uzun (teorik olarak sonsuz uzun) iki paralel silindir ara-
sindaki alan incelenecektir, gek. 53,

74
kw0

Pixey)
2
2, 2
Rz
|
— SR
A, ! Ay 8, X
o —e-—
Iz gl
e g,
-—— j; jz —
o -
Sek. 53

Daha énce goriildiigii gibi L ve — ), ¢izgisel yiikleri P (x,y) noktasinda

l 7
G T

yazilan

d:—'R:__da“f‘R:__k Rz—'bz__:Rz"*'bz__k
Rl_bl_—kl+b‘__ 519 dz‘—Rz dZ+RI- .

denklemlerinden Ri=b,d, , R?=b,d, ve ky=R\/b,, ks =b,/R, bulu-
ruz. Hk iki baglnt]da bI:El - a, dl___:“hsl +a » 62 = Ez oy dS:E? Ta
koyarak

S —Rd= &’ — Rp?=a?
veya
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£ — B2 =R — R}
yazilabilir. Diger taraftan &, + E,=d oldugu gozéniine alinirsa

&+ R2 — Ry d* — R} + Ry
E.rl: 2d 152= 2d

bulunur. £, ve &, uzakhklan bulunduktan sonra a, by, b,
0:\/53%“&’12 , bh=f—a , by=8—a

ifadeleri yardimiyle hesaplanir. Boylece yanigaplari ve eksenleri arasin-
daki uzaklik belli olan silindirler yerine alinabilecek olan gizisel yiik-
lerin yerleri belli olur. Bu yiiklere silindirlerin elektriksel ekseni adi
verilir.

Silindirlerin potansiyelleri igin

—_l_ = §1_ SRR A -1[ &2
=gy O (), &= =g O ()

yazlabilir. Buradan silindirler arasindaki gerilim icin

U=o— o= gy | O [gE) +CH (#)]

2xe R,
bulunur. Birim uzunluk igin kapasite

C= R 2me
U Ch™? (é:')—i—vCh_l(%z‘)

olacaktir. Silindirler esit yarigaph oldugu takdirde R, = Ry;=R koya-
rak §,=E=d/2, a=V(d2}—R, b=bh=b=d2—ave
o - e TE
U=t gl O= o
()

elde edilir, sek. 54. d» R igin kapasite formiilii



seklinde yazlabilir.

9

RN\ A Pix,0) :2 R -
o A x
G
Sek. 54
Kapasite i¢in
C = 2ne = 2 TE
Al h'l RIR! T ll'l dl d?
by b, R\R,

yazlabilir. Diger taraftan d=d, + b, ile d=d, + b, carpilirsa R,*=b,d,
ve Ry’=b, d, oldugunu gézéniine alarak

dd; + byby=d*— Ry* — Ry
bulunur. Bu ifadeyi R, R, ye bélerek bulunan

dl dg lez d?__,Rll_.Rzz
=5 + — =2 A
RR, ' d\d, R\R,
ifadesinde
didy 2ne/C
R = *
koyarak
i 2me L
= Ch— (a’ — Rf_—_ﬁf ~ Ch14
2 RR
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elde edilir. Rl = Rz =K iq.ln

1+Ch(2%‘) =2c1x2(‘2%"): 2";._,

yardimiyle yukarida bulunan ifade gikarilir.
Silindirler sek. 55 de goriildiigii gibi igige ise

4 |
A L
i 0 X
Sek. 55
A= — o R'ﬁ__‘gf._
2 R\R,

alinacajn kolayca gosterilebilir.

Iki egit paralel silindir sisteminde x— ekseni iistiindeki P (x,0) nok-
tasindaki potansiyel

% In 4=X
P=9xe a+t=x
olacagindan alan giddeti igin
2ne \a—x a—+x

bulunur. Sek. 56 da potansiyelin ve alan siddetinin x uzakhy ile nasil
degigtikleri gériilmektedir. Alan siddeti silindir ylizeylerinde maksimum



olur. x = d/2 — R koyarak (A nok-

¢ "'-"',: tasi)
| ! Epp = —t_V(d2RP—1
l mro e d—9R
| £ bulunur. Diger taraftan gerilim i¢in
Ly = s
o e X d /(4 _
A 0 r—-’ R R ":EE"'“[TR +V(2R) 1]
I
| | yazilabileceginden
l
| e
I Em: J(d/%f)z — 1 d 12 U
Sk 56 @200 [+ \/[2) 1]
ifadesi elde edilir. >R igin bu ifade yaklagik olarak
U
Emn T o rEa
2R In( ¢
3

sekline girer.
Sifir potansiyelindeki toprakla paralel silindir (tel) arasiadaki alan

telin topraga nazaran imajini alarak incelenir, sek. 57. Telle toprak

arasindaki kapasite C, ile gésteri- 2R

lirse C=Cy/2 olacagim gézéniine

alarak

bulunur. 4 R igin kapasite formii-
li yaklagik olarak

e A
G~~~
g
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gekline girer.

15 — Uniform cizgisel yikiin sifir potansiyelindeki paralel silindi-
re tesiri incelenecektir, sek. 58.

Cizgisel yikiin silindire naza-
ran imaji silindirin ekseninden
b= R?/d uzakhginda bulunan — A
cizgisel yiikiidir. Bu iki yik silin-
dir yiizeyinde

A

>
o In -2 4 g
ry

potansiyelini meydana getirirler. Si-
lindir topraklandigina gore
S R

edecektir. Boylece her hangi bir
P (x,y) noktasindaki potansiyel icin

e & ln !’gd
= Txe "R

ve silindirin yiizeyindeki yiik yogunlugu i¢in

e (a_t_g L= 1— &
e )ng_ 27R 1+k*+2kcosd

elde edilir. (k= R/d) Yogunluk ¢ == i¢in (A noktasinda) maksimum ve
¢ =0 igin (B noktasinda) minimum olur ve

Omax __ (14 kY
Tatt 5 1 —;C)

dir. Alan siddeti A noktasinda maksimum olarak
B =Tm _ M _1+k
e . 2%ER 3=k
degerini alir.
Sayet silindir izole ve nétr ise eksenine . yiikiini getirmek gerekecektir,
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Bu yiik silindir yiizeyinde sabit bir potansiyel meydana getirir. Silindi-
rin yilizeyinde yogunluk o+4)/2rR olacagindan nétr ¢izgi boyunca
cos ¢o= — k olacag kolayca gésterilebilir.

16 — Bir fazh ve i¢ fazh hatlarin parsiyel ve igletme kapasiteleri
hesaplanacaktir, gek. 59.

A2
2 2
1
4 i
%0
JI N

% 4,
‘f’
-z 2_
_zz
Sek, 59

Topragin tesiri iletkenlerin —)\; ve —), imajlari;i alarak hesaba
katihr. lletkenlerin yangaplan asilma yiiksekliklerine ve aralarindaki
uzakhga nazaran gok kiigiik oldugu takdirde (pratikteki durum) silindir-
lerin elektriksel eksenlerinin geometrik eksenleriyle intibak ettigi kabul
edilebilir. Boylece iletkenlerin potansiyelleri igin

N 2k M b
q"“‘hq, lrn—-——Rl + T In =
LV PO

%:2&; i a 2me, " e

elde edilir. Buradan potansiyel katsayilarini hesaplamaya yarayan
-'—i—-ln = kg oA lnﬁ “—l—ln&
Ry = Ore, R 0 Py = Dz, a L3 PR 2, R,




!

denklemleri bulunur. Potansiyel denklemlerini yiiklere gére gozerek bi-
rim uzunluktaki kapasite ve tesir katsayilan igin

s Pn R T s 12
Cy=—=r2 — | cp—ep=— —LB aen= e

PuPn—Pin’ PuPn—PpPi - PuPn—py’
bulunur. Sistemin parsiyel kapasiteleri ise (birim uzunluk igin)
Ci=cu+en , E];: Cu=—cn, Chr=cn+ep

seklinde hesaplamir. Sek. 60 da hattin egdeger semas: goriilmektedir.

e - 27
Cll == Cn T ——
In —\/ 14 (g._T
a
C,,
In \/ G T ( 2k \?
/,////// //////, & a

i

formiilleri elde edilir. lletkenler diisey dogrultuda iseler, a = hy— A, ,
b=h, + h, almaldir.

Sek. 61 de goriilen n iletkenli sistem igin genel olarak

o

Zin

4; 6’7 .0

T7777A 7777V /L /////1///7///,

’
4n A
n ‘

Sek. 61
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o =pMFpudat ...tk
olacaktir, (i =1,...,n). pu ve pi katsayilan

1 o 2A SO

pu=-2~;;o—lan, p“‘:21':£° Fix

formiilleri yardimiyle hesaplamir. Ug fazh hat igin

| 2hy M T BER R
Pu=oxe i R, ~ PP~ 27g o e T 21“01“ ris

bulunur. Diger potansiyel katsayilar1 benzer sekilde hesaplanmir. Potan-
siyel katsayillarindan kapasite ve tesir katsayilan ve

Eli=Ell+Elz+EISr énz‘—’!t'i";23+gns C:s=;u+g1+;nr
aliz“éla ’ _C‘ls—_-—;ls ’ Eg:—-c-;;

denklemleri yardimiyle de parsiyel kapasiteler bulunur.
Sek. 57 deki bir iletkenli hat igin (n=1)

gy ¥ 3{:_ =__ 2mg
p 2———‘“%- In 7 C'---—-————ll.l %
R

elde edilir.
Iki iletkenli hattin normal caligma sekli bir telin gidis ve diger te-

lin doniig iletkeni olarak kullamilmasidir, Birim uzunluk igin sistemin
igletme kapasitesi

= _ = Cy C
C, = Cy+ =12
formiili ile hesaplanabilecegi gibi A, — — h,=\ koyarak bulunan

Unp=(py + pn—2py) »
ifadesinden
1

1= FR
PutPa—2py




73
elde edilir. R=R,=R ve h=—h,—=h igin

VT

bulunur. Bu ifadeyi, yarnigaplari R ve eksenleri arasindaki uzakhk a
olan iki paralel silindirin kapasitesini a»R igin yaklagik olarak hesap-
lamaya yarayan (havada)

C= Tt
a

ll'l—'R—

ifadesiyle karsilagtirarak C, ile C nin parantez icindeki faktér bakimin-
dan farkettikleri anlagiir. Bu faktér topragin tesirini hesaba katmakta-

dir. A»a igin igletme kapasitesi C gibi hesaplanabilir.

17 — lki damarhi ve ii¢ damarh kablolarin isletme kapasiteleri bulu-
nacaktir.

lik 6nce sek. 62 de goriilen bir damarh kabloyu gézden gegcirelim.
Yogunlugu ) olan damarin kablo zarfina nazaran imaji eksenden 6—R%/a
uzakhiginda bulunan —X gizgisel yiikiidur. Orijinal yiikle imaj yiiki
P noktasinda

In2 + g

P QTCE ry

potansiyelini meydana getirirler. Zarfin potansiyeli ise
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olacaktir. Eger ¢,=0 alimirsa (zarf topraklanmigtir) potansiyel fonksi-

yonu
A r,a

=g

sekline girer. Zarfin digindaki alan sifirdir.

Sek. 63 de goériilen iki damarh kabloda damarlarin yangaplan zar-
fin R yarnigapindan ¢ok kiigiik oldugu takdirde imaj metodundan fayda-
lanarak su sonuglar elde edilir. 1 ve 2 damarlarimin kablo zarfina na-
zaran imajlan orijinden 5=R%/a uzakhginda bulunan —X\ ve A gizgisel
yikleridir. Orijinal yiikler ve imaj yikleri P noktasinda

i

Sek. 63

A In riry |

= 2'5 r|r'g " Po

potansiyelini meydana getirirler. M noktasi yardimiyle zarfin potansi-
yeli i¢in ¢, =g, bulunur. Eger zarf topraklanmigsa g,—0 olacagindan

e A ’1"’!
e, ok e

yazlabflir.

Sistemin igletme kapasitesini bulmak i¢in damarlarin potansiyelini
bulmak lazimdir. ¢, hesaplanirken r,=r, ve ¢, hesaplamirken r,=r,
koymak ve diger uzakhiklari da eksen uzakhg seklinde almak suretiyle
damarlar arasindaki potansiyel fark: igin
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o N G a) o A 2a(R*—a?)
Up=01—9= o n?'o(b—l-a) - n _r_u(_ﬁz-[-_;i)

bulunur. Sistemin uzunluk birimine diisen isletme kapasitesi

dir.

- W T B s
Fim g (~a 20 i)

yazilabilir. 2 damarina tesir eden kuvvet F‘,:-—- F, , olacaktir. Bu kuvve-

tin 2a‘=R\/\/5— —2 icgin sifir olacag kolayca goriilebilir.

’

1 ,\:f
l\' s»
&

Sek. 64

kabloda damarlarin zarfa nazaran
imajlani 0 noktasindan itibaren b—R?/a uzakhginda bulunan — -
—g, —M cizgisel yiikleridir. ¢ = a\3, d= Va?+b*+ab oldugunu g&z-
niine alarak mesela 1 damarinin potansiyeli igin

Sek. 64 de goriilen Ug damarh



lq \/a +bl+ab Ay \/a’+b’+ab
2me .+2 \/'_'__'+21':s a\/F

ifadesi elde edilir. Simetriden dolay: potansiyel katsayilan

I | ¢—a
Pu—Pn=—Pxn— o xe n o :
a*+b*f-ab
Piz—pPi3—pPn = \/ a\/3—|—a

olacaktir. ¢y, katsayilar

e A | i+ M&(P)
e )

ifadesi yardimiyle hesaplanir. Bu ifadede A (p), katsayilar determinanti-
m ve M (p) ise bu determinantda i yinci sira ve k yinci kolona ait

mindrii géstermektedir. e katsayilar bulunduktan sonra parsiyel kapa-
siteler kolayca hesaplaninr. Simetriden dolay1 C;;=C,, = Cy3s = C ve
Cyy= Cy3= Cyp = C, olacaktir. Bunu gézéniine alarak

M= Eo‘l’l + 6(9‘-‘1 — 9) + C_(‘Pi — 93 »
Ay = Eﬂ% * E(‘Ps —ig) + C_'(‘P: — P3)
A= Cws + C(os — 1) + Clo; — 9)

yazilabileceginden bu denklemleri ¢, potansiyeline gére g¢ézerek

z Z, ]
s co(co+36)[(..l+c) S e

bulunur. Bu ifadeyi yukaridaki ifade ile kargilagtirarak

A 2ne ’
o_ln b—aa®+ b*+ab
To 302




In Va2 + 8 + ab

C=12x2 ay3
i b — aa*+b*+tab In b—a q\3

no 3@ " n yarpie

elde edilir. Sek. 65 de kablonun egdeger semas: goriilmektedir.

Kablonun simetrik caligmasinda Xy + by + A3 =0 olacagindan
@y = (pn — p12) M yazarak igletme kapasitesi igin
T 1 = 2% e e
Pn — Pu b—a ay3

1 —
" To \/a§+65+ab

elde edilir.
M igin yazilan

= = = Cooy + C (01— 9 + C (@1—9)
c NG
‘/E’\"\ ifadesi @, + @, + 03=—0 bagmmtisim goz-
é ; YN oniine alarak
C ﬁ
o l o 3

2 = M= (Co+-3C) o,

Sex. 65 sekline girer. Buradan

C.=C+3C
bulunur.
18 — lki kiire sisteminin alam incelenecektir.

lik nce kiirelerin yarigaplarinin aralarindaki uzakhga nazaran ¢ok
kiigiik oldugunu kabul edelim, sek. 66. Bu durumda kiireler yerine mer-
kezlerindeki noktasal yiikler alinabileceginden her hangi bir P nokta-
sindaki potansiyel

-
?= Zxe

e, &)

r ra

seklinde bulunacaktir. Béylece kiirelerin potansiyelleri i¢in yaklagik ola-
rak
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@ Q
P =~ Fnea * 4med '
Q. _Q

"~ Tad T Tl

yazlabilir. Sistemin potansiyel katsayilan igin

Sek. 66

R aAl o) T e Erab i
P S e T Gy T DRSPSy v Py e &

bulunur. C; ve C,, izole kiirelerin tek bagina kapasitelerini géstermek-
tedir. Kapasite ve tesir katsayilar igin

£ 6.

en =~ G, Rl o

elde edilir.
Q= — Q,=0Q igin kondansatériin gerilimi

4rne

1 1 2
Un=0,— 9= (py; + psy —2p1) Q= Q ("& + =5 '——)

olacagindan kapasite igin
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yazilabilir, Esit kiireler halinde (a =b) C=2mea olur. Bu deger, bir
kiirenin kapasitesinin yansidir.

n kiigiik kiirenin alam da benzer sekilde incelenir. Sistemin potan-
siyel katsayilar

1
TEMk

1 =
o T

formiilleri yardimiyle hesaplanir. Ry, i yinci kiirenin yarigapinl Ve ri
ise i ve k kireleri arasindaki uzakh$ gostermektedir. Yukarida
R'.I. -0 R: - b, r'n:d allnmlshr.

Kiirelerin yiizey dagiliglan gdylece bulunabilinir: Q, noktasal yiikii,
topraklandign farzedilen 1 kiresinde

Q"z'—‘"—:} Q=—khQ

yiikiinii meydana getirir. 1 kiiresinin yiizey yogunlugu

R0 | SRie . .. - Q,

= e P aad e . e P+ 3 bod)
olacaktir, sek. 67. 1 kiiresi gergekte topraklanmadigindan ve Q, yiikii-
I'Iﬁ ta&ld.lﬂ’lndx'm merkezine ikinci bir Q.l =S Ql o Q'g: Q] + kl Qz yﬁkﬁ‘

Sek. 67

nii getirmek gerekecektir. Bu yiik kiirenin yiizeyine o, = Q,"/4=a’ iini-
form yogunlugu ile daglacagindan 1 kiiresinin toplam yiizey yogunlugu
Q Q,

g =0y+0" =—%
- 191" fg? 4ra’

olacaktir. Benzer inceleme ile 2 kiiresi igin



U,=1%.; o %Sk,’cose

elde edilir (k; = b/d). 0 ags1 her iki kiire igin +2z— ekseninden itibaren
trigonometrik pozitif yénde ahinmaktadir. Q=—Q=Qvea=b=R
igin yogunluk ifadeleri

0y = _-“—4181"‘ (1+ 3k%cosb) , o, = —71;%3"(1—31’20053)

sekline girerler (k= R/d). Yogunluklar ve dolayisiyle alan siddeti en
yakin noktalarda (M ve N noklalar)) maksimum olacaktir. Bu noktalar-
daki alan siddeti icin yaklagik olarak £ — Q/dreq? — Uys/2a yazilabilir.
Kiireler arasindaki d — 2¢ araligina esit uzakhkta bulunan iki paralel
levha arasinda ayni gerilim altinda meydana gelen iiniform alan siddeti
E, ile gosterilirse

s 2 E
T d—2a ~ (d]2a)—1

Eq

yazlabileceginden d»a igin {iniform alanin daha zayif olacag: anlagilir.
Béylece iki kiire ile ayni gerilimde daha yiiksek bir alanin elde edile-
cegi goriilmektedir,

Kiirelere tatbik edilen gerilim verildigi takdirde yiikler

Un

A e

denklemi yardimiyle ve potansiyeller ise

#=(Pu—p)Q , 2= (P12—pn)Q

denklemleri yardimiyle hesaplanir. Meseld 2 kiiresi topraklanirsa @,=0
ve $,=Uy, olacagindan Q; ve Q, yiikleri

Vi=puQi+puQ,, O =p1Qi+pnQ;

denklemlerini ¢ézerek bulunur.

Iki kiigiik kiirenin alan1 hakkinda verilen bu kisa bilgiden sonra gimdi
kiiiik ve biiyiik kiire problemini gézden gegirelim. Sistem gek. 68 de gé-
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riilmektedir. Yaricapt R olan biyiik kiirenin yerine merkezinden 6=R?/d
uzakhgina getirilen Q,=~—RQy/d imaji konulabilir. Sayet biiyiik kiirenin

topraklandign farzedilirse (@y=0) kiigiik kiirenin potansiyeli

Qv
Q,y . A
12 7y /Qz R

f Q-Q
IvVk &
2

olur. Topraklanmig kiire kargisindaki kiigiik kiirenin kapasitesi igin

4nrea
Gt M=
d 1= (R/dy

yazilabilir.
Genel olarak biiyiik kiire izole durumda Qu yiikiinii tagiyacaktir.
Her hangi bir noktadaki potansiyel

Q (—1— - 5——1-) =5 z—i—(Qﬁ- §01) —:,"'

oldugundan, r;=a , 1= d—b , b=R¥d , r = d koyarak, kiigiik kii-

renin potansiyeli igin

L Ser g ool ot Q.
P17 Zxe [-;_?(_?—R’ d’)]o1+ 4zned

ifadesi elde edllir. Biiyiik kiirenin potansiyeli ise
Elektromagnetik Alan Teorisi F. 6
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. i
W ETnd =l

olacaktir. ¢; ve o, ifadeleri yardimiyle potansiyel katsayilari ve bun-
lardan da kapasite ve tesir katsayilari bulunur.

Q: = — Q= Q igin kondansatériin kapasitesi

Do ) 4xe
Tt O], T TR
c "in T—(R/dY |~ d

olur. R « d igin ifade iki kiigiik kiirenin kapasite ifadesine gevrilir.

Sayet kiirelerin yaricaplan aralarindaki uzakhga nazaran kiigiik de-
gilse sistemin alam ancak sonsuz sayida imaj yardimiyle hesaplanabilir.
Sek. 69 da iki biiyiik kiire sistemi gériilmektedir. Kiirelerin Q1 Ve @,
potansiyelleri bilinen degerlerdir. Yiikler icin

Qi =cn @+ e, = Qp + Qy s
Q=cn®1+cno=Qy+ Qp

yazlabilir. Qy ve Qy, 1 kiiresi ¢, ve 2 kiiresi sifir potansiyelinde iken
1 ve 2 kiirelerinin yiiklerini, Q;, ve Qy ise 2 kiiresi oy ve 1 kiiresi
sifir potansiyelinde iken kiirelerin yiiklerini gostermektedir. Sis-
temin alam bu iki statik denge durumunu siiperpoze ederek elde edi-
lebilir.

=
I
1

s

Sek. 69
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@, =0 iken 1 kiiresinin merkezine

/== 4meR 9

yiikiinii koyalim. Eger bu kiire uzayda tek bagina bulunsayd: bir Cou-
lomb alam meydana getirecek ve kiirenin disindaki alan ¢ =¢/4mer
potansiyel fonksiyonu yardimiyle bulunacakti. ¢, yiikiiniin getirilmesine
ragmen 2 kiiresinin potansiyelini sifirda tutabilmek igin bu kiirenin mer-
kezinden

Ry?

=—g =nkR (n = Ry/d)
uzakhgindaki noktaya
e =
P:-—'——ar‘h——ﬂ‘h

imajim getirmek gerekecektir. Fakat p, yiikii 1 kiiresinin potansiyelini
degistireceginden, bu kiirenin potansiyelini ¢, degerinde tutabilmek Igin
merkezinden

R?.
by = _d-_}ﬁ = "1—_;%131 (m=Ry/d)

uzakliginda bulunan noktaya

Wiy R
9= d__31P1 — l—-n’q‘

imajim getirmek icap eder. Bu yiikiin tesirini kompanze etmek igin 2
kiiresinin icine ve
Ry n (1—n?

s ;] -
B = d—by 1—m*—n?

2
uzakhgina
D e em— — — .—m—n-_-——
Py =5 kR s %

yiikii getirilir. Bu yiikiin tesirini kompanze etmek igin de 1 kiiresinin
igine ve



R m (1 —m?*— n?)

63:d~82== (1 —n?)? — m? B

uzakligina

R; > mzﬂz
Ty 06 === d_azpi Ta (l_n:e)?_m2 %

yiikii getirilir. Béylece devam ederek sonsuz imaj yiikii elde edilir. An-
cak imajlar gittikge kiigiileceklerinden hesaplari bir ka¢ imaj aldiktan
sonra keserek pratik bakimdan tatmin edici bir sonuca varilabilir,

?1=0 denge durumu igin benzer hesaplar yapilir. Baglangicta 2
kiiresinin merkezine

P =4me Ry,
yiki getlrilir. Imajlarin degerleri ve yerleri

b'=mR,, n=—mp/

r n ’ L
By = [ Ry, pf= j e gy

. m(1—m? 5 m’n -
b! 1=ni—nt Rl » Gyi=— 1—mi—rd P1

olacaktir.

Gauss teoremine gore kiirelerin yiikleri imaj yiiklerinin toplamina
eslt olacaggindan birinci dengede (9, = 0) 1 kiiresinin icindeki yiikleri
toplayarak Q,, yiikii ve ¢, =1 icin ¢,y katsayisi bulunur. Béylece

m'n?
(1__"2)2_,“2 +.. ]

ey = 4me R, [1 + = +

elde edilir. Birinci dengede 2 kiiresinin i¢indeki imaj yiiklerini topla-
yarak Qy yiiki ve 9,=1 igin ¢ = ¢y katsayisi bulunur :



2
c,,=—-41teR1[n + ﬁi"—;‘-——+...].

1—m?—n?

Ikinci denge durumunda (p,=0) 2 kiiresinin i¢indeki imajlan toplaya-
rak Qy yilkii ve @, =1 igin ¢ katsayist bulunur :

2.2

= — . R :
Gn-—mk;[l'{'l__mz +(1~*r97£n2 _1‘--.]

Sistemin alam iki imaj serisindeki noktasal yiiklerin Coulomb alan-
lanim siiperpoze ederek bulunur. Yukarida da belirtildigi gibi buanun
igin biitiin imaj yiiklerini almaga liizum yoktur.

m ve n degerleri kiigiik olmadik¢a hesaplan yukaridaki formiillerle
yapmak elverigli degildir. Hiperbolik fonksiyonlardan kaydalanarak da-
ha kullamsh formiiller elde edilebilir. Simdi bu formiilleri bulalim. 1
kiiresinin icindeki n yinci imaji g. ile gosterelim. Bu kiirenin baglangig
yitkii g;=4neRyp; olacakhir. g, yiikiiniin 2 kiiresindeki imajim p. ile gos-
terelim. Bu imajlarm 0; ve 0, merkezlerinden uzakhiklan b, ve 8, dir.
Béylece

R R
Pa=— d‘-'bn qu ’ Bn d—'ba ] (ﬂ)
= R, e R__iR?
Gu1= a—8. Pe = d(d—b.)—R;? ELI (4)
R RHd—b) Ry Gatr (g
b R R

yazlabilir (;=0 dir). (6) ve (¢) arasinda d—b, yi yokederek

Qa =2 bu+ ld Qn Rg

o+ T R?2  Gun R,

ve bu ifadede n yerine n—1 koyarak

Go—1 byd  Ga __81
« " K &« R @

denklemi bulunur. Nihayet (b) ve (d) arasinda b, yi yokederel;




1 i 1 " d’—R*—R}? 1
In41 90— R\R, 9

seklindeki lineer diferens denklemi elde edilir. Ayni denklemin 2
kiiresinin igindeki p, yiikleri igin de cari olacag: kolayca gériilebilir.
Diferens denkleminin ¢éziimii

-~ 1
LRt ¥ o/ P W1 e, v

seklindedir ve A

- @—R?—R7
Chi = £ R R

denklemi ile bulunur. A ve B sabitlerini bulmak igin ilk iki imajdan
faydalanarak

A ChA+BSh) = -1 ,

A Ch 2x+35h2x=—1—(& +2Ch }.))
91 \R,

denklemleri bulunur. Bu denklemleri ¢ozerek

A='————1—'—'B= Rz"'RlCh)u
4me R. L2 4TC£R1R3€P1 Sh A

elde edilir. Béylece ¢, icin

3 4ne Ry R, ¢, Sh L
= "R, Sh m\+R, Sh (=) %

ifadesi bulunur. 1 kiiresindeki yiikleri toplayarak @, =1 igin

6y =4me R, Ry Sh xz: [ R: Sh n ) + R, Sh (n—1) ) ]“’

ne=1

elde edilir. ¢y, yi bulmak igin p, yikiiniin ifadesini bulmak lazimdir,
(@) ve (b) denklemleri arasinda d—b, yi yokederek :
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yazlabilir. Bu ifadede 9,.; ve ¢, yerine esitlerini koyarak

 4m R Ry Sh )
e dShnh

ve toplayarak ¢, = 1 igin

[=-]

=
o g Ry e SO 7 (Shnk)

d

=]

elde edilir. Simetriyi gozoniine alarak ¢z igin

c,,=4mR.R,thZ'l [R, Sh n ) + R, Sh (n—1)xr

n=1

bulunur.
Sayet kiireler egitse p = )2 koyarak formiiller sadelestirilebilir.

Zira
oo TR
Ch“’“ChQ‘\/ .

dir ve R,=R,—R koyarak

ey= ¢ = 4meR Sh Z" [Sh@n—1uT?,

=]

¢p = — 4meR Sh 2 (Sh 2np)""
n=1

ifadeleri elde edilir.

Sayet R,— <o olursa 2 kiiresi sonsuz diizlem haline gelir. Bu durum-
da d vzakh@ da sonsuza giderse de d—R,=h sabit kalir. Boylece sek.
70 de goriilen sistem elde edilir. Bu sistemde m—0, n—>1, Ch A=h/R
ve



m

alinabileceginden
R

—_—

1—n a o

c“=41=eR(1+ o +

4R Sh ) z: (Sh nh)™

n=]

—R? + .. .):

elde edilir. ¢;;=—c,, olacagn da kolayca gésterilebilir.

Sek. 71 de gériildigii gibi kii-
relerden biri digerinin icinde bu-
lundugu takdirde de hesaplar ben-
zer gekilde yapilir. Bu durumda
p imajlar1 2 kiiresinin diginda bulu-
nurlar. p,—0 dengesi i¢in imaj yiik-
lerinin degerleri ve yerleri

Gr=4neRyp; , by=0
Pi=—nq ’ Bl“’nRz

mn

m
fh=—7—02% > 5z=‘_'1j;§R:

olur. Boylece

3

—e

1_
>

R R R

Sek. 70




631:41ER1 []"‘" — mznz + g .] ——

; e Sl o

4meR,R, Sh % Z[R, Sh 7k — R, Sh (n — DA]
n=}

bulunur. ¢;= —¢,; dir. Kiirelerin yiikleri igin
Qi=cnl(®1—y)
Q=—cuPrtent=—Qi+(en—en)py—— Q1 +Q’

yazilabilir. Digtaki kiirenin i¢ yiizeyinde —Q; yiikii (tam tesir) ve dis
ylizeyinde ise Q' yikii bulunur. Digtaki kiire topraklandign takdirde
Q=0 olur. ¢y katsayisi sistem igin dnemli degildir.

Iki kiire sisteminde kiirelerin yiikleri ve meydana gelen alanin gid-
deti potansiyel degerlerine baghdir. Sayet o,=U ve 9,=0 ise Q;=c, U,
Q,=cyU olacaktir. Buna karsihk ¢,=0 ve ¢,=U iken Q;=cpU ve
Q;=c,U olmaktadir. Eger @, =—g,—=U/2 alimirsa

Qi=(en—c) o Qu=loy—2) =

olur. Kireler esit oldugu takdirde c¢;;=cy olacagindan Q;=—Q,=Q
sonucu bulunur. Yani kiireler egit ve zit isaretli olarak yiiklenirler. Sis-
temin kapasitesi C—=Q/U seklinde bulunur.

Esit kiireler i¢cin m=n=R/d=0,2 alarak hesaplar yapilirsa, yalmz
iki terimi go6zonine alarak

Qu=104q; , Qu=—02p, Qu=—02g,, Qun=1,04p,
bulunur. Kiirelerin yiikleri ise

Q: = 1:0491 Ehi 0;2}’1 ' Qz - 0a2‘h + 1,04p,

olur. g;=4neR ¢; ve p, = 47z R ¢, dir. Sayet ¢, = — ¢,— U/2 alinirsa
pr=—q ve Q=—Qi=Q=1,249;,=—2,48 ne RU bulunur. Sistemin
kapasitesi C = Q/U=2,48 nc R olacaktir. Halbuki kireler arasindaki
uzaklik yarigaplara nazaran ¢ok biiyiikk oldugu vakit (d»R) kapasite
C=72ne R degerini almaktadir. Béylece kiireler yaklaginca kapasitenin
arttign anlagilir.



90

Simdi R/d = 0,2 oram i¢in maksimum alan siddetini bulahm. Alan
siddeti kiirelerin en yakin noktalarinda, yani P; ve P, de, maksimum de-
gerler alir, sek. 68. lki denge durumundaki noktasal yiiklerin meydana
getirecekleri alanlar bu noktalarda hep P; P; dogrultusunda olacakla-
rindan bileske alan giddeti kolayca hesaplanabilir. ¢; = 0 denge duru-
munda, hesaplarni n = 2 ye kadar yaparak, ¢, = — ¢, = U/2 igin

¢ =2meRU , q,=004179, , b=0 , 5,=0,2083R
pi=—029, , p,=-—0,0087¢, , B6,=02R , B,=0,2087R
bulunur. ¢; = 0 denge durumu igin
p1=—2nmeRU=—¢,, p'7=—0,0417¢,, B§;=0 , B’7=0,2083R
9'y=0,29, y 9,=0,0087¢, , &=02R , b,=0,2087R

elde edilir. ¢ lerin hepsi pozitif ve p lerin hepsi de negatif oldugundan
alan giddetleri hep saga dogru ydnelecektir. 1 kiiresinin igindeki nok-
tasal yikler mesela P; noktasinda

1 0,2

0,0417 0,0087
4re (0,8R

{©,7917R) T (0,7913R)*
alanmm ve 2 kiresinin igindeki yiikler ise ayni noktada

o 1 0,2 0,0417 0,0087
5= [(o 87 T O76d¢ T 75827 T . 7582:1)’]

alanin meydana getirirler. Bu iki alan siddetini toplayarak maksimum
alan giddeti igin

ke U
Enu=3,68—1— = 0,736 4

bulunur. Sayet kireler yekdigerinden ¢ok uzakta iseler Ene=0,5 U/R
olacagindan kiireler yaklaginca, ayni gerilimde, alanin daha giddetli
olacagn anlasihr. Levhalar arasindaki uzakhk d — 2R = 0,6d ye, yani
P, ve P, arasindaki uzakhiga esit olan paralel levhah kondansatérdeki
iniform alan siddeti £,= U/0,6d =0,334 U/R olacagindan kiire siste-
mindeki alanin daha giddetli oldugu goérilir.
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Iki kiire tertibinden yiiksek gerilim tekniginde &lgii maksadiyle fay-
dalambr.

19 — Toprak yiizeyi civarindaki kiigiik kiirelerin alam incelenecek-
tir.

Bu problem de kiirelerin topraga nazaran imajlanm alarak incele-
nir, sek. 72. Sistemin potansiyel katsayilari

=.#__(_1____1._ SERLE L)
i 4me | ri ok )’ Pk = 4ne | ra ri

Q
1 , S .. .
i @an
-
n ".0
/LY /’/'///_///////////////.
i o 4, 4r
{‘L‘}n‘
"f k. ¥ o
3k S ~@n
Fa‘ r\:t'}gf
Sek. 72

potansiyelleri
@1=P51Q1+P-:Qz+ oo Pin Qa
olacaktir. (i=1,2, .... , n). Her hangi bir noktadaki potansiyel

N
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olacaktir. Eger potansiyeller verilmigse yiikler yukaridaki denklemleri
¢ozerek bulunabilir.

Sek. 73 de goriilen kiire-toprak sisteminde kiirenin potansiyeli

ST L e
lp‘=“U“'41'|:e(?' 26)

dir. Buradan kiire ile toprak arasindaki kapasite igin

c= dma
1 a

Ak

bulunur. Kiire tek basina iken kapasitesi 4nea oldugundan, topragin ka-
pasiteyi biyiittiigii anlasilir. Bu ifade A>a igin C~4nea sekline girer,
Sistemin alani, sifir potansiyelindeki diizlem kargisina getirilen noktasal
yiik gibi incelenir . Kiirenin yizeyindeki yiik dagihgi, daha énce iki
kiigiik kiire icin bulunan ¢, ifadesinde Q=—Q,;=Q koymak ve endis-
leri gézéniine almamak suretiyle elde edilir. Boylece yogunluk igin

Q

0= =
4na®

(I—Sk’cosﬁ)

bulunur (& = a/24).
Sek. 74 de gériilen iki kiire icin

26,

%2

f‘a &, ?80
SIS SRS 7, '////,T'/ VIO T TES

: ok
& Bt s B

{ L -4 27T
G\_Y .
= S N

Sek. 73 Sek. 74




olacagindan sistemin kapasitesi igin
4me

1 1 2 1 1 /5l
(;+F—_"-12_)_(2}11 * 2h, 3 "n)

s

bulunur.

20 — Topraga dik ve paralel olarak yerlegtirilen iiniform yikld
tellerin (cubuklarin) kapasiteleri hesaplanacaktir (diisey ve yatay anten-
ler).

Q yiikiinii tagiyan rotasyon elipsoidinin potansiyel fonksiyonu igin,
daha énce goriildigi gibi

5 =) Q z+c+r1
? = Brec !nz—-c-}ﬂ-,

yazlabilir, sek. 46. Espotansiyel yiizeyler rotasyon elipsoidleridir, sek. 75.

i
4’—_"_““'\ o AR
S—2 4 2

i e

lp———— 2C — =
2a
Sek. 75

Elipslerin kiigiik yan ekseni ¢ok kiigiik oldugu takdirde, yani a=c ah-
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nabildigi vakit, egpotansiyel yiizeyler yaklagitk olarak uglart yuvarlak
silindirler haline gelirler. Béyle bir elipsoidi, silindirik bir iletkenin es-
degeri olarak kullanmak kabil olur.

Sek. 76 da 2¢ uznnlugundaki iiniform yiikli ¢izgisel yik sifir po-
tansiyelindeki diizleme (toprak) dik olarak yerlestirilmigtir. Topragin

£i
} P(p.2)
b
/
2
s
/]
/]
7
1
'/'
/] £
e / :
c c /]
/] sab.
e —
/’
ol
4

Sek. 76

tesirini hesaba katmak igin cizgisel yiikiin imajim alalim. p— ekseninin
orijinal yik i¢in A+c kadar sola ve imaj yiiki icin ayni miktar kadar
saga kaydigin1 gozéniine alarak P (p,z) noktasindaki potansiyel igin

— Q (|pz=hetetry | zthetetr
? = Brec z—hy—c+r', z+hg—c+r"y

ifadesi elde edilir. Egpotansiyel yiizeyler artik rotasyon elipsoidi degil-
dir ve topraga yaklagtikga bozulma artar. Bununla beraber cizgisel kay-
nagin yakinlarigda elipsoid geklinden uzaklagma o kadar biyik degil-
dir. z=0 diizlemi (toprak) sifir potansiyelindeki espotansiyel yiizeydir
(yukandaki ifadede z—0 koyarak ¢=0 oldugu gdriilir). Uzunlugu / ve
z—h, noktasindaki ¢ap1 d olan egpotansiyel yiizeyle intibak eden bir
telin kapasitesini yaklagik olarak géylece bulabiliriz: /3> d oldugunu far-
zedelim. P(hy,p) noktasindaki potansiyel
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i Q | e+ Ve + ¢ o 2hy + ¢ + \ft;"'_+_(2_h;|—c)£]

Brecl —ctyel + ¢ 2ho— ¢ + Vot (Zho—0)
dir. Tele yakin olan noktalarda ¢ gok kiiciik olacagindan bu ifadeyi

Q .2 fak—c

e ooy

4rec e V2h +c

seklinde yazabiliriz. Boylece p=d/2 koyarak telin potansiyeli i¢in

Q 4 [2hy—c
%= Tme " d V37 Fo

elde edilir. Potansiyel ifadesinde 9o=q, ve p=0 koyarak ¢,=sab. yi-
zeyinin z—eksenini kestigi z; ve z, noktalar1 bulunabilir. Telin uzunlu-
gu z,—z,=I olacaktr. [»d oldugu farzedildiginden [=~2c ve Ay=h+c

alarak
e L ol AR
®= g "gVar+ 3

yazilabilir. Buradan telle toprak arasindakl kapasite igin

2 mel

o 2 \/H-FT
d Var+3l

C=

ifadesi balunur. Biiyiikk & degerleri i¢in bu ifade

2ne l

ln—z-l—
d

0

sekline girer. Bu ifade telin tek basina kapasitesini gosterir.
Sayet ~ ¢ok kiigiikse bu sefer

yazmak kabil olur.
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Bir telle toprak arasindaki kapasitenin yarisi iki tel arasindaki ka-
pasiteyi verecektir. Zira teller arasindaki gerilim 29, dir. Ayni sonucu
seri bagh olan toprak kapasitelerinin esdegerini hesaplayarak da bula-
biliriz.

z=0 diizlemi boyunca ry'=r,"=\A?+-0? ve r'y=r/=\/(k + I} + o*
olacagim gozoniine alarak, toprak yiizeyinde tesirle meydana gelen yiik
dagihs: icin

a'.:—-g(ai) =__Q_[_L_ £ L ]
9z |,—o 2nl |\ R21p? ViRFI+g?

bulunur. Alan siddeti ise £, = o/¢ olacaktir. Yogunluk ve alan siddeti
p=0 icin maksimum olurlar ve

e L ]

% b
dir.

Sek. 77 de gériilen yatay tel igin su sonuglar elde edilir:

F'(Xme)

\ -
\-\___‘_—_
T77R77 777777777 7] 77 777 7%

y v
# ] e

e

Sek. 77

Sistemin alaninda artik eksenel simetri yoktur. Orijinal yiik ve |
imaji P(a,y,z) noktasinda
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s Q [lnx + ¢+ V (x+ )’ +(y—h)*+2
Brec | x — o+ Vil — P+ y—h)+7
Y&

3N

n

a+e+Vix+ P+ (y+ h)’-i—_z“J
x —c + \V(x — e +Hly+h)Y+7
potansiyelini meydana getirirler. Cizgisel kaynak yakinlarinda egpotan-
siyel yiizeyler uclan yuvarlak silindirler haline geleceklerinden béyle
bir yiizeyi, uzunlu [ ve gap1 d olan bir telin esdegeri olarak kabul ede-
biliriz. P(0,A+p,0) noktasindaki potansiyel i¢in

—— Q [lnc +Vete? et Vel + (2h +ﬂ‘]

~ 4mee g 2h+p

yazilabilir. p ¢ok kii¢iik oldugu takdirde bu ifade
Q 2c 2h

=S

= mc " b c+yET AR

sekline girer. o = d/2 koyarak / uzunlugundaki yatay telin potansiyeli
igin
Ly e R , h*
w=g G — ey
dnec d o+ \jce_,_m’z Lk

bulunur. Potansiyel ifadesinde 9 =, ve y = h, z = 0 koyarak @,=sab.
espotansiyelinin y = & dogrusunu kestigi noktamin x==1[/2 absisi elde
edilir. I»d oldugu takdirde 2c = [ alinabileceginden

T 2l d | 4 \PF (4R
ve
el 2mel
g 21 4h

T TR, il
" VBT @y

elde edilir. Iki paralel tel arasindaki kapasite bunun yansina esit ola-
caktir. Sayet (44)*>[* ise kapasite yaklagik olarak

2mel
4h

In
d

C=

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 7
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formiiliiyle hesaplanabilir.

21 — Toprak yiizeyine paralel olarak yerlestirilen iiniform yiiklii
toroidin alam incelenecektir.

lik énce toroid uzayda tek basina bulundugu vakit kepasitesini
bulahm. Daha énce gériildiigii iizere, « yanigaph dairesel halkamin po-
tansiyel fonksiyonu
Q
= — —— K(k
i V22 + (a + p)? ®

seklindedir, sek, 16. Sek. 78 de dairesel kesitli toroid gériilmektedir.
Sayet dy«a oldugu farzedilirse toroidin alam g¢izgisel kaynagin alam
gibi incelenebilir. Toroid yiizeyindeki potansiyeli bnlmak icin mesela
z =0,p = a + ry, noktas: segilirse

F4
=272,
o

2g . ——

|
Sek. 78

__4ala+7rg) _
% (2ﬂ+fu)2 &

olur. K (1) degeri simirh olmadigindan &* modiilii yerine

k2

kz = (p_a)2+ z!

kt=1—
(o+a)?*+2*

modiiliinii kullanmak elveriglidir. Bu yeni modiil yardimiyle eliptik in-
tegral icin K=In (4/k") alnabilir. Toroid yiizeyinde

g ety (.‘1)2
(2ﬂ = ?‘b)z 2a
yazilabileceginden eliptik integral igin K = In(8a/r,) bulunur. Boylece
Q yiikiinii tagiyan toroidin potansiyeli igin

Q 8a

P =~ tea lna

elde edilir. Toroidin kapasitesi ise
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2na 2mel

e 71
In — In — —
rg ™ Iy

olacaktir (/=2za , toroidin uzunlugudur). Bu ifade, daha Gnce rotasyon
elipsoidi i¢in bulunan ifade ile karsilastinhrsa yalniz logaritmadaki 4/=
faktérii bakimindan bir fark bulundugu anlagihir.

Sek. 79 da toprak yiizeyine paralel olarak yerlestirilen toroid gé-
rilmektedir. Topragin tesiri, toroidin imaji yardimiyle g6zonine alina-
bilir. Her hangi bir noktadaki potansiyel i¢in

GMEE STOaR . ol
2% | Jz—hP+@+e  V(th+@ter
elde edilir. K(k;) ve K(k,), modiilleri
k2 4ap dap

= 2 =
: (z—AP+(a+p) ’ ks (z + AP+ (a+p)
olan birinci nevi komple eliptik integralleri géstermektedir.
2

=27,

i
s

2“

77777777777 7o V7777777 7777717 7

#

:""."""""'_"”-_”"'_"r"‘r\os

- — e —t ———

Sek. 79

Toprak yiizeyindeki yogunluk ¢ =—¢(39/d2).-, denklemi yardi-
miyle hesaplanabilir,
Toroid kendi yiizeyinde
== =q In .
b 4r%a 7o

potansiyelini meydana getirir. p~a ve z = 2h alarak imajin toroid
yiizeyinde meydana getirecegi potansiyel icin
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Q 1 K(k)
2n% \[4q2 1 4k?

o=-

bulunur. Modiil

1

& 5e
e 1+ (Ah/a)?

dir. Boylece toroidin potansiyeli icin

e N
n=eto=g| 5~ e <)

bulunur. Toroidle toprak arasindaki kapasite C=Q/g, olacaktir. ki pa-
ralel toroid arasindaki kapasite ise bunun yarisina egit olur.

22 — Q, ve Q, yiklerini tagiyan iletkenler bir telle birlestiriliyor.
lletkenlerin yeni yiikleri ve ortak potansiyelleri hesaplanacaktr.

lletkenlerin ilk potansiyelleri

O =rmQ+prnQ , 9=puQ +pyQ,

dir. Ortak potansiyel ¢ ile ve yeni yiikler ¢, ve ¢, ile gosterilirse bir-
lestirme telinin yiikiinii imal ederek

nt+a=0+Q=Q
P=pugi+Pet2=rPuqit+ Pud

yazilabilir. Bu denklemleri ¢ézerek

¢ = o'y ORI 45 E Q , gp= - Pu="Piz__
Putpa _3’:2 f Putpa—2pn

ve

o =P1lP2=Pu) +Pulpn—pu
Pu+ Pa—2py

bulunur. p;; ve py katsayilan p,; den biiyik oldugundan ¢, ve g, yiik-
leri Q yiikiiniin igaretinde olurlar. Eger p,, = p:, ise (1 iletkeni 2 iginde)
¢ = 0 ve ¢ = 9, olacaktir.



101

Hesaplar ¢ katsayilan yardimiyle yapilirsa
=(ntew)e , 9= "(cnten)o

ve 9; + 9= Q denklemleri yardimiyle

= (en + cp)pr+ (e +c1a)9e
en + en + 2ep;
ve

L e e

92 cnten

bulunur. ¢;;= — ¢, igin (1 iletkeni 2 icinde) yine ¢, =0 ve @=q, elde
edilir. Eger tesir katsayilan cok kiigiikse ¢;;—C; ve ¢ =C, koyarak

oo CmtCo 4 _ G
G+G "9 C,

yazilabilir. Sayet C, > C, ise ¢, ~ 0 ve ¢, = Q olur.

23 — Uniform alan igine sokulan iletken kiirenin ve iletken silindi-
rin alan iizerindeki tesirleri incelenecektir.

Imaj teorisinden faydalanarak bir elektrik alam igine sokulan ilet-
ken cisimlerin alan iizerine ve alanin iletkenler iizerine yapacay tesiri
inceleyebiliriz. llk 6nce iiniform alan igine sokulan kiiredeki durumu in-
celeyelim. Bunu, noktasal yiikii kargistha getirilen kiire yardimiyle elde
edebiliriz, sek.52. Kiirenin yiiksiiz oldugu kabul edilirse, merkezine
¢"=—q'=Rgq/d yiikiini getirmek gerekir. Kiire digindaki ¢ yikd, kiire
alan icine sokulmadan 6nce ve kiirenin merkezinin bulundugu yerde

B q
b= drea
alammi meydana getirir. Sayet bu yik kiireden uzaklagtinhr ve bu es-
nada £, alam simrhh degerde kalacak sekilde yiikiin biyidigi farzedi-
lirse limitde d - = ve 6— 0 olacagindan kiire igindeki noktasal yikler
bir dipol tegkil ederler. Diger taraftan noktasal yiikten ¢ok uzaklardaki
alana iiniform géziiyle bakilabileceginden, ¢ = 4ned?E, yiikii kire civa-
rinda E, liniform alanimi meydana getirir. Bu suretle iiniform alan icine
sokulan kiire problemine ge¢ilmis olacaktir. Kiire igindeki dipoliin mo-
menti p = ¢'b=4neR°E, dir. ¢>0 i¢in moment z-ekseni yoniindedlr. Boy-
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lece }0 alaninin kiireye nazaran imajinin momenti p olan bir dipol ol-
dugu séylenebilir.

Kiire digindaki potansiyel primer iiniform alamin potansiyeli ile di-
poliin potansiyelini siiperpoze ederek bulunacaktir. Uniform alamn potan-
siyeli 9, = — Eyz + k olacagindan kiire digindaki potansiyel igin, kiire-
nin potansiyelini sifir alarak,

3
(p*—-—-(% —r)Eucos 0

ifadesi elde edilir.

Kiire yizeyindeki alan siddeti ve yogunluk igin E.,=3E;cos 0 ve
o =3eEycos 0 bulunur. Béylece 6 =0 ve = noktalarinda alanin 3E,
degerine yikselecegi anlagilir. Sek. 80 de sistemin alam gériilmektedir.
Kiire yiizeyi gibi 8==/2 ve 3n/2 diizlemleri de sifir potansiyelindedir-
ler. Eger bu diizlemler yerine iletken yiizeyleri alinirsa, yanm kiiresel
¢ikintist olan bir diizlemin alani elde edilir. Potansiyel ifadesinde

—— | -

Y

Sek. 80

r cos 0=z koyarak diizlemdeki yogunluk igin

(e

bulunur. Alan siddeti ise
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En=(1_£i)5n

rd

olacaktir. r = R igin E,=0 olur (M noktasi) ve kiireden uzaklagtik¢a
alan E, degerine yaklagir. Kiire yiizeyinde ise 8 =0 icin alan ¢ kati-
na yiikselmekte idi (P noktas:), sek. 81.

Kiire yiikli oldugu takdirde, merkezine Q. yi-
kiinii getirmek gerekeceginden potansiyel fonksiyo-
nu

R3 )
Q= (? —r) E, cosd + f‘r::r

sekline girer. Qu=4me R Ox koyarak

R? \ R
Sek. 81 = (.;5 —r I)E'J cos 0+ g —

yazlabilir.

Uniform alan igine sokulan sonsuz iletken silindir problemi de ben-
zer sekilde incelenir. Sek. 58 deki silindir yiiksiiz oldugu takdirde ekse-
nine ) yiikiinii getirmek gerekir. Silindir getirilmeden &nce A yiikii ek-
senin bulundugu yerde

»
Ev=57cd

alanim meydana getirir. d—><° limitine gegilir ve bu sirada E, simirh
kalacak sekilde ) min biiyiidiigi farzedilirse silindir civarindaki alan
iiniform olur. Bu limite gegis esnasinda 6—0 olacagindan silindir igin-
deki imaj yiikleri bir cizgisel dipol teskil ederler. Bu dipoliin birim
uzunluktaki momenti m =0\ b==2mc R’E, olacaktir. A>0 i¢in moment
z— ekseni yéniindedir. Dipol, iiniform alamin silindire nazaran imajidir.
Béylece ekseni iiniform alana dik olarak yerlestirilen yiiksiz silindirin
digindaki potansiyel igin, silindirin potansiyelini sifir alarak,

.Rg \
s g —-p)Eocos b

elde edilir.
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Silindir yiizeyindeki alan siddeti Ep =2E,; cos ¢ ve yogunluk
g = 2eEqycos ¢ olacaktir, Alan siddeti ¢ =0 ve = i¢in 2, degerine
yiikselir. :

Sistemin alam sek. 80 gibi ise de kiire i¢in alan rotasyon simetrik
(vani ¢ ye bagh degil) oldugu halde silindirde iki boyutludur (yani
z— ye bagh degil). Potansiyel ¢ — /2 ve 3%/2 diizZlemlerinde de sifir
olur. Eger bu diizlemler yerine iletken yuzeyleri alinirsa, yan silindirik
¢ikintist olan bir diizlemin alam elde ediiir. Diizlemdeki alan siddeti

21
E,z(l —'%)Eo

olacagindan p = R icin £, = 0 dir. Halbuki P noktasinda alan iki kati-
na g¢ikmaktadir.

Sayet silindir yiiklii ise eksenine ayrica A, cizgisel yiikiini getir-
mek gerekir. Bdylece potansiyel ifadesi

R?
[0} =(—p——p)£ocosqb + %;—Inp

sekline girer.

24 — Uniform ¢irgisel yiikiin topraklanmig kiireye tesiri incelene-
cektir, sek. 82.

d——-—____!’

Sek. 82
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Yogunlugu A olan cizgisel yiikin dg elemaninda dg=Adg yiikii bu-
lunur. Noktasal goziiyle bakilabilecek olan bu yiikiin kiireye nazaran
imaji d9’=—Rdg/d dir ve imaj yiki b=R*Vd*+-& noktasindadir. Boy-
lece kiirenin toplam yiikil igin

QF_R}“_.{!UE’_%"_ = —2R\In [—é—-l—\/(-?;r-i- 1]

bulunur. € d igin Qu = — Rg/d olacaktir (¢ = 2[}).




IV. DIELEKTRIKLER

11. Dielektrigin polarizasyonu.

Dielektrik veya yalitkan denilen maddeler iginde, iletkenlerde oldu-
gu gibi elektrik alanimin tesiriyle hareket edebilen serbest yiikler ya
hi¢ yoktur veya varsa bile sayilari ¢ok azdir. Bu sebeple iletkenin bir
noktasina konan yitk ¢ok kisa zamanda biitiin yiizeye dagildign halde
dielektriklerde dagilma ya hig olmaz veya ¢ok uzun bir zamana ihtiyag
gosterir,

Elektrik alanmi igine sokulan bir dielektrigin yiizeyinde pozitif ve
negatif yiikler belirir. Boylece dielektrik polarize olur, yani kutuplagir.
olaya polarizasyon veya kutuplagma ad: verilir. Bir bakima polarizas-
yon, elektrik alamina sokulan iletkenlerin tesirle elektriklenmesine
benzetilebilir. Bununla beraber gériiniirdeki benzerlige ragmen bu iki
olay birbirinden farkhdir. Tesirle elektriklenme serbest yiiklerin
hareketinden meydana geldigi halde, polarizasyonda bu gegit bir hare-
ket bahis konusu degildir. Polarizasyonda ortaya ¢ikan yiikler molekiil
ve atom yapisina bagh olan yiiklerdir ve bunlan iletkenlerdeki serbest
yiklerle kanigtirmamalidir. Polarizasyon yiiklerine bagh yiik adi da ve-
rilir,

Polarizasyonun atomik teorisine kisaca g6z atmadan o6nce yiiklerin
agirhk merkezini tarif edelim. Pozitif ve negatif yiiklerden meydana
gelen bir noktasal yik dagihsimn sistemden ¢ok uzakta meydana ge-
tirecegi potansiyel icin yaklagik olarak

1 Ri.r
B o i 1 al
P 41':81"2? ( + 72 )

yazilabilir, sek. 83. Sayet orijin Z‘?i El = 0 olacak sekilde segilirse po-

1
¢==4—ﬁrzt?l
:

tansiyel ifadesi
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seklini alr. Boyle bir orijine yiik dagihsimin agirhik merkezi denilir. Bu
ifadeye gore, ok uzaklardaki potansiyel, agirhk merkezine konulan

Zq; degerindeki noktasal yiikin potansiyeline egdeger olmaktadir.

Sek. 83.

G aglrhk merkezinin her hangi bir orijlne gore yer vektori

= 9iR;
RG i
g

olacaktir. Kartezyen koordinatlar xc, yc, z6 ile gosterilirse

Z‘?ix i Z?L‘}i z‘?i z;
i i -t 3

] 9G=' y Zg

Z % E % Z‘Ii

Xg—

bulunur. Sayet yiiklerin toplam: sifir yani

Eq,* = ;‘?i_

ise sistem icin bir agiwhk merkezi bulunamazsa da pozitif ve negatif
yiikler igin ayri agirhk merkezleri tarif edilebilir.

Bir nétr molekiilde yiiklerin toplam sifirdir. Agirhk merkezle-
rinin karsihkh durumuna goére molekiilleri iki gruba ayirabiliriz.
Poler molekiillerde pozitif ve negatif agirhik merkezleri iististe gelme-
diginden bu molekiiller, boyutlarina nazaran gok uzak noktalar igin bir
dipol gibi davramrlar. Mesela HCl, H,0, SO, molekiilleri poler gruba
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gier. Poler olmayan molekiillerde ise iki agirhik merkezi iististe gel-
idiginden bunlarda dipol karakteri yoktur. Bunlara 6rnek olarak H,;O,N,
mollekiillerini gésterebiliriz.

Poler olmayan molekiiller elektrik alami igine girince pozitif yiikler
alan yoniinde ve negatif yiikler ters yonde kayarlar. Béylece agirhk
merkezleri de kaymis olacagindan molekiil dipol haline gelir. Bu di-
poller tatbik edilen alanin yéniindedir. Dipollerin meydana gelmesini so-
nuglayan kaymalar, dielektrigin bir tarafinda pozitif ve diger tarafinda

E:= (s " o . t—E{.
ey Ay Vﬁ%
(a) - (_b) 2
Sek. 84

negatif yiiklerin belirmesine sebep olur. Olay, bir kayma polarizas-
yonudur.

Dipol karakterinde olan poler molekiiller elektrik alamnin igine gir-
meden once, 1s1 hareketlerinden dolayi, dielektrik iginde birbirini kom-
panze edecek sekilde diizensiz bir dagihs: halindedirler, sek. 84a. Mo-
lekiiller alan igine girince dipoller dénerek dielektrik polarize olur, sek.
84b. Olay, bir yonelme (oryantasyon) polarizasyonudur.

Kayma polarizasyonu az ¢ok her dielektrikte goriiliir.

Baz1 sivilar elektrik alam iginde iken dondurulursa, alandan ¢ika-
rildiklar: vakit polarizasyonu muhafaza ederler. Bunlara elektret adi
verilmektedir. Elektretiere siirekli miknatislarin elektriksel benzeri g6-
ziiyle bakabiliriz.

Polarizasyon mekanik tesirler sonucunda da meydada gelebilir
(piyezoelektrik olay).

Polarizasyondan dolay: gekil degigsmeleri de ortaya g¢ikar (elektro-
striksiyon).

Polarize olan dielektrigin birim hacmindeki bileske dipol momen-
tine polarizasyon ad: verilir ve P vektorii ile gosterilir. Dielektrigin dV

hacmindeki dipol momenti ; ile gdsterilirse
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Fob
P =4y (55)

olacaktir, Dielektrigin dV/ hacmine, momenti P dV olan bir dipol goziiy-
le bakilabilir. Polarizasyonun MKSC — birimi C/m?¥ dir (p nin birimi
Cm dir).

12. Polarizasyon yogunluklar.

Dielektrigin dV hacmindeki dipol her hangi bir noktada

insk PdV cos o 1= (1)
o = - =)

T = P. grad

potansiyelini meydana getirir, sek. 85. Bu ifadede gradyamn, integras-
yon bdélgesinin koordinatlarina gore hesaplandifn kabul edilmigtir. V

PIXYE)

Sek, 85

hacmi iizerinden integre ederek potansiyel igin

Wikt SR e 1
°=7m [ P.grad(r)dl/

) .
bulunur. Diger taraftan

3. grad (1—) = div (2) el

| 6 r

yazilabileceginden, potansiyel ifadesi
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A1 epi 1 [divP
¢ = —4"T:£°—'fdlv (—r')dV— angﬂ—f —; -dV
Vv V

sekline girer. Birinci integrali diverjans teoremi yardimiyle yiizey in-
tegraline gevirerek potansiyel ifadesi

N 1 [divP
== 41'r£gf it 47;20/ r av
F v

sekline sokulabilir. Bu ifadede

B P Apaetiy B (56)
koyarak

LY 1 [o,dV
= mﬂj& F T [ v 67)
F 7

elde edilir. P, polarizayon vektériiniin yuzeydeki normal bilesenidir
ve pozitif normal yénii disar1 dogrudur. Béylece dielektrigin her hangi
bir noktada meydana getirdigi potansiyelin, yik dagihs: o, ve p, olan
bir sistemin potansiyeline egdeger oldugu anlagilir, g, Ve p, ye polari-
zasyon yogunluklari denilir,

Sayet P = sab. ise polarizasyon iniformdur. Uniform polarizasyon-

da p,= — div 3=- 0 olacaktir.
Dielektrik igindeki her hangi bir nokta ig¢in Gauss teoremini

div E: Pi-_ep_

seklinde yazabiliriz. Zira gerek serbest yiik yogunlugu (p) ve gerekse po-
larizasyon yogunlugu (p,) alanda rol oynamaktadir. Bu ifadede p,-:—div}’
koyarak

div (g, E -+ ;5) =3
yazabiliriz. Nihayet
D=geE4 P (58)
koyarak, kitabin baginda gériilen
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div sz

diferansiyel denklemi elde edilir. Statik alamn rot E=0 ve div D= p
temel denklemlerine bdylece, polarizasyonu belirten, (58) denklemi ek-
lenmis olmaktadur.

lzotrop bir ortam iginde polarizasyon alan siddeti ile orantih oldu-
gundan

P=XE=reX. E (59)

yazilabilir. Birimi F/m olan X ya mutlak elektrik siiseptibilite ve bi-
rimsiz bir say1 olan X, =Y%/s, a da izafi elektrik siiseptibilite adlan
verilir. (58) ve (59) yardimiyle deplasman igin

D=tl% + 1)E

yazilabilir. Bu ifadede
&=X.+1 (60)
koyarak :

D=rcgk =¢E
elde edilir. Bogluk igin e,=1 ve X, =0 dir. Son denkleme gére ¢, or-
tamin dielektrik ozelligini karakterize etmektedir.
Sayet ortam izotrop degilse (kristaller) D ve E vektorleri ayni yon-
de bulunmayacaklarindan B:e"E’ yazilamaz ve 5 = EOE + P bagintisi

daha genel olur. Keza bdyle bir ortamda Pile E de ayni yonde de-
gildir. lzotrop olmayan ortamda bir tek skaler ¢ sabiti yerine dokuz
bilegeni olan ey tansorii gelir deplasman ve alan giddetinin bilegenleri
arasinda

== ZEII:Ek (i,k=x,y,2) (61)
k

bagintilan caridir.

Bosluk icindeki alan sidtedi E, ile ve bosluk yerine dielektrik gel-
digi vakit ortaya gikan polarizasyonun meydana getirdigi alan siddeti

_I:.:, ile gosterilirse dielektrik iginde her hangi bir noktadaki alan gidde-
ti
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—

E=E, +E, (62)

olur. Ornek olarak, bogluktaki iiniform Eo alam igine ve alana normat
olarak sokulan dielektrik levhay: inceleyelim, sek. 86. Polarizasyon iini-
form olacagindan p,=0 dir.

Sinir yiizeylerindeki simr sarh eoE'o gE+P geklinde olacagindan
(62) yardimiyle

=—gk, , 0,=—¢gk (63)
bulunur. ;; = (g, — 1):{5‘ oldugunu gézéniine alarak da
Nty T
B £ n X S . (64)

elde edilir. Dielektrik i¢indeki alan bogluktaki alana nazaran e = X, 41
defa zayiflamaktadir (X, >0 , ¢ > 1). Sayet dielektrik yerine bir ilet-

ken alan icine sokulmusg olsayd: E=0 olmasi gerekeceginden, iletken-
lerin statik alanda e—>w olan bir ortam gibi davrandiklarim séyleye-
biliriz. Bununla beraber iletkenlerde &, simirli degerdedir.

Sek. 87 de goériilen paralel levhal kondansatérde levhalar arasinda
baglangicta bogluk bulundugunu farzedelim, sek. 87 a. Levhalar arasin-
daki iiniform alanin siddeti £, = o,/s, dir. Eger, sek. 87 b de goriildii-
gl gibi, levhalarin arasina & kalinhigindaki dielektrik tabaka sokulursa
E=E,+ E, denkleminde £E=EFE je., E,=0y/¢, ve E,= — o,/¢, koyarak
‘polarizasyon yogunlugu igin

1
O'P—_—Uo (1 __E:)
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bulunur. Polarizasyon yogunlugu kondansatérdeki yogunlukla orantili-
dir. &.>1 oldugundan ¢,<g, dir. Dielektrik yerine bir iletken levha so-
kuldugu takdirde o,=g, olacaktir.

b— =

G,

+ . % * + +

(o)
Sek. 87

Levhalar arasina dielektrik sokulunca kapasitenin biiyiiyecegi ko-
layca gorilebilir. Bosluk halinde gerilim U, = Eyd dir. Dielektrik araya
girince, o,—sab. kaldigim gozonine alarak oy—¢,E,=¢E, yazlabilecegin-
den E, =E, oldugu yani bogluk kismindaki alanimn degismedigi anla-
gihr. Buna karsihk dielektrik igindeki alan E—=E,/e,=(0,— P)/5, dege-
rini alacaktir. Levhalar arasindaki gerilim ise

-

U=E,,(d—5)-|—%8_—:uo 4 __;_ 5?1. ‘):"_E:d.l;s

degerini alacagindan kiigiilecektir. Kondansatériin kapasitesi birinci hal-
de C ile gosterilirse Q,=sab. kaldigindan

Gl el A
d &
olacagi ve dolayisiyle dielektrik sokulunca kapasitenin bilyiiyecegi an-
lagilir.
Sayet dielektrik, levhalarin arasindaki bdlgeyi tamamen doldurursa,
5=d olacagmm gdzoniine alarak
Uy

U:"—" ’ C=ErC0
&

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 8



114

bulunur. Yani Qy=sab. igin gerilimin ve alan siddetinin ¢, defa kiigiil-
melerine karsihk kapasite e, defa biiyiimektedir. Faraday, kapasitenin
biiyiiyecegini deneysel olarak tesbit etmistir.

Sayet dielektrik tabakasi, kondansatér bataryaya bagl iken levha-
lar arasina sokulacak olursa su sonuglar elde edilir. Levhalar arasinda
bosluk varken £, = gy/ey = Uyd dir, sek. 88 a. Dielektrik sokulunca
U,=sab. kaldigim1 gézéniine alarak

- l‘—_;:‘*
- 50 - + fo ?iﬂ:
S E T SR sl
+ = - t / -
LR
: : 4
N
U l_—(_.l{_ﬁ_-
| ]
—nje- 1’,llr_
() (b)

Sek. 88

U= Ed=Esd—8)+ 2

yazilabilir, sek. 88b. Bu ifadede E,’, bosluk kismindaki yeni alan sidde-
tini géstermektedir. Buradan

olacaktir. Béylece ¢ > o, oldugu anlagilir. Polarizasyon yogunlugunu



115

o, = —&k, yardimiyle hesaplayabiliriz. Bu suretle kondansatérdeki yo-
gunlugun c—oy=0,d/6 kadar arthig kolayca gésterilebilir. Bu yiik arti-
s1 batarya tarafindan kargilamir ve devreye bir ampermetre sokarak bu-
nu gérmek kabildir.

U,=sab. oldugundan C/C, oram igin yine
G g 1

- )

N\

sonucu bulunur.
d=38 ozel halinde
E'=Ea y T=E0, , ﬂ'—a‘):(sr‘-l)ao:UP y C=£|-C(|
bulunur.

Sek. 89 a da dielektrik iginde ve ekseni alan yoéniinde olan uzun ve
ince bir silindirik bogluk gériilmektedir. Silindir yeter uzunlunlukta alin-
dig1 takdirde tabanlarindaki polarizasyon yiiklerinin tesirini ihmal et-
mek kabil olacagindan, simir sarti yardimiyle E,=E bulunur. Boylece
ince ve uzun bosluktaki alamin dielektrik i¢indcki alana esit olacagn
anlagihr.

Sek. 89

Sek. 89 b de ise alana normal olarak yerlestirilen disk biciminde-
ki bogluk goriilmektedir. Sayet diskin yarigapinin kalinhgina nazaran
cok biiyiik oldugu farzedilirse simr sarti yardimiyle Di=D (Ei=D/e))
bulunur. Béylece disk igindeki deplasmanin dielektrik icindeki deplas-
mana egit olacag: anlagilir.



116

Asagida dielektriklerle ilgili olarak gesitli alan problemleri g6zden
gegirilmigtir,
Ornekler :

1 — Eksen yéniinde iiniform polarize dielektrik silindirin eksenin-
deki alan hesaplanacaktir, sek. 90.

k T
"'6'p_ ﬂ(f M 7 I

f-—z—-l——(—i e
e o

Sek. 90

Eksen istiinde her hangi bir noktadaki alan, yogunluklan o =P
ve —g,——P olan disklerin alanlaninin bilegkesi olacagindan 0<z<!/
icin (silindir icinde)

£=~—J?—(1— < )— P[1—-£’- }:
TR TR ) & T Veos

o s
= _h T.—2—Eﬂ- (cos o, -+ cos a,)

bulunu'« z >!' vVE z < 0 ic,in
E,, = * —+— (cos a;—cos o)
250 .

elde edilir. Pozitif isaret z > / igin ve negatif isaret ise z<0 igin ali-
nir.

2—3Sek. 91 de dielektrik sabiti ¢, olan ortam igindeki ¢ noktasal
yiikiiniin alam incelenecektir. lki ortam birbirinden sonsuz genislikteki
diizlemsel simr yiizeyi ile aynlmistir.

Alami  imaj metodundan faydalanarak bulalim. g ortam: icindeki
alamin ¢ orijinal yikii ile dizleme nazaran simetrigi olan ¢" imaj yiiki
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s

% <
_/ J
e

Sek. 91

tarafindan ve ¢ ortam icindeki alamin da orijinal yiikiin bulundugu
noktaya getirilen ¢ yiki tarafindan meydana getirildigini farzedelim.
Iki ortam icindeki potansiyeller igin

e N A, A
P = 4ne, (r, i rg) » P27 neyr,

yazilabilir. Simr sartlari

e &) — . [892
(91):—0=(92)20 : al( 9z |, _, pa s 0z )x—.o

yardimiyle yazilan
g+y==9¢ , 1—-9=7¢
2

denklemlerini ¢dzerek

a8 v 282

’-:'f‘fz(? 20 &€ ?

bulunur. ¢ ve ¢” yiiklerinin ayni igarette olmalarina karsihk ¢" yiiku

g, >¢g igin ¢ ile ayni isaretli ve g <s, icin ters isaretli olur. Sek. 92 de
alan sekli goriilmektedir.

9=

q yiikii hava iginde bulundugu takdirde g, =g, ve g =¢. g alarak

yo A==t T
E¥ge 1 TRt
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bulunur. Bu durumda ¢ ve ¢’ yiikleri ters isaretlidir.

T

Sek. 92

q yiikiine tesir eden kuvvet igin
P o @)@
4mey(2a)’ 167e,(e; +-¢5)a’

ifadesi elde edilir. &>¢g igin F kuvveti pozitif olacagindan ¢ yiikii diiz-
leme dogru cekilir.

& =&=c¢ i¢in iki ortam bir ortam haline geger ve ¢’=0, 9" =q olur.
§=¢ Ve g—>0 igin ¢"=—¢ ve ¢"=29 bulunur. ¢ ortam igindeki alan
egit ve zit isaretli ¢ ve —q yiikleri yardimiyle elde edilir. g;—> oldu-
gundan 29 yiikiiniin bu ortamdaki alam sifir olur. Alan, iletken diizlem
kargisina getirilen noktasal yiikiin alamdur.

3 — Her hangi bir alanin dielektrik diizleme, dielektrik silindire
ve dielektrik kiireye tesiri incelenecektir, sek. 93.

Sek. 93 de z > 0 bélgesindeki yitk dagilisinin g ortam icinde mey-
dana getirdigi primer potansiyeli p=¢ (x,y,2) fonksiyonu ile gésterelim.
z<<0 bolgesi ¢, ortam ile doldurulunca primer potansiyel dagihsi degi-
seckktir. e, ve e, ortamlarindaki yeni potansiyelleri



119

%=‘P(x.y-z)+k1'v(x-y- —2z)
Pr=ky9(x,9,2)

seklinde gosterelim. 9(x,y,2) fonksiyonu

gibi ¢(x,y,—2) fonksiyonu da Ap =0 éZ ¢
denklemini saglar. k; ve k, katsayilarini
simir sartlarina uyacak sekilde tayin ede-
lim. Simr sartlarmin z=0 igin 9, =@

P
/
7
ve E:(W;;’Bz)=sa(atpg,f’az) seklinde oldu- 7 2
g

gunu gbzéniine alarak elde edilen

1+k‘:k1 ' 1-"k!=£—!'kz

&
Sek. 93
denklemlerini ¢ozerek
g3 <l =03 _ 2
s 6 +& / = g + &
bulunur. Sayet e, ahmrsa (iletken) k;—=—1 ve k;=0 olacagindan
o =0(x,y.2) —plx,y,—2) . ©=0

bulunur.
Yukarida incelenen problemde primer potansiyel

¢= = - e _,..‘;?T_ —
dre < +y* + (a—2)
oldugundan
Q= . __-q__ ——— Y - E_ —,
' dme P4y H(a—2)? g+ & 4ne/x?+y'+(a+t2z)
2¢
Py = — 9

T g+e 4neyy/ ii;?qa:zﬁ_

bulunur. Béylece g ortam: igindeki alamn ¢ ve q" yiikleri tarafindan ve
e, ortami igindeki alamin da ¢” yiikii tarafindan meydana getirildigi an-
lagilir,
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Sifir  potansiyelindeki iletken diizlem kargisindaki noktasal yiik
problemini de bu yoldan giderek kolayca ¢ézebiliriz. Primer petansiyelin

i —= —q —_— -
S Val+yi+(a — 2)?
oldugunu gé6zoniine alarak

9 1 1
T e e — e " :0
b [\/x“+y=+(a — 2. Vet g+ (at z)’] ik
elde edilir.
—...-a Sek. 94 de gériilen silindirik simir
&, yizeyi icin primer alanin iki boyutlu ol-

dugu kabul edilirse primer potansiyel
9¢(p,$) olacaktir. Primer alan £, orta-
mi i¢indedir. ¢, ve ¢, ortamlarindaki po-
tansiyeller icin

%3.¢),

Q1=0(p, b )+ky0 (

ek P2 =kyp(p, )

yazalim. o(p,¢) fonksiyonu gibi 9(R*/p,¢) fonksiyonunun da Laplace
denklemini sagladin kolayca goriilebilir. Sir sartlarinin p=R icin =0,
ve &(30,/dr)=¢, (3p,/dr) seklinde oldugunu gézdniine alarak k, ve
k, igin yine ayni ifadeler bulunur. Mesela +x—ekseni yoniindeki iiniform
alan igine sokulan iletken silindir probleminde primer potansiyel

= _'on:—EnPCOS ‘b
olacagindan

R3

Py ‘—=(; —p)Eocos ¢, 9=0
bulunur, |
Uniform alan icine sokulan dielektrik silindir icin, g,=g, (hava)

ve €, = gy, alarak
e—1 R?

Sy ;)éu cos ¢

‘T’lz( =g
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= 2 e 2EQI
?:——Er¢T509805 ¢ =

elde edilir. Silindir igindeki alan siddeti

E=—grad g = — gq:’T::f; i = sab.

olacaktir. Silindir icindeki alan tiniformdur ve primer alan gibi +x—ek-
seni yoniindedir. Deplasman ve polarizasyon vektorleri igin

D;=5;£2= ::Jﬂﬂ_{
B =D sbimle— Do B, = 2ol = D57

&+1

bulunur. Polarizasyon iiniformdur.

Sek. 95 de gériilen dielekirik kiire igin
primer potansiyel ¢ (r,0,d) olduguna gore ¢ [
ve &, ortamlarindaki potansiyeller igin

a=0(8 6)+k o(X0 ).

0=k o(r, 0, ¢)

yazilabilir. Zira ¢ (r, 0, ¢) fonksiyonu gibi
2
R ) (}%, 8, ¢:) fonksiyonu da harmoniktir.

r

Simir sartlarindan faydalanarak
PPN S Tar Y
kl_s a1 2 =2
TR T R\ de/or)r—=r
bulunur. k, =1+ k, dir. g, = = igin (iletken kiire) k;=—1, ky=0

olur. Uniform alan iine getirilen kiirede primer potansiyel @=—Eqr cos{
oldugundan
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m:(— --r)EucosB

elde edilir. ¢,=0 dur.
Uniform alan igine sokulan dielektrik kiire icin
g '—_Eg_ 3 £|
!3+281

bulunur. Béylece ¢,~¢, (hava) ve ¢,=¢,¢, alarak potansiyeller igin

r—1R3
q;l=(:r+2r—z—r)£'ucose.

Py =— a,+2E°r cosf

ifadeleri bulunur. z=rcos koyarak kiire igindeki alan igin

Ey=—— k_er+2 Eok

elde edilir. Kiire igindeki alan iiniformdur ve E,<FE, dir.
Sayet ¢;=¢., ve g;~¢, alinirsa (dielektrik igindeki kiiresel bosluk)

9 ( I=% Rs )Eocosﬂ

2% +1 2
Ny
P = 2Er+ i Eﬂz
elde edilir. Kiire igindeki alan
— el Ser —>

dir. Alan yine tiniform olmakla beraber bu sefer E, > E, dir.

Sek. 96 da ¢, =g , g, =¢k igin alan gekli goriilmektedir. Kiire
igindeki polarizasyon igin
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_-‘“\/

[
__”"/\‘--—

Sek. 96

P=(e, — 1)Eogz=§eq_(::' _:;) E,

ve polarizasyon alam igin E’, ='E'u +E‘, yardimiyle

-
- — P
il

EP _= Eg - Eoz'-' 3£o
elde edilir. Kiire yiizeyindeki polarizasyon yogunlugu igin

W g _3eole—1)
a',_P,_P.n—Pcosﬂ L E,cos @
bulunur.

Dielektrik kiirenin digindaki potansiyel fonksiyonu incelenirse kii-
renin, merkezine getirilen ve momenti

4___ Eo(er e 1) . =
p-—-4'ﬂR3 __-_—Er + 2 Eo

olan bir dipol gibi davrandigi ve boylece digandaki alamn, bu dipo-
lin alamt ile iiniform alamn siiperpozisyonundan elde edilebilecegi an-
lagihr.

Uniform cizgisel yiikiin alami igine sokulan dielektrik veya iletken
silindir problemi ile noktasal yikiin alam igine sokulan dielektrik veya
iletken kiire problemi de benzer sekilde incelenir.
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Sek. 97 de iiniform ¢izgisel yiike paralel olarak yerlestirilen die-
lektrik silindir gériilmektedir. Primer potansiyel i¢in, birim yaricaph si-
lindirin potansiyelini sifir alarak,

Sek. 97
A T, 3

-t A Edi—
= In V o’ +d?—2d cos ¢

yazabiliriz. &, ve k,

11—, gl ey 0
kl i 1,+_£r ’ k: 1+£r

oldugundan silindir digindaki ve igindeki potansiyeller icin

i« L ( 1—¢, \/R"‘ . 2R%cos
= R' II’I 7y + 113,- ln p'—z 'f—d "_p“—'— ’
ek 2 -l
Pa= 27‘!0 1+8r an

bulunur. Sek. 97 yardimivle b=RYd uzakhigindan faydalanarak silindir
digindaki polansiyeli gésteren ifade

e }L ! 1"—5,. r:d 1
B R i )
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veya

l it In P)'l"%

P 2%(1“ ri + mr-ln ry

1—e¢,
148,

sekline sokulabilir (9;—=—> In d/2ms,=sab.). Bu ifadeye gdre, silindir
digindaki potansiyeli, x—d noktasinda bulunan ) orijinal yuki ile, biri
+—b—R?/d noktasinda ve digeri x—=0 noktasinda bulunan A =kh ve
—\'=—k,) imaj yiiklerinin & ortam: iinde meydana getirdikleri potan-
siyelleri siiperpoze ederek bulmak kabildir. Silindir i¢indeki potansiyel
ise, orijinal yikiin bulundugu x=d noktasina getirilen L"=k,h imaj
yiikiiniin €, ortami icindeki potansiyelinden ibarettir. Sayet bu imaj yii-
kii M"=k,g.\ seklinde alimirsa, silindir icindeki potansiyeli hesaplarken
¢ ortamm gozénine almak gerekecektir. Literatiirde her iki gosterig
tarzi da kullanilmaktadir. ¢~ alindigi takdirde sifir potansiyelinde
tutulan iletken silindirle paralel gizgisel yiik sisteminin potansiyeli elde
edilecegi kolayca goriilebilir.

Sek. 98 de goriilen iletken kiire ile noktasal yik sisteminde primer
potansiyel
ARG N 9
P= "dmeg,  dmeg \/r’+d?*—2rd cos 0

ve ky=—1, ky=0 dir. Boylece kiire digindaki potansiyel igin

W R 1 X
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veya b=R?d uzakhgindan faydalanarak

wOil 21
L 47750 ry d g
elde edilir. 9,=0 dir. Bu ifadeye gore kiire digindaki alan, ¢ orijinal

yilkii ile z=5 noktasindaki ¢’'=—gR/d imaj yiikii yardimiyle elde edil-
mektedir. Dielektrik kiire problemi de benzer sekilde incelenir.

4 — Iki paralel dielektrik diizlem arasindaki noktasal veya cizgi-
seel yiikiin alani incelenecektir, sek. 99.

Pig)

~
~

N\

.

Q(A) “'/f Q.(A))
el o

ol
e Y B g
%2

@‘

Sek. 99.

SR

0
ra
-~

NS

R

Problemi ¢ozmek igin teorik olarak sonsuz sayida imaj almak ge-
rekir. 2 ve 3 ortamlariin ayni cinsten oldugunu ve orijinal yiikiin si-
nir ylizeylerinden esit uzakhkta bulundugunu farzedelim. 1 bélgesindeki
alan, x=0 noktasindaki ¢ yiikii ile x= =+ 2nk (n=1,..., ©) nok-
talanindaki ¢." imaj yiikleri yardimile elde edilir ve ¢,"=k diir. 2
bdlgesindeki alan, x=—0 noktasindaki ¢’, imaj yiikii ile x=2(n — 1)A
noktalanindaki 9." = kxk,"~'9 imaj yiikleri yardimiyle ve nihayet 3 bdél-
gesindeki alan, x=0 noktasindaki ¢," imaj yiikii ile x=—2(n—1)A nok-
talarindaki ¢.” imaj yiikleri yardimiyle elde edilir. k, ve k,

k=08 _ 28
l_-‘l'f“‘z g 2—31+‘2
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dir. Cizgisel yik icin ¢ ler yerine A lar alimr.

Orijine getirilen ve a yaricap cok kiigiik olan bir iletken kiirenin
potansiyeli, bu kiirenin tagidign Q yiikiiniin meydana getirecegi orijinal
potansiyel ile 1 bélgesindeki potansiyelde paylan olan imaj yiklerinin
kiire yiizeyinde meydana getirecekleri potansiyelleri toplayarak bulunur.
Béylece a<h icin kiirenin potansiyeli

= e, 2nh | 4w,

&t gt B-1 vo-d

olacaktir. Kiirenin kapasitesi ise

41‘ t,a

:-lnu—k,)

=

_olur. &>¢, igin kapasitenin her hangi bir dielektrik igindeki kapa-
siteden biiyilk olacagi gorilmektedir. €;—>co igin k, = —1 olacagindan
iki paralel iletken levha arasindaki kiigiik kiirenin kapasite ifadesi elde
edilir.



13. Noktasal yilk dagiligmin potansiyel enerjisi.
Statik alanda her haagi bir P goktasindaki potansiyelin

m=ﬂ/E.ds
R

integrali ile hesaplanabilecegini biliyoruz. R, potansiyeli sifir secilen
noktay: yani referans noktasini gdstermektedir. Bu ifadeyi ¢ yiikii ile

carparak
P
go==—[ 9E . ds
R

bulunur. ¢ yiikiine tesir eden alan kuvveti F—=¢qF oldugundan bu denk-
lemin sag tarafi, ¢ yiikii referans noktasindan P noktasina gelinceye
kadar alan kuvvetlerine karsi yapilan isi gosterir. Sayet bu is pozitifse
dis kuvvetler alan kuvvetlerine kars: bir ig gormiis ve negatifse alan kuv-
vetleri tarafindan bir i gériilmiis olacaktir. Eger P noktasina gelen yik
serbest birakilacak olursa bu i tekrar kazamilabilir. Boylece P nokta-
sinda bulunan ¢ yiikiiniin

P
W=go~— [F.ds (65)
R

potansiyel enerjisini kazandig1 anlagihr. Sayet R—>cw secilirse P nokta-
sindaki potansiyel enerji, ¢ yiikinii sonsuzdan bu noktaya getirmek
icin alan kuvvetlerine karsi gériilen ige idantik olur. 9= -+1 icin W=¢
olacagindan, P noktasindaki potansiyelin pozitif birim yiikiin potansi-
yel enerjisine egdeger olacag anlasilir.
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Noktasal yiik dagihgimn potansiyel enerjisini hesaplamak icin bag-
langigta yalmiz ¢, yiikiiniin bulundugunu ve diger yiiklerin sonsuzda ol-

dugunu farzedelim. ¢, yiikiinii sonsuzdan ry, uzakhigina getirmek igin

e
p= 4mer,

isi gorillir, sek. 100. Iki noktasal yiikiin potansiyel enerjisini gdsteren
bu denklemi

9,

112 723

q‘l‘ T3 Q3

Sek. 100

1
W= D] (9191 + 9292)

seklinde yazabiliriz. Bu ifadede ¢, ve 9, yiiklerin bulundugu yerlerde
diger yiikiin meydana getirdigi potansiyeli gosterir.

gy yiikii sonsuzdan itibaren, ¢, ve ¢, yiiklerinden ry3 ve rx uzakh-
ginda bulunan noktaya getirilince sistemin potansiyel enerjisl

w=_2% . 4% _ 999

4nery, 4meryg drery

degerini alacaktir, sek. 100. lik terim esasen iki yikiin sahip oldugu
potansiyel enerjiyi, ikincl ve igiincii terimlerin toplam: ise yikiinii
bu noktaya getirmek igin alan kuvvetlerine karsi gériilen igi g0 terir.
Bu ifadeyi de yukarida yapildign gibi

1
W= 5 (9191 + 9:92 + 9393)
sekline sokabiliriz. @; , 9, ve gy , yiiklerin bulundugu yerlerde diger

yiiklerin meydana getirdigi potansiyeli géstermektedir.

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 9
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Bdylece devam ederek biitin yikler yerini aldig1 vakit potansiyel
enerjinin

W - -;-Z 9 (66)

i=]

olacafn anlagihr., @; , ¢; yikiinin bulundugu noktada diger yiiklerin
meydana getirdigi potansiyeli gdstermektedir.

(66) denklemi statik alandaki potansiyel enerjiyi alamin kaynagi
olan yiikler cinsinden ifade etmektedir. Bu sebeple denklem <uzaktan
tesir teorisi» ne uymaktadir. Alan teorisinden 6nce yerlesmis olan bu
teoride mesela iki yik arasindaki kuvvet tesiri bir uzaktan tesirden
ibarettir . ve aradaki ortamin bir rolii yoktur. Kuvvet tesirinin kayna-
&1 yalmz elektrik yikleridir. «Uzaktan tesir teorisi» veya alan teorisin-
de ise yikler yokken ortam normal durumda bulunmakta ve yiikler
getirilince ortamada fiziksel degisiklikler ortaya gikmaktadir. Statik ve
stasyoner alanlarda bu iki teori arasindaki fark bir rol oynamamakla
beraber bilhassa hizh degisen alanlarin incelenmesinde alan teorisinin
degeri ortaya g¢ikar.

Enerjinin nerede yerlestigi sorusu (66) denklemine gére, potansiyel
enerjinin yiiklere bagh ve her yiikiin enerjideki paymin ¢; 9;/2 oldugunu
soyleyerek cevaplandinbr. Alan teorisine gére ise enerji alan icinde yer
alir ve ortamin her hacim elemaninda

%sEZdV

enerjisi ve biitiin alam igine alan V' bdlgesinde
LSl
W= f EdV
v

enerjisi bulunur. Bu ifadeden kolayca yukarida bulunan sonucu elde et-
mek kabildir. Bu maksadla yiiklerin her hangi bir noktada meydana

—

getirdikleri alanlan E, : é’:, ..., E, ile gosterelim. Bilegke alan

E-E+E+...+E
olacagindan
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— —+ -+
2

B B BB Bt s - B By hy b s Ao

o
ER+ER+ ...+ k2

Il

=F . BBt .n: +E)
+Ez '(_£:1+ Eg'i"...'i"E.)
+

+Enc(hE“1+-Ez+-- . +E—l)

buluruz. Enerjinin hesabina gegilirse ilk siradaki terimlerin yiiklerin
karsihkhh durumlarina bagh olmadign goriiliir. Genel olarak

= [Ei’dV

enerjisi, ¢; yiikiiniin self enerjisisini gosterir ve gercek noktasal yiik
icin bu enerji sonsuz olur. Self enerjilerin toplamm W, ile gosterilirse

n
W, =§/2E;?dV ;
.I'/i=1
yazilabilir.

. Ikinci siraya tekabiil eden enerjiyi bulmak igin

E, +E;+ +_:E,= — grad g,

koyalim. ¢; , ¢ yikiinden bagka yiiklerin meydana getirdikleri potan-
siyeli gostermektedir. Béylece ikinci sira igin enerji

-, [(E..grad @1)dv
S B et
olur. Birinci Green formiili yardimiyle bu enerjiyi

Ao f(naEo)
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sekline sokabiliriz. V' bélgesinin sonsuz kiire ile ¢, yiikiinii kusatan kii-
giik bir kiire tarafindan simrlandign farzedilirse, sonsuzdaki kiire yiize-
yi i¢in integral sifir olur. Diger taraftan kiigiik kiirenin yiizeyinde
@, = sab. kabul edilebileceginden

- Eé*ﬁ'mdp- 1
F

koyarak
T i3 1
[E Bt Bt AE) AV =g,

..
2
bulunur, Bu iglemi biitiin siralar igin yaparak

W=W. 5 Y o (67)

i=1

elde edllir. Bu ifadenin ikinci terimi sonsuzdaki yiikleri toplamak igin
goriilen ige esittir. Birinci terim ise yiikleri viicuda getirmek icin sar-
fedilen self enerjiyi gostermektedir.

14. Siirekli yiik dagilisinin potansiyel enerjisi ve enerji yogunlugu.

Hacimsel yik dagihginda ¢; yilkii yerine hacim elemanindaki p dV/
yiikii ve toplam yerine integral geleceginden potansiyel enerji igin

— l i
W‘"?",/ spal (68)
v

integrali elde edilir. Bu integralde ¢, hacim elemamnin bulundugu nok-
tadaki potansiyeli géstermektedir. Yiizeysel ve cizgisel dagilislar igin
benzer integraller bulunur.

(68) denkleminde p_—"diVB koymak ve

div (¢ 5)=q> div 5 + B . grad ¢
idantikliginden faydalanmak suretiyle
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1 M 148
-5 f div (cpo)dv—i-f (D . grad g)dV
v V

yazlabilir. Birinci integrali diverjans teoreminden faydalanarak yizey

integraline gevirip E=- —grad ¢ koyarsak

W:JQ__;% D.dF + —é—f (D . E)av
v

F

elde ederiz. Toplam potansiyel enerjiyi bulmak igin integrasyonun son-
suz uzay iizerinden yapilmasi gerekir. Sonsuz uzakhk icin yik dagihsi-
na noktasal yiik goziiyle bakmak kabil oldugundan @ potansiyeli 1/r
gibi ve D, normal bilegini 1/r* gibi sifira yaklagirlar. Buna karsihk yi-
zey elemam r? gibi sonsuza yaklagacagindan integral altindaki ifade
1/r gibi sifira yaklagir. Boylece birinci integral sifir sonucunu verece-
ginden potansiyel enerji igin

1 — —
W=-—2—f(D . E)dv
v

bulunur. dV elemanindaki enerji

dW = '--E-dV

Jm

dir. Buradan birim hacimdeki enerji, yani enerji yogunlugu igin

T W
R o (70)
bulunur. V hacmindeki enerji igin
W = ‘fde | () -

wazilabilir.

Izotrop ortamda D = ¢ E koyarak
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el D S
W—Q_ZE-_Q (72)

yazabiliriz. V hacmindeki enerji ise

W= [s,Ede=---1— Dav (73)
v

230 E,
V

olacaktir. Ortam homogen oldugu takdirde ¢, integral disma cikarila-
bilir,
(69) denklemi potansiyel enerjiyi alan biiyiikliikleri cinsinden ifade

- e

etmektedir ve enerjinin w =D . E/2 yogunlugu ile dagildigini belirtir,
Sek. 101 de gériilen sistemde iletken yiizeylerindeki yogunluklar

Sek. 101

o ile ve ortam igindeki yogunluk p ile gosterilmistir. Bu sistemin po-
tansiyel enerjisi icin

W=—%-fpcpdV+~21—fcrcde
v Pkt F
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- o [ oDdF+ %f(B.E)dV+-%-facde
F+F .. +F, v FytotF,

yazlabilir. Birinci integral sonsuzdaki kiire ile iletken yiizeyleri izerin-
den hesaplanacaktir (V' bélgesinin simirlart), yukanda gorildiga gibi
sonsuzdaki yiizey icin integral sifirdir. Diger taraftan iletken yizeyle-
rindeki pozitif normal yonleri igeri dogru oldugundan D, = —¢ dir.
Boylece potansiyel enerji igin yine

h 1 d - —_—
W———z—j (D . E) dV
vV

bulunur. lletkenler iginde _F:'ZO oldugundan enerji sifirdir. Enerji ilet-
kenlerin daldinldign ortam igindedir. Bu sebeple integralin biitiin uzay
iizerinden hesaplanmasinda bir sakinca yoktur.

Simdi bosluktaki enerji ile her hangi bir dielektrik icindeki enerji-
yi kargilagtiralim. Bosluktaki alani E., ,_50 ile ve dielektrik icindekini
de E ’ D ile gosterelim. Bogluk yerine dielektrik getirildigi vakit po-
tansiyel enerji

W—Wo=5 { (D .E—Dy . EpaV
v
kadar degisecektir. Bu ifade

— -

D- E — Bo. _ég - E . (B‘- 50}+Bﬂ‘(%-_éﬂ)
koyarak sadelestirilebilir. Sagdaki birinci terim igin

[ E .(D - DpdV =— [(grad 7). (D — D) dV
v v

e [ div [@(D — Dy)] dV + /'qadiv (D—Dg)dV
v v

yazlabilir. p —sab, oldugu takdirde div B = div 50——*9 olacagnndan
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ikinci terim sifirdir. Birinci terimi yiizey integraline gevirerek sonsuzda-
ki yiizey iizerinden sifir sonucu bulunur. Béylece

W =W+ %fﬁ.(_é—go)dV
4

elde edilir. Diger taraftan

—;- f E,.(D—E)dv=0
&
yazlabileceginden bunu son denklemden gikararak

W =W, + _;f(E.Bo—Ea.B)dV
v

bulunur. lzotrop ortamda D= 8o+ E koyarak
W=W,— 2 f (1) E. EqV= Wo-% [ (P . E)dV
% v

bulunur. Integral pozitif bir sonug vereceginden, iletkenlerin yiikleri sa-
bit tutuldugu takdirde bosluk yerine dielektrik getirilince potansiyel
enerjinin azalacagi anlagilir. Daha genel olarak ¢; ortami yerine e(>¢;)
ortami alindign vakit enerjinin azalacagim soyliyebiliriz.

15. iletken sisteminin potansiyel enerjisi.

Bir iletken sisteminde her hangi bir iletkenin potansiyel enerjisi

Waz—é—siscnfmdf’i
Fy

olacaktir, ¢;=sab. oldugunu gdéz6niine alarak

W| = %—éﬂ'idf‘i - Q’Eq,'
Fl

yazlabilir. Boylece sistemin enerjisinin



137

1 n
W = I?_ZQM (74)
i=1

olacag: anlagilir.

lletken sisteminin enerjisini p ve ¢ katsayilan yardimiyle de ifade
edebiliriz. o; ve Q; yerine

¢s=§pith , Qi=§cn=th
W - %zzmoiok : (75)
ik

W - ;-zzmm (76)
t %

koyarak

ifadeleri elde edilir.
(74) denkleminde

Q =§>aidﬂ=—sggﬁ‘-’i- dF;

any
F, 3

g & a9
W= 2Z§q}i an; i
i F,

buluruz. F; yiizeyi boyunca ¢;==sab. oldugundan o; integral igine so-
kulabilir. Bu ifadeye sonsuzdaki F yiizeyi igin yazilan

£ ae 23
7&“’871 aE =9
F

koyarak

integralini ekliyebiliriz. Béylece iletken yiizeylerindeki pozitif nor-
mal yiiniinii iceri dogru alarak

=S b gy LGS
W= 2§>¢ 7. dF+ 2SE“”an dF
F FittF,
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elde edilir. F ve F; yiizeyleri tarafindan simrlanan V bélgesinde Ag=0
(¢==0) oldugunu gé&zéniine alarak birinci Green formiilii yardimiyle

E
W= 5-‘[ (gradp)dV= % [Eav
v 4

elde edilir.
lletken sisteminin ilk énce boslukta bulundugu farzederek her han-

gi bir noktadaki alam Ea : Bo ile gdsterelim. Bu durumda enerji yogun-
lugu wy = &?£y?/2 olacaktir. Simdi bosluk yerine ¢, ortam getirilince ener-

-

ji yogunlugunun alacag: degeri bulalim. Dielektrik icindeki alam E D
ile gosterelim. Sayet Q; = sab. tutulursa

g)_éi.d:ﬁzé Bu-d;': =
F F;

yazarak

o

—

5=Dn Ve Ewmod

)

bulunur. Enerji yogunlugu ise w=uwy/e, olacaktir. Keza

:p:—fg.d:

integrali yardimiyle hesaplanan potansiyel de ¢, defa kiigiilecektir. So-
nug olarak, yikleri sabit tutulan izole iletkenlerin icinde bulunduklar:
ortam bir dielektrikle doldurulunca enerjinin, alan siddetinin ve potan-
siyelin ¢, defa kiigiilecekleri anlagilir. Keza kuvvet tesirleri de ¢ defa
kiigiilecektir. Bu esnada kaybolan potansiyel enerji dielektrigin alan igi-
ne cekilmesi icin sarfedilir.

Sayet ¢ = sab. tutulacak olursa (iletkenleri iireteclere baglayarak)

E= Eo ve D—g¢, 50 olur. Béylece w=¢, w, ve

Qi = §Dn dF =Er§Don dF = &, Qle
F; 7,
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bulunur. lletkenlerin potansiyelleri sabit turuldugu taedirde enerji, dep-
lasman ve yiikler ¢, defa biiyiir. Kuvvet tesiri de ¢, defa artar. Her han-
gi bir iletkenin yiikiindeki artiy Qi — Qio = Qio (e. — 1) olacagindan iire-
teg tarafindan @; Qi (e —1) isi gorillir. Biitlin sistem igin sarfedilen ig

A=(.— 1)2m Q.

olur. Diger taraftan
1 -
Wo = '2ZQinf9i ijo dv
i vV

oldugu gdzéniine ahnirsa

yazlabilir. Sistemin enerjisindeki artis (. — 1) W, oldugundan iretegler
tarafindan gériilen igin yarisi alanin enerjisini yiikseltmek i¢in sarfedilir.
Bu isin ikinci yans: dielektrigin alana girmesi esnasinda kazamilir (di-
elektrik alan igine gekilir).

Sabit tutulan yiiklerin statik alam igine notr iletkenler sokuldugu
takdirde alamin enerjisi azalr. lletken getirilmeden &nceki alam

_E'.B ile ve getirildikten sonraki alam E.B ile gosterelim. Enerjideki
degisme
Y e _}_ TR T 1 -'r 4'
W— W= 2-[(0 ; E)dV—— -,{[(D .E)dV
v v

olacaktir. Integraller alanin isgal ettigi biitiin uzay {izerinden hesaplanir.
Ancak iletkenler iginde alan sifir oldugundan bu bélgelerin integralde
paylan bulunmayacaktir. lletken alan icine sokulmadan onceki hacmi
(n iletkenin disinda kalan bolge) V ile ve notr iletkenin isgal ettigi hac-
mi de V, ile gosterelim. V'=V — V;, notr iletken alan igine sokulduk-
tan sonra alanin iggal ettigi hacim olacaktir. Bu suretle

Yo

W—W= /'(B.E‘)dv 3 —%-f(b'.i—”ﬁ'.?’)dl/
) J
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o 1 - . I “"_"’;2 —b’ —u-_—c-'
_ﬂefs dv+-2-/=(5 E)dV+fE (D—D’)av
Vy v v

yazlabilir. Son integral sifir sonucunu verir. Zira div(B~5’)-=0 oldu-
gunu gdzéniine alarak

-

E'.(D =~ D)=—grade’. (D— D) = — divie’ (B D)
elde edilir. Diverjans teoremi yardimiyle

E . (D—D)dV = / divie’(D’—D)JdV
V' rs ’

vV
= E“ iSi(D'. ~ D)dF

bulunur. Q; = sab. kaldign kabul edilirse

QE D'.dF = ;fb,dﬁ': Q

olacagindan son integral sifir olur, Boylece
o, a
W—Ww = 2-/ ¢ £V +

-

E(E — E’)’dv
v, P

yazilabileceginden W > W’ olacagi anlagilr. Zira sag taraf pozitiftir.

16. Thomson teoremi.

Bir iletken sistemindeki iletkenlerin yizeylerinde, sistemin potansi-
yel enerjisi minimum olacak sekilde bir yiik dagihig: meydana gelir. Bu
teoremi gbylece ispatlayabiliriz : lletken yuzeylerinde ve dielektrik igin-
de

Q= §S DAF (a) , divD=p (D=t E) (b)
F

dir. Statik alam karakterize eden sartlar ise iletken yiizeyleri igin
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o =sab. (£;=0) ©
ve her hangi bir nokta i¢in
rot E=0 (E= — grado) (d)

seklindedir. $imdi yalmz (a) ve (b) sartlanm yerine getiren ikinci bir

D= ¢ £’ alamm gdzoniine alalim. Bu alan statik degildir ve Thomson
teoremi W’'>W olacagim belirtmektedir. W ve W’ enerjileri

Y B
W—ff(D.E)dV . W 2](0.5):11/
V

dir. W'>W olacagim ispatlamak icin
E’=E+_§' ve 5’:—154-3'
koyalm. (a) ve (b) sartlarindan dolay:
Ef;p.' dF =0, div D" =0
FI

olacaktr. Béyifce statik olmayan alanin W’ enerjisi igin

—_—

W= W—.%(B’.E’)dV-i— 12-4'(5.}5'4-5'.%')(11/

yazilabilir (5 = eg"). Son integralde B men grad ¢ koymak ve
div (pg') =qdiv 5’ +_5' .grad g
bagintisim gdzdnine almak suretiyle
B’._ﬁ'=--D‘.gradq: = q:diVb"—diV(q:B’)

yazabiliriz. lletken iginde alan sifir oldugundan son integrali yalmz di-
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elektrigin isgal ejtigi bolge iierinden hesaplamak yetecektir. Bu bélge-

de div B’ = 0 oldugundan diverjans teoremi yardimiyle

i[(ﬁ.fé)dv— [dw(ch’ dv = — z éo dF =0

bulunur. Béylece

W =W-

elde edilir. Sag tarafta ikinci terim pozitif oldugundan W’'>W olaca@

anlagilir. Alan iginde her hangi bir bélgede Efzh E oldugu takdirde W~
enerjisi W enerjisinden buyikk bir deger alir. Bu suretle statik denge
durumunda potansiyel enerjinin minimum olacag: ispatlanmis olur.

Ayni minimum prensibi yergekimi (gravitasyon) alaninda da cari-
dir. Yercekimi alaninda cisimler ancak potansiyel enerjinin minimum
deger aldig1 konularda kararh denge halinde bulunurlar. Bu analoji, W
enerjisinin mekanikteki potansiyel enerji gibi rol oynadigim gosterir.

Yukandaki agiklamalardan ayrica belli bir yik dagiligi igin yalmz
blr tek ¢6ziimiin bulunacag: da ortaya gikar. Zira yalmz (a) ve (b) sart-

lanim saglayan ve dolaysiyle statik karakterde olmayan her E alam

icin W’>W olacaktir. Sayet l—?: alam statik karakterde ise ayrica
W>W’ olmas: gerekir ki bu miimkiin degildir.

Statik alan iginde bulunan yiikli cisimler yalmz alan kuvvetlerinin
tesiri alinda bulundukc¢a kararli dengede kalamazlar (Earnshaw teoremi).
Zira yiiklerin yapaca@ her deplasman alan enerjisinin azalmasina sebep
olur ki bu da cismin kararh dengede kalamayacagim gdésterir.

17. Statik alan kuvvetleri.

Statik alan iginddki kuvvetleri enerji fonksiyonu yardimiyle hesap-
lamak ekseriya daha elveriglidir. Bir iletken sisteminin potansiyel ener-
jisi igin



143
W= ‘;Z Qi w
i

bulmugtuk. llk énce iletkenlerin izole oldugunu ve dolaysiyle
Q,=sab. kaldigim farzedclim. Alan kuvvetleri tarafindan dA igi goril-
diigii takdirde enerji prensibine gore dW+dA=0 olacaktir. Béylece po-
tansiyel enerjideki degigme icin

dW = %E Q;dcp;Z—dA

bulunur. dA>0 oldugundan dW<O0 dir ve dolayisiyle Q;=sab. igin sis-
temdeki potansiyel enerjinin, alan kuvvetleri tarafindan goriilen meka-
nik ig kadar azalacagn anlagihr.

Sayet kayma esnasinda iletkenler enerji kaynaklarina bagh kalacak
olurlarsa @; = sab. olacagindan

dW= %z%in

yazlabilir Q;=sab. iken dA isi goriilince potansiyeller ¢;-+de; degerini
almakta ve o; = sab. iken ayni ig goriilince yikler Qi -+ dQ@; degerini
almaktadir. Green kargithk teoremine gore

Y ao= i@+ d)e +do)
yazilabileceginden sonsuz kiigiik terimi ihmal ederek
Z odQi = — ZQid‘Pn

bulunur. Béylece q; = sab. igin
dW=—3 L Qo - d4

yazilabilecegi anlagilir. dW>0 olacagindan ¢; =sab. igin potansiyel ener-
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jinin, alan kuvvetlerinin gordiigii mekanik ig kadar artacag goriilir.
Sistemin enerji bilangosu \

dW, = dW + dA=2dW = Y¢dQ,

seklindedir. dW,, enerji kaynaklarinin sisteme verdigi enerjiyi goster-
mektedir.

d_.; kaymas: igin gérillen is d4 = ;: d_;olacag'mdan Qi=sab. i¢in
de—?.d:ve @i==sab. igin dW=F .ds yazilabilir. Boylece mesela

F, — bilegeni igin
... 4 -
F'_— ( da )Q=sab. l

' (77)
o

ifadeleri elde edilir, F y ve F,— bilesenleri igin de benzer ifadeler ya-
zilabilir. Bu ifadeleri

1 d ;
F--giinea l

(78)
1 doi
F.=+§—Z§——axtp;¢x ’
1

sekillerine sokabiliriz.

Sayet iletken bir eksen etrafinda dénebiliyorsa. alan kuvvetlerinin
bu eksene gére momentini M ile gostererek eksen etrafinda do aqis:
kadar dénme icin gériilen is dA=Mda olacagindan

g (%)Q S o
il (ﬂa&i:’_)tﬁ = sab.
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elde edilir.

Paralel levhali kondansatér yardimiyle Q = sab. igin dW<0 ve

¢ = sab. igin dW > 0 olacagini kolayca gorebiliriz, sek. 102. Kondansa-~
tériin yikii ve enerjisi icin u

PR =

Q=CU ° Wz%—QUzCU‘:gi

C /
) %‘/ %
yazilabilir (U =@y —@,). Q=sab. icin

Q2 = Joie 1 C_iC S
W==gmdC=-3 VT 0 x
bulunur. Levhalar yekdigerini cektiginden ] -@
dC > 0 ve dolaysiyle dW<0 dir. //
@ =sab. igin =<K .
1 1 dC
dW:i UldC= 5 W -c Sek. 102
olacagindan dW>0 dir.
Kuyvet i¢cin Q=sab. halinde
e WA
. ox 2 C* ax
ve @ =sab. halinde
F_dW _ U7 3C
NPT AR SR R T

bulunur. Q = CU yardimiyle iki ifadenin ayni oldugu kolayca goriile-
bilir. C=eS/x koyarak

S
Fi== =

x?

bulunur. F, negatif oldugundan bir gekme kuvvetidir. E=U/x ve
o —¢ E koyarak birim yiizeye diisen kuvvvet Igin

62
P=2¢ (80)

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 10
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elde edilir. Buna elektrostatik basing ad: verilir. Basing formiilii iletken-
lerin sekline bagh degildir. Bu formiilii genel olarak séylece bulabiliriz.
lletken yiizeyindeki d.S yiizey elemamnin digant dogru ve normal dog-
rultuda de kadar kaydag farzedilirse bu esnada dV = dS da hacmin-
deki

D!

1
0} e E2dV = % dv

enerjisi yokolur, sek. 103. Zira iletken iginde E =0 dir. Bu kay-
ma esnasinda gorilen is dF da oldugundan birim ylizeye diisen kuvvet
igin
D? _ ¢?
—_— — D e T e
PERT g = =5 (81)

elde edilir. Basing kuvveti daima pozitif oldugundan iletkenin pozitif
normali yoniinde yani digar1 dogru tesir eder. dS elemanina tesir eden
kuvvet igin

Sek. 103

2 — —
% A5 B wdS

dF:?E 2

yazabiliriz, Béylece biitiin iletken yiizeyine tesir eden kuvvet igin
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F= % E{)Es ds (82)
S

integrali elde edilir.

Basing denklemi su sekilde de bulunabilir: lletken yiizeyinde
dQ=0 dS yikk elemanna tesir eden kuvvet igin

dF = E'dQ =E" ¢dS

yazlabilir. Bu ifadede E , dQ yiikii hari¢ olmak iizere iletken yiizeyin-
deki yiik dagihiginin ve uzaydaki diger yiiklerin dQ elemaninin bulun-
dugu yerde meydana getirdikleri bileske alam g&stermektedir. dQ ele-

maninmn kendi alam E, ile gdsterilirse iletken yiizeyinin hemen digindaki
alan E=E’ + E. ve igindeki alan ise E; —=F - _E'. olacagindan E=FE
= Eﬂ bulunur. Boylece E = E: koyarak

gz—ﬂ'

dF= sonds

yazilabileceginden basing formilii tekrar elde edilir,

¢ = sab. i¢in basing bosgluktaki p, = ¢%/2¢, degerine nazaran ¢ defa
kiigiiliir. Buna karsilik @ = sab. tutulacak olursa yogunluk ¢ & dege-
rini alacagindan basing e, defa biiyiiyecektir.

18. Hacimsel kuvvetler ve Maxwell gerilme tansdrii.

Statik alamin i¢ kuvvetlerini kuvvet yogunlugu yani birim hacme
diigen kuvvet yardimiyle ifade edebiliriz. Kuvvet yogunlugu ?ile gos-
terilirse dV elemanina tesir eden kuvvet dF — )_‘:iV olacaktir. dV elema-

i 8s virtiel kaymasim yaptig: takdirde goriilen is

5A = [(}'. 55)dV
v
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olur. Bu sirada potansiyel enerji 8W kadar azalacagindan enerji prensi-
bine goére

SW + /.(?.S:)anO
%
yazilabitir. Buradan meseld x — bileseni igin
y _ W
-If: dV o _a“‘;'
vV

elede edilir. Diger bilesenler icin benzer denklemler yazlabilir. Potan-
siyel enerji igin

1 -
W:—z./zEz dv )
14
koyarak
aE i, L aEx aE aE;
— ¥ % 7 0L« OLy 0Lz
.[f,,dV-—- %/‘E ade 45(8‘ dx +E, ax +E ax )av
V Vv

bulunur. rot EL- 0 ve

[gradFdV=j> FadS
v

bagintilarindan faydalanarak (F, her hangi bir skaler fonksiyonudur)
ikinci integral

- aE‘ L0 - -

/ E(E, By ) AV = pesEds— [oEdv

Vv 4

sekline sokulabilir. £,, alamin normal bilegenidir. Yiizey integral, biitiin
alam igine alan sonsuzdaki yiizey iizerinden hesaplanirsa E.E, carpim

1/r* gibi sonsuz kiiciige gideceginden bu integral sifir olur. Béylece f.
igin

51, 1 de
fr=pE, — 9 o é,_
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elde edilir. Benzer denklemler diger bilegenler igin yazilabileceginden
kuvvet yogunlugu vektdrii igin

-

AN % E*grade (83)

ifadesi yazlabilir. Birinci terim p yiikiine tesir eden alan kuvvetini gos-
terir. Ikinci terim ise dielektrik sabiti degistigi takdirde ortaya gikan
kuvveti gostermektedir. Degigme siirekli veya siir yiizeylerinde oldugu
gibi atlama seklinde de olabilir. Bu suretle simir yiizeylerinde ortaya
¢ikan kuvvetlerin sebebi anlagilms olur.

V' hacmindeki kuvvet
Fa [7 av

Vv

integrali ile hesaplanacaktir. Maxwell gerilme tansorii yardimiyle bu
hacimsel kuvvetler yerine yiizey kuvvetlerini almak kabil olur, Simdi
bu konuyu kisaca gozden gegirelim. Alan iginde bir S kapah yiizeyi
alalim. Bu yiizey ortam iki bélgeye aywnr. Digtaki bélgenin i¢ bolgeye
yapacag kuvvet tesirini yukaridaki integralle hesaplayabiliriz. Maxwell
bu kuvvetin bir yiizey kuvveti yardimiyle hesaplanabilecegini gostermis-

tir. dS yiizey elemanina tesir eden kuvveti p dS seklinde gosterirsek

(;, birim yiizeye isabet eden yiizey kuvvetidir) F kuvvetini

'F':[”f'dV:ﬁdS (84)
v 8
seklinde, yani bir yiizey integrali ile hesaplamak kabil olur. Bu gevir-

meyi yapabilmek igin Gauss teoremine gore kuvvet yogunlugunun bile-
senlerini bir diverjans geklinde ifade etmek lazimdir. Bunun igin de

_ Ty 3Ty GEET
dx ¥ dy L=
SN Ty . 0T |
i = g (85)

_ Ty | 3Ty , AT
himmm st T o
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olacak gekilde 7y, Ty, .., gibi biiyikliklerin bulunmas: gerekir. Bu
biiyiiklikler, matris notasyonu ile yazlan,
Ty Tyn Ty

Fe=ga s T T (86)
TS‘.I TSI TSS

seklindeki Maxwell gerilme tansériiniin bilegenleridir. Bu bilesenler bu-
lununca yiizey kuvvetinin bilegenleri

px=T}y, cos 0.+ Ty, cos B+ Ty cos y
Py=Ty cos a+ Ty cos B+ Ty cosy (87)
Ps=Ty cos a+ Ty, cos B+ Ty cos |

denklemleri yardimiyle hesaplamir (mekanikte goriildiigi gibi). cos «,
cos B ve cos v, yiizey normalinin yén kosiniisleridir, Tansér bilegenle-

rini bulmak maksadiyle f, ifadesinde p = div (e 5 koyarak
_ e ] | PR %
fo == a—x(T E,2)+ E, % (e E)+E, o (e E) 5 (E, +E, =

yazalhm. rot E=0 oldugunu gézdniine alarak yazlabilecek olan

E, _ QE, 3E, B\ _
‘E’(“ay_ T )“E' (T" ax )_0

denklemini yukandaki ifadeye ilive ederek
— 9|t ra_pa2_rpa2 K 9
fo= 2 s Ea-Ep-k, )] + 2 GEE)+ L (EE)
bulunur. Benzer sekilde f, ve f,—bilesenleri igin
d

d d
h=2 aE)r 2 [-;- (—E2 +E,=—£.=)]+ 2 (EE),

£ g CBE)+ o CEE) + 25 (- B2 — By + £2)|
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elde edilir. Bu denklemleri (85) ile karsilagtirarak gerilme tanséri igin

(E2—Ep—Ed) EE, EE,
Tt EE,  \NA—E+EP—ED  EkE ( 83)
EE, EE. 1/2(—E2—E*+E2)

bulunur, Maxwell tansoriiniin simetrik oldugu gorilmektedir.

Maxwell gerilmelerinin anlamm kolayca gorebilmek icin alanmin po-
zitis x—ekseni yéniinde bulundugunu ve z—ekseninin yiizey elemaninin
normaline ve alana dik oldugunu farzedelim, gsek. 104. Alan yénii ile
normal yonii arasindaki aqiyr 0 ile gosterelim. Bu durumda E, = £,=0,
E.=E, cos a=cos 0, cos B=sin 6, cos y=0 olacagndan tansor bilegen-
leri igin

Sek. 104

Tu=5F, Tp=—5 B, Te=— pay

bulunur. Diger bilesenler sifirdir. Béylece yiizey kuvvetinin bilesenleri
icin
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€ € :
p.=-2—-E’cosﬂ, Py 5 E?sinb, p.=0

bulunur. Yiizey kuvvetinin mutlak degeri p=¢£E%2 oldugundan yiizey
elemaninin alana nazaran durumuna bagh degildir. Normal yonii ile

p vektkrii arasindaki a¢i, alan yonii tarafindan iki egit parcaya béliin-
mektedir. 6=0 igin E ve g paralel olacaklarindan bir ¢ekme gerilmesi

ortaya cikar, gek. 105. 8—=45° olunca p vektdéri yiizey elemam ile
aym diizlemde bulunur ve bir kayma gerilmesi meydana gelir. Nihayet

0=90" igin p vektori s ye antiparalel olacagindan bir basing kuvveti
ortaya gikar.

- .
45° ros
- E
2ust
—
P
Sek. 105

Yukaridaki incelemelerden Maxwell gerilmelerinin tesiri ile alan giz-
gileri yoniinde bir ¢ekme kuvvetinin ve buna dik yonde de bir basing
kuvvetinin ortaya gikacag anlagilir. ki noktasal yiikiin alanim incele-
yerek bu tesirler kolayca gériilebilir, sek. 106.

Sek. 106

Ornekler :
1 — Silindirik kondansatériin uzunluk birimindeki enerji buluna-
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caktir.

lg ve dis yarnigaplan a ve b ile gosterelim. Silindirler arasindaki
alan Ep = \/2xep oldugundan uzunluk birimindeki enerji igin

b
. A e ML
W—mf“;—&"“a

bulunur. Iki silindir arasindaki gerilim yardimiyle W=M\U/2 yazabiliriz.
Uzunluk birimindeki kapasiteyi gésteren E:%:z/ln% ifadesinden faydala-

narak enerjiyi W = 12T denklemi yardimiyle de hesaplayabiliriz.

2 — Sek. 107 de goriilen paralel levhah kondansatérlerde Q= sab.
igin iki dielektrik arasindaki simir yiizeyine tesir jeden kuvvet buluna-
caktir. |

g
PO EEARE. | S
&0 el e o *
(a) 5 e
Sek. 107

Sek. 107 a daki kondansatorde enerji yogunluklari

w‘l‘:%" Ey, wz‘“‘% E?

dir, & E,=¢, E, oldugunu gdzdniine alarak toplam enerji igin

1

WZ 2 ElEzS [E|d+(ﬁ—sl)y]

yazilabilir. Buradan kuvvet icin

dW 1
Fy=— —(Tg_ = D] EIEES(‘z-'E;)
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bulunur. Birim yiizeye diisan kuvvet ise

1 1
P= 5 E\Eye,—5) = 7 (51512—'52522)

olacaktir. e,>¢ igin F,>0 olacagindan ¢, dielektrigi ¢, icine gekilir.
Genel olarak kuvvet daima dielektrik sabiti biiyiik olan ortamdan kii-
¢iik olan ortama dogru yénelir.

Sek. 107 b de ise Ey=E,=E, Q=(8;S,+¢,5,)E oldugunu godzdniine
alarak

E2d = de
3 (@SrheS) = o e e —eS)

W=

bulunur (S=S5;1.5,). Kondansatériin kagt diizlemine dik olan iigiincii
boyutu 4 ile gosterilirse S,=x & olacagindan

L L AP el

b5 2

£

ve

o e Sy
iapl s~ el B

bulunur, €,>¢; icin F,>0 olacagindan yine &, dielektrigi ¢, igine dog-
ru cekilir.

Sayet e, ortami i¢indeki £; alam simr yiizeyinin normali ile her
hangi bir « agis1 yaparsa p yi bulmak i¢in yukarnidaki sonuglar siiper-
poze edilir, sek. 108. Simir yiizeyinde £y = Ex = E, ve ¢ Eyy = & By,
(Dya=Djny ©=0) oldugunu gdzoniine alarak

Sek. 109
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p= %— [Bxﬁ'zh—iEIN‘l‘(!i'El)E‘a] s ‘2_2'51(5’-!- %11; Ez“)

veya El=E?+E%, ve Ey, = E, cos o. koyarak

a— E’-;' E? (1 — E"E_:' cos’a )

bulunur. @ = 0 ve « = %/2 icin yukanda incelenen 6zel haller elde edi-
lir.

Simir yiizeyindeki kuvveti su sekilde de bulabiliriz: Simir ylizeyinde
dielektrik sabiti sigrama seklinde degismektedir. Birim yiizeye isabet
eden yiizey kuvvetinin (gerilme)

7= —%E( D .T:) + %[BX(EX:)] (89)
seklinde yani iki vektoriin bileskesi olarak hesaplanacag kolayca go-
riilebilir. Birinci vektér E alam yoniinde ve ikinci vektor ise _I:' ile :
nin meydana getirdikleri diizlemde ve D vektorine dik yéndedir. Ikin-
ci vektor icin (}5 .:)E—(B -E")_r: yazilabileceginden

e -

elde edilir (w = B .E/2) . Dile n arasindaki ag1 o ile gosterilirse

—

;: D cosa E — nw
yazlabilir. Buradan ; nin mutlak degeri i¢in p = w bulunur. Sek. 109

- — — —
L-'? D) yardimiyle p ile n arasindaki aginin E tarafindan
— -
iki esit agiya aynldign gorilir. n,E ve p vektorleri
ayni diizlemdedirler. o« =0 vea=m i¢in ;zn w bu-

lunur. ; nin yonii alan ydniine bagh degildir ve
normal yoniinde yani disan dogrudur. a==/2 igin
;: —nw olur.; nin mutlak degeri ayni kalmakla
beraber yonii igeri dogrudur.

— —> =

Iki dielektrigi aywran simir yiizeyinde p=py —p:
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olacaktir, sek. 108. Béylece

2p=E; (Dy. 1) ~EyDy. n)+ D X(E, X my— DX (EoX )
elde edilir. Bu ifadede ilk iki terim icin

(Es+ E) [((Dy—Dy) . n] + E(Dy . n)— EAD, .

n)
ve son iki terim icin de

EAD, . n) — E(Dy . 7) +(Dy + DYX( (B, — F) X Dy . Ei— Dy Ejn

yazlabileceginden, simr sartlarina gore
(E—E)Xn=0, (B,—Dy.m=c
oldugunu gézéniine alarak

-t

p=5(E + E) + (D,.E, — D,.Eyn

bulunur. Son terim (e,—e,) (E‘: ) E,): sekline sokularak

p=g(E+E)+54F . Ean

5 (%)

elde edilir. Sayet 2 ortami iletken ise E,:D koyarak

p =

g5 ol
2
bulunur. Iki dielektrigi ayiran simr yizeyinde serbest yik yoksa (¢=0)

P :"*;“ (Ei. E)n

olacaktir. ; vektorii simir yiizeyine diktir ve g€ igin 1 ortami igine
dogru yénelir. Bu ifadede
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E] . EFEltEﬂ+E:nE2n=Ell ‘+‘ %: .E?“

koyarak daha once bulunan formil elde edilir.

3 — Sek. 110 da § kalinhgindaki dielektrik levhay: iceri ceken
kuvvet bulunacaktir (U=sab.). Levhalar dikdortgen seklinde olup diger
kenar b dir. Kenar tesirleri ihmal edilecektir.

| +
// 1 i iabd P ‘
: T
W i l #
| | & l Ik
o LA Ve - | x
—a —
Sek. 110
Bu sistemde E = U/d , E'=E'[s ve
E(d—8)+ESs=U
oldugunu gézoniine alarak toplam enerji igin
W= s,,[ar(a —-x)a'b+E'“(d—5)x b+ E? X 551

1 a—x £ X
gusly [T ‘] :H-_eI(HT-"S)‘]
yazilabilir. Buradan dielektrik levhaya tesir eden kuvvet igin
_ AW u(e—1)8 p
.= dx 2d[e.d—(e.—1)8] v
bulunur. F.,>0 oldugundan levha igeri gekilecektir.

3 = d olmasi halinde
wle—1b p

b 2d

olacaktir.
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4 — Sifir potansiyelindeki iletken diizlem kargisina getirilen nokta-
sal yike ve paralel gizgisel yiike tesir eden kuvvet bulunacaktir, gek.
36 ve 48.

Noktasal yiik halinde diizlemdeki yogunluk

ot 4
oldugundan basing
o? q*a®

P= 2= B +o)°
dir. Diizlemdeki yiizey elemani dS = 2rpdp olacagindan

=]

& L fpeles . ¢
"7 dme | (@®F0) T 16rmea?
0

bulunur. F,>0 oldugundan diizleme tesir eden kuvvet saga dogrudur.
Dolayisiyle ¢ yiikii bu kuvvetle sola dogru ¢ekilir.

Uniform ¢izgisel yiik halinde yogunluk
R
T wld+y)
oldugundan
-
P = ome(ar Ty

dir Buradan uzunluk birimine diigen kuvvet i¢in (z—ekseni boyunca)

P @\ dy o A?
T 2n% | (a® + yP)? dnea
—o»

bulunur.
4 — Bir dielektrik diizlem kargisina getirilen noktasal ve cizgisel
yiklere tesir eden kuvvetler bulunacaktir, sek. 111.

Noktasal yiik halinde ¢ yiikiine tcsir eden kuvvet
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siiBgle s . . Joeesilgl
Fas 4ne,(2a)? 9= Fne; e+ s,(Qa)

.

Y,
¢
gt3y 4 ¢/A
0 ” 2(x
d—-f-q—'a j;(}l‘) ’
g
/]
/]

Sek. 111

olacaktir. &;<e, igin F,<0 dir ve g yiiki s yiizeyine dogru gekilir.
g,>¢, igin F,>0 olacagindan ¢ yiki simr yiizeyinden itilir. e;—>= igin
iletken diizlemle noktasal yiik sistemindeki kuvvet formiili elde edilir.

Ayni sekilde cizgisel yiikiin uzunluk birimine diigen kuvvet icin

= 54 1 u—y N

F. 27e,(2a) g 2re, &+6 2a
bulunur. <€, i¢in ¢ekme ve g >¢, igin itme ortaya cikar. g, igin
iletken diizlem ve gizgisel yiik sistemindeki s
kuvvet formiilii elde edilir. £

6 — Uniform olmayan alan icinde nok-
tasal dipole tesir eden kuvvet hesaplanacak-

tr. Pro/p
Kuvveti enerjiden giderek bulmak elve- ) 8 9
riglidir. Sek. 112 yardimiyle dipolin potan- o’;
siyel enerjisi igin 9
Sek. 112

W =gl + do) — g9 =gdo
yazabiliriz. ¢ ve 0 +do , —¢ ve ¢ yiiklerinin bulunduklan noktalarda-
ki potansiyelleri gostermektedir. Bu ifadede do —dh . grad ¢ koyarak
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b L o

W=qdh.grado=—p.E=—pEcos 0 (92)
bulunur, Dipole tesir eden kuvvet I_; ile gosterilirse d: kaymas: igin

dW=—F.ds olacagindan dW —grad W/ . ds koyarak
Fa- grad W = grad (;_L:) (93)

elde edilir. ;= sab. oldugu gé6zdniine alinirsa meseld <, — bilegeni igin

LB AR AR
FemmSt v gy vy,

bulunur. Diger bilesenler icin de benzer denklemler yazlabilir. Uniform-

alanda E:E‘: = sab. olacagindan F=0 bulunur.
Vektor analizde gériilen

grad (Z g) = erot§+§Xrotz+(zgrad)§+(E.grad)z idantikli-
ginde Ao ; ve E =E koyarak ve ;zsab., rot E =0 oldugunu hesa-
ba katarak
F= (;. grad)_g' (94)
yazabiliriz.

Kuvvet formiiliinii §éyle de bulabiliriz : Alanm, —gq yiikiiniin bulun-
dugu noktadaki x — bilegeni £, ile gosterilirse ¢ yiikiinin bulundugu
noktadaki bilesen £, + dE, olur. Béylece F, icin

Fi=—qE+q(E+dE)=qdE~q dh .g8d E,=p, grad E,

yazlabilir. Benzer sekilde Fy=p.grad E, ve F, = p. grad E, elde edilece-
ginden F= (;:grad) E olacaktir,

7 — Q yiikiinii tagiyan iletken kiire Ea iiniform alam igine sokulu-
yor. Kiireye tesir eden kuvvet bulunacaktir, gek. 113.
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Sek. 113

F

Potansiyel igin daha énce

dzer

3
Q@ :(%— —r)Eo cos 0+ Q

bulunmustur. Buradan E, ve Ej icin

e §7udid Q
E,—(——rg— H)E.,cosﬁ-i' Y o,
/! R3
Ea=(—£;5— —-I)E., sin 0

bulunur, Kiire yiizeyindeki yogunluk ise

o=23¢E, cos 0 + 4?%?

E};Ea‘dS

‘q

olur. Kiireye tesir eden kuvveti

F=

8| =

integrali yardimiyle hesaplayahm. Simetriden dolay: kuvvetin yalmz
F, bileseni bulunacagindan :

©
Fiwm % [ E. cos 0 2nR? sin 0dt)= @ £
0

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 11
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elde edilir. Vaktérel olarak F — QE;, olacaktir. Kuvvet alan yéniinde
tesir eder ve yarigapa bagh degildir. Kuvvet ifadesini basing formiilii
yardimiyle de bulabiliriz Basing p —¢?/2¢ oldugundan yine

ki3

. X
F,= =R f( 3£, cos 0 + %)zcos 0 sin 0d6=QE,

€
0

bulunur.



VL. SINIR DEGER! PROBLEMLERI

19. Sumir degeri problemleri ve nevileri.

Alan teorisinde ekseriya rastlanan problem, potansiyel denkleminin
simr sartlarina uyan ¢szimiinii bulmaktir, Simir sartlanmn oynadign
6nemli rolden dolay:r bu problemlere simr degeri problemi (Boundary —
value problems, Randwertaufgabe) adi verilir. Bir simr degeri proble-
mi ¢oziilip potansiyel fonksiyonu bulunduktan sonra alan vektori bir
tiirev islemi ile elde edilir.

Potansiyelin sinir yizeylerinde aldigi degerler verildigi takdirde
probleme birinci nevi simr degeri problemi veya Dirichlet problemi
adi verilir. Sayet sinir yiizeylerindeki d9/dn normal tirevleri (£, bilege-
ni veya ¢ dagihs1 biliniyorsa probleme ikinci nevi simir degeri problemi
veya Neumann problemi adi verilir. Sinir yiizeylerinde kismen potansiyel
degerlerinin ve kismen de normal tiirev degerlerinin verilmesi halinde
ligiincii nevi veya kangik bir sinir degeri problemi bahis konusu olur.

Bu bahiste, simr degeri problemlerini ¢6zmek igin kullanilan cegit-
li metodlar goézden gegirilecektir. Daha 6nce gordigiimiiz imaj metodu
bu metodlardan biridir.

Laplace denklemi lineer oldugundan ¢,, @.,...,®, gibi harmonik
fonksiyonlar yardimiyle elde edilen

P =619+ @+ .. .+ €aPa

fonksiyonu da harmonik olacaktir (¢ =sab.)

Bir simir degeri probleminin bir tek ¢éziimii vardir veya iki ¢oziim
ancak bir sabit kadar farkedebilir (teklik teoremi). Sek. 114 de bir
iletken sistemi gérilmektedir. lletken yiizeylerindeki ¢ veya ag/dn
degerleri verilmis olabilir. Ayni simir sartim yerine getiren @, ve o,
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Sek. 414

gibi iki harmonik fonksiyonun bulundugunu farzedelim. Bu fonksiyon-
lar icin A9, = 0 ve A9, = 0 olacagindan A9, — @) = 0 yazlabilir.
Green teoremi, biitiin sistemi kusatan ¢ok biyiik yarigaph kire yiizeyi
ile iletkenlerin yiizeyleri tarafindan simirlandinlan bolgeye tatbik edilir-
se

Y 2
/ cpancu-‘_f (grad 9)?dV
F+F|+---+F|| V
elde edilir (p=¢;—9,). R—>c icin ¢ 3d0/d n carpimi 1/R® gibi sonsuz
kiigiige ve kiire yiizeyi ise R? gibi sonsuz biiyiige yaklasacagindan kiire
yizeyi i¢in integral sifir olur. Béylece
- a -
j @ é-i dF=. / (grad ¢)2dV
FI+“-+Fn oo

yazlabilir. Hangi sumr garti yerine gelirse gelsin soldaki integral sifir
sonucunu vereceginden '

f(grad 9)?dV=0

olacaktir. Integral altindaki fonksiyon pozitif oldugundan bu integralin
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sifir olabilmesi i¢in grad 9=0 veya
® =@ — @ —sab.

olmas: gerekir. Bir Dirichlet, probleminde sabitin sifir olacagn ve bir
Neumann probleminde ise sabitin sifirdan farkh olabilecegi kolayca gé-
riliir. Bununla beraber sabit sifirdan farkli olsa bile yogunluk ve alan
vektorii tirevle elde edildiginden ¢6ziim yine tektir. Poisson denklemi
icin de benzer sonuclar elde edilir.

fletkenlerin potansiyelleri yerine yiikleri bilindigi takdirde iletkenler
diginda Laplace denklemini saglayacak ve iletkenlerin yiizeylerinde

Qe §)a—q)df'a
an
£

olacak sekilde bir harmonik fonksiyonun bulunmasi gerekir. Daha ge-
nel olarak iletkenlerden bazilarinin potansiyelleri ve digerlerinin yiikleri
verilmis olabilir. Bu genel halde potansiyel fonksiyonu, bazi sinir yii-
zeylerinde sabit degerleri alacak ve diger yiizeylerde ise yukarnidaki sar-
ti yerine getirecek gekilde tayin edilecektir.

20, Koordinat sistemleri.

Simir degeri problemlerinin ¢éziimlerini sedelestirmek icin incelenen
sisteme uygun olan bir koordinat sistemi segilir. Bunun i¢in de koordi-
nat yiizeylerinden biri simir yizeyine intibak eden bir koordinat sistemi
secilmelidir. Agagnda gesitli ortogonal koordinat sistemleri kisaca goz-
den gegirilmigtir.

Bir noktanin genel koordinatlan u, », w ile gosterilirse bunlarla
kartezyen koordinatlar birbirine

x=x(u,o,w) , y=ylu, v, w), z=2z(u, v, w) (95)

fonksiyonlan ile bagh olurlar. Bu denklemlerde u=sab, v = sab. ve
w =—=sab. koyarak elde edilen yiizeylere koordinat yiizeyleri adi verilir.
Koordinal yiizeylerinin kesigme egrilerine koordinat gizgisi denilir. Koor-
dinat yiizeyleri yekdegerini (u, v, w) noktasinda keserler. Koordinat
yiizeyleri yekdigerine dik olan sisteme ortogonal koordinat sistemi adi
verilir. Pratikte genel olarak bu sistemler kullanilir. Her hangi bir vek-
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toriin bilesenleri uy,uy,u, birim vektérleri yardimiyle tayin edilir. Sag

sistemde ;:Xu,:::::, dir. Ortogonal sistemlerde birim vaktérler her nok-
tada birbirine dik kalmakla beraber yénleri genel olarak noktadan nok-
laya degisir.

Genel koordinatlar nadiren uzunluklan gosterirler. Sek. 115 de gé-

rilen hacim elemamnin kenarlar yani
du, dv, dw degigmelerine tekabiil eden
uzunluklar igin

ds, = Adu , ds,=hdv , ds, = A.dw
yazihr. Metrik katsay: denilen 4 katsayi-

lant genel olarak koordinatlarin fonksi-
dsu yonudur. Bu katsayilari

d :
s;ek, 115 o= \/(g—: r]z + (g“:’f)z

az\?
- (a?) (96)
seklinde hesaplamak kabildir. 4, ve 4, ifadeleri u yerine v ve w koya-

rak elde edilir.

Ortogonal koordinatlarda uzunluk ve hacim elemanlar

d:: (};udu):‘ - (hvdt’)_!:v +("'wdw);;* ; ; (97)

dV=hhAdudvdw
dir.

Kartezyen koordinatlardaki bilesenleri A4,, A,, A, olan A vektorii-
niin her hangi bir ortogonal sistemdeki A, bileseni

B TR e g
A=, (4L 14 & tA] (98)

ifadesi yardimiyle bulunur. Diger bilesenler igin u yerine v ve w ahmr,

grad ¢ nin bilegenleri
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s i oy _ 1 39
grad @=3= 2~ , grad,9=g- ==, gradu@=;= 2  (99)

denklemleri yardimiyle hesaplanir.

A vektoriiniin diverjans:
. . - 1 a ¥ { a b a 4 y |
div 4 = L [au (ﬁ, Ko Au] % (ﬁu A A,J v = (}au h. Aw)] (100)

seklinde ve rot A nin bilesenleri ise

— 1 a / a f .
rot..A = hvzw[ a_t' (III.A..J 3y —a'z—p—l}h Av] 3
rot,d — hu{‘!w[—aaﬂ_(ﬁu A.,.;] -2 (:/z,,A.,.T ’ (101)
Pt ;;“lhv{aa (he A) = 2{h 4]

ifadeleri yardimiyle bulunur.
Potansiyel fonksiyonunun laplasiyeni

1 B(a’lh a0 _ﬂ_(f:wfzuai flh dtp
Ag ]1 he hy Ao, [ hy au} dv\ A, 0v) i au, )’ (102)

ifadesi yardimiyle hesaplanir.

Yukanida da belirtlldigi gibi sinir degeri problemi g¢déziiliirken, in-
celenen tertibin simirlarina uyan bir koordinat sistemi segmek elverisli-
dir. Meseld u—sab. koordinat yiizeyi sinir yiizeyine uyacak genilde se-
¢ilmigse ¢ (u,o,w) harmonik fonksiyonunun simr yiizeyindeki normal
tirevi op/du ve tegetsel tirevleri ise do/dv, dp/dw olacaktir.

Asagida cesitli ortogonal koordinatlar 6zetlenmistir.

Kartezyen koordinatlar: Birim vektérler i,/ ,k ile gosterilir. A=A,
—h. =1 dir. Koordinat yiizeyleri x—sab.,y—=sab. ve z=sab. diizlemle-
ridir.

Dairesel silindirik koordinatlar: Koordinatlar u=p, v=d¢, w =z

ve birim vektorler r:z,r,, ag k dir, sek. 116. x—p cos ¢, y=psin ¢
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dir. Koordinat yiizeyleri p = sab. silindirleri, ¢ = sab. yan sonsuz ve

z = sab. sonsuz diizlemleridir. Metrik F Jl
katsayilar hp—h, =1, bqg'—-p dur.
PFe.2)
Eliptik silindirik koordiaatlar : Elip-
tik silindirik koordinatlar z
—
x=cChEcosn , | b 4

( (103
y==c Sh & sin q ]

denklemleri ile tarif edilir (¢ = sab.), X
Ugiincii koordinat z dir. Bu denklemler Sek. 116
arasinda 1 ve £ yi yokederek

x? BT iy 1

(c ChE) (cShg)y? — 2
X " P 1

(¢ cos n)? (¢ sinn)?

bulunur. Birinci denklem £ — sab, icin biiyiik ve kiigiik yar1 eksenleri
a=c Ch &, b=cShE olan ortak odakh elipsleri ve ikinci denklem
n=sab. i¢in a=c cos 1, b=c sin 1 olan ayni odakh hiperbolleri goste-
rir, sek. 117. P noktasinin Fy, F, odaklarindan uzakliklar: Iy Ty ile gos-
terilirse r;+r, = ¢ Ch S ve rn—r;=2ccosn bulunur. E ve 1 koordi-

4 L?-"’/Z '&'}

-
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natlarinin degigme sinirlari £=0 ve 2 = n =0 dir. £§=0 igin elipsler
odaklar birlestiren dogruya dejenere olurlar. Hiperboller ise n=0 ve
n=2r icin F, noktasmin sagnnda kalan dogruya ve n=m igin F, nok-
tasinin solunda kalan dogruya dejenere olurlar. n—==/2 ve n=3=/2 igin
v =0 diizlemi iistiindeki noktalar elde edilir. Koordinat yiizeyleri &=sab.

eliptik silindirleri, n=sab. hiperbolik silindirleri ve z=sab. diizlemleri-
dir.
Metrik katsayilar

ht=hn=cy Ch%E —cos?n , h,=1 (104)
dir.
Parabolik silindirik koordinatlar: P noktasimn poler koordinatlan

o, ¢ ile gosterilirse parabolik silindirik koordinatlar

E=VT5 cos -5-. n=y % sin3- (105)

seklinde tarif edilir. Ugiincii koordinat z dir. E=sab. ve 1 ==sab. i¢in
ortak odaklan orijinde bulunan iki parabol ailesi elde edilir, sek. 118,

e

¢

N
it}
\ SR

Y

_E:O

(Fe
\ X

o~

o
i
5

f:So'

Sek. 118
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Koordinat yiizeyleri parobollik sitindirler ve z=sab. diizlemleridir. Pa-
raboller £=0 igin —x— eksenine ve n=0 i¢cin +x— eksenine dejene-
re olurlar. € ve 7 igin degisme simirlan = ile + o arasindadir. E ve
1 nm igaretleri ¢ agisiin degeri ile belli olur.

(104) yardimiyle

*= 2 @-m, y=tn (106)
bulunur. Metrik katsayilar

hy=h, =\VE £ 77, h=1 (107)
dir.

Bipoler koordinatlar: x—ekseni iistiinde A(—a,0) ve B(a,0) nok-
talanm alalim, sek. 119. £ ve 7 parametre olmak iizere yazilan

7£0

Sek. 119
. i
Jlf"+(y—-¢::r:tg"é)z——-( 3 E) ’

(108)

\2
(x—a Cth n)1+y==( S;n )
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denklemlerinden birincisi yardimiyle E—sab, icin merkezleri y—ekseni
tistiinde buulunan ve A,B noktalarindan gegen daireler ve ikincisi yar-
dimiyle n=sab. i¢in merkezleri x—ekseni listiinde bulunan daireler el-
de edilir. &1, z ye P noktasimin bipoler koordinatlar1 denilir. Koordi-
natlar i¢in degisme sinirlant 0 SE= 27, —co << F 00 , —0<z<+ o0
dir. £ ve E+= icin ayni daire elde edileceginden bu koordinati bir de-
gerll yapmak icin E<= degerleri x—ekseni iistiinde kalan daire yaylan
icin ve diger degerler de alt taraftaki yaylar icin kullamlir. A noktasi
n=—co degerine ve B noktasi n= | degerine tekabill edzr. n=0
icin daireler y —eksenine dejenere olurlar.
(108) yardimiyle

__aShn ,_asing
= Chn -cost ' Y~ Chn—cost (109)
bulunur. Metrik katsayilar
hy=hy T h=1 (110)

dir.
Kiiresel koordinatlar : Koordinatlar u—=r, v=0, w=—=¢ ve birim

vektorler u,,ug,u & dir, sek. 120. Kartezyen koordinatlarla kiiresel koor-

dinatlar arasinda x=r sin 0 cos ¢, y=rsin0sin ¢ , z=r cos 0 baginti-
lant vardir. Koordinat yiizeyleri r=sab. kiireleri, (0=sab. konileri ve
¢ = sab. yan sonsuz diizlemleridir. Metrik katsayilar fr,=1,119 = r,

hgb =r sin 0 dir.

Sek. 120
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Dipoler koordinatlar : Bu sistemin € ve 7 koordinatlar: ile z ve p
koordinatlar1 arasinda

a Sh a sin E

*= Chn—cost * *= Thn—omt"

(111)

bagintilar: vardir. Ugiincii koordinat ¢ agisidir, sek. 121. Koordinatlarin

¢ o

. J
P ke
¢
2 Z =0 > —--x
X =P cos
#:,ﬂsimb
=3¢6'>O
»’j=o C¢ _b_z

j:ﬂ'/z

Sek. 121

Edegisme sinirlan 0 < £ < 7, — = < M< + «, 0= ¢ = 2z dir.
n =sab. yiizeyleri A veya B noktasim kugatan kiirelerdir. & = sab. yiizey-
leri ise E~= degerleri i¢in masura bicimindedirler ve £~0 civarinda
ise kiirelere yaklagirlar. ¢ =sab. yiizeyleri ise diizlemlerdir. Metrik kat-
sayilar

At a . asink

A i 5 T Aqf)‘ Ch n—cos&

(112)

g

dir.

Sferoidal (eliptik) koordinatlar : Bu koordinatlar ortak odakl elips-
leri eksenleri etrafinda déndiirerek elde edilir. Dénme kiigiik veya bii-
yiik eksen etrafinda olduguna gore iki tirli sferoidal koordinat meyda-
na_gelir. "
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Yassilagmis (oblate) sferoidal kpordinatlar elipsleri kiiciik eksenleri
etrafinda dondiirerek elde edllir, sek. 122. £ ve 1 koordinatlan

Z

7 =Sab.

Sek. 122

z=c¢ ShEcosn, p=c ChEsinn

seklinde tarif edilir. Ugiincii koordinat ¢ agisidir. Bu denklemler ara-
sinda n ve £ yi yokederek '

z? . pE

T U e
22 0? J
~ (ccosm)? * “(csinm)?

bulunur. Birinci denklem yardimiyle £=sab. igin yan eksenleri a=c ChE
(p—ekseni dogrultusunda) ve b = ¢ ShE (z — ekseni dogrultusunda)
olan ortak odakh elipsoidler elde edilir. Elipsoidler £=0 i¢in z—0 diiz-
lemindeki ¢ yangypl daireye dejenere olurlar. lkinci denklem yardimiy-
le n=sab. icin ayni odakh hiperboloidler elde edilir. Hiperboloidler
n==/2 igin ¢ yangaph dairesel deligi ihtiva eden z=0 diizlemine deje-
nere olurlar. £ ve 7 koordinatlarimin degigme simirlan 0<E< o, 0=n==
dir (kiiresel r, 0 koordinatlan gibi). Metrik katsayilar
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he=hn=1¢c\/ C¥?% — sinn , fz¢ =0 (114)
dir.

Uzamig (prolate) sferoidal koordinatlar elipsleri biiyiik eksenleri et-
rafinda déndiirerek elde edilir, sek. 123. £ ve 1 koordinatlar:

z—=¢ ChEcosn , p=c ShEsinn (115)

seklinde térif edilir. Ugiincii koordinat yine ¢ agisidir. Bu denklemler
yardimiyle '

z?

!
eChgr T Eshgr =1
il PP _Pi___--1

(ccosm) — “esinny

bulunur. £€=sab. igin ortak odakh elipsler ve n=sab. icin ayni odakh
hiperboller elde edilir. Elipsleri z—ekseni etrafinda déndiirerek uzamig
(prolate) elipsoidler elde edilir. Elipsoidler £=0 igin odaklar birlegtiren

i

‘2‘:"/2 z=$ab_

Sek, 123

dogruya ve £ igin kiirelere dejenere olurlar. Hiperbolleri z—ekse-
ni etrafinda déndiirerek hiperboloidler elde edilir, Hiperboloidler n=0
ve n=rx igin z—ekseninin odaklarin saginda ve solunda kalan kisimla-
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rina dejenere olurlar ve n=/2 i¢in z=0 diizlemi haline gelirler. € ve
1 koordinatlanmin degisme smrlari 7, 0 koordinatlan gibidir, Metrik
katsayilar

hz=hn=cy Ch% — cos™ , hg = (116)
dir.

Paraboloidal koordinatlar : Bu koordinatlar parabolleri eksenleri et-
rafinda dondiirerek elde edilir. £ ve 71 koordinatlan

2= (@—1), p=En (117)

seklinde tarif edilir. Ugiincii koordinat ¢ agqisidir, gek. 124. £ ve 7

Sek. 124

koordinatlarinin degigme sinirlari 0 S E < o0, 0 = 1< o dir, £ = sab.
ve n—sab. icin odaklan orijinde bulunan paraboller elde edilir. Metrik
katsayilar

he=ha=y B+0’ , hy =p (118)
dir.

Elipsoidal koordinatlar : Yan eksenleri a,b,c (a>b>c) olan elipso-
idin denklemi

z2

rr 2
Ei+;g—2+ c’zl
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dir, sek. 125. p parametresine gore yazilan

z A

a
X
Sek. 125
2 4! S Pt
a+p ® b+ p % +p P

denklemi p=£>—d? igin elipsoidleri, —c?>p =n> — b? i¢in bir yaprak-
Ii hiperboloidleri ve —b°>p={> —a? icin iki yaprakh hiperboloidleri
gosterir. Hepsinin odaklar sek. 125 de gériilen elipsoidin odaklarina
intibak eder. Uzayda her noktadan bu tip yiizeylerden biri gecer. Boy-
lece &, n, { ya, belirtilen degisme smirlan i¢in, uzaydaki bir nokta-
min koordinatlan géziiyle bakilabilir. Koordinat ylizeyleri £ =sab. elipso-
idleri, n=sab. hiperboloidleri (bir yaprakh) ve {==sab. hiperboloidleri-
dir (iki yaprakl).

p yerine 5,5, koyup, elde edilen denklemler x,y,z ye gore cozilir-
se



177

2 (@D @+n) (@)
= (@) @8

2 _ (B18) (B*+n) (*+8) »

(@=5) () (120)

_ (&4§) (¢+1) (¢+0)
(a’—¢%) (B*—¢?)

bulunur. Metrik katsayilar
R
he = speV(E—n) G=0)

S
=5V =1 (n—%) (121)

—

(=l =)

dir. R, (p=E.,0,0),
R, =V(p+a) (p+8) (p+c) (122)
kisaltmasim gostermektedir.
Toroidal koordinatlar : Bu sistemde %,1m koordinatlar

__csinn __&DhE
ChEi—cosn * °~ ChE—cosn

denklemleri ile tarif edilir, sek. 126. Ugiincii koordinat ¢ agqsidir. Bu
denklemler yardimiyle

z =

(123)

cro—ont= (gt (30
1

2
(z—cctgn)’i-p’:( slzn )
yazilabilir. Birinci denklem E=sab. i¢in merkezleri p—ekseni iistiinde
bulunan ve yaricaplari a=c/Sh £ olan daireleri gosterir. Daireler E=0
icin z—ekseni ve £ = = igin F noktasina dejenere olurlar. Daireleri
z—ekseni etrafinda dondiirerek toroidler elde edilir. Toroidler E=2=
i¢in ¢ yangaph daireye dejenere olurlar. Ikinci denklem n=sab. igin
daire yaylarimi gésterir. Bu yaylan z—ekseni etrafinda dondiirerek kii-
resel kepler elde edilir. Metrik katsayilar

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 12
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Sek. 126

— c e —
~A= Cht—cosn * "¢ " el

h

Jr

dir.
21. Ortogonal fonksiyon sistemleri.

$. (x) fonksiyon sistemi, m ve n tam say1 olmak iizere m == n
icin

b
[ p(x)b u() b o(x)dx =0 (126)

sartin1 yerine getiriyorsa bu sistemin (e, b) arahginda ve p(x) agirhk
fonksiyonuna gére ortogonal oldugu séylenir. Mesela sin nx ve cos nx
trigonometrik fonksiyonlari (—=, =) arahginda ortogonal bir sistem
teskil ederler. Zira m=fn igin

kg ki
fsinmxsinntdx=0 . fcosmxcosnxdx =y

—= —=
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dir. Agirhk fonksiyonu ise p(x)=1 dir. Bessel ve Legendre fonksiyon-
lari da ortogonallik sartim yerine getirirler.

m=n igin (126) integrali
b
No= [[$u(2)Fdx (127)

seklini alir. Buna sistemin normu denilir. Trigonometrik fonksiyonlarin
normu = dir.

Dirichlet sartlarim saglayan bir f(x) fonksiyonu

f(x) = 2 A, b () (128)

n=]

seklinde bir ortogonal fonksiyon serisine agilabilir. Serinin katsayilan
& .(x) sisteminin ortogonallik 6zelliginden faydalanarak kolayca bulu-
nur. Serinin iki tarafr ¢ .(x) dx ile garpthp a,b arasinda integre edilirse

b
A= ‘,:,— [ f(x) b (x) dx (129)

elde edilir.

Fourier serisi ve integrali: Fourier serisi pratikte ¢ok kullamlan
zel bir ortogonal seridir. Periyodik f(x) fonksiyonu

flx) = -‘-’i‘! + E (¢a cOS nx+b, sin nx) (130)

=<}

Fourier serisine agilabilir. Bu serinin katsayilan

= ™ 111
ay :-i—ff(x)dx, Gy = %ff(x) cos nx dx, b, - [}’(x) sinnxdx (131)
—-x - ™

“t
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integralleri yardimiyle hesaplanir (—= ve = yerine 0 ve 2n de alinabi-
lir). Sayet f(x)=f(—x) ise (¢ift fonksiyon) b,=0 ve

- 2; P e %f FORNBAEC
0 0

ve f(x)=—f(—x) ise (tek fonksiyon) a,=0, a,=0 ve
T
—-%—-f(x)smnxdx (,33)

olur. Béylece cift fonksiyonu kosiniis serisine ve tek fonksiyonu ise
siniis serisine agmak kabil olur. x—degiskeni bir uzunlugu géosterdigi
takdirde uzunluk peridyonu 2/ ile gosterek

f(x):%l‘- RS 2 (a, cos m;_x -+ b, sin ?) P~

n=1

yazilir. Katsay1 integrallerinde = yerine ! ve nx yerine '—'3;1 alinir.

Simr degeri problemlerinin ¢éziimiinde bir fonksiyonun belli bir
arahk igindeki degigimi bizi ilgilendirir. Bu arahk diginda fonksiyonun
bir ¢ift veya tek fonksiyon gibi devam ettigini farzedek bir kosiniis
veya siniis serisine agmak kabil olur.

Aralik sonsuza gittigi takdirde Fourier serisi yerine Fourier integ-
rali kullamlir. Fourier integralinden periyodik olmayan fonksiyonlar:
gostermek icin faydalanilir, f(x) fonksiyonunun — e <x< e araliginda-
ki Fourier integral ifadesi (reel sekil)

fly =+ f dm f f(s) cos m (x—s) ds %)
0 i

dir. Sayet
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U(m) == % f f(x) sin mx dx

™ (135)
W(m) = %- f f(x) cos mx dx ,
konursa
fx) = j [U (m) sin mx + W(m) cos mx] dm (136)
yazilabilir.
f(x) ciftse
f(x) = fdm ff(s) cos ms cos mx ds (137)
(kosiniis integrali) ve tekse
flx) = 3‘— fdm ,‘ {(s) sin ms sin mx ds (138)

0
(siniis integrali) yazlabilir. Bunlar sonsuz aralik igin kosiniis ve siniis
serilerinin yerine gegerler,

f(x) ¢ift oldugu vakit U(m) =0 ve
Wim)= = ? f(x) cos mzx dx (139)
0
olur. f(x) tek oldugu vakit de W(m)=0 ve
Um) =2 ; #(x) sin mx dx (140)

olacaktir.
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Sayet bizi yalmiz (0,%0) arabig ilgilendiriyorsa f(x) ister cift, ister
tek olsun veya hig biri olmasin bir kosiniis veya siniis integrali ile
gosterilebilir.

Fourier integralinin kompleks sekli

o0

flx) = '21? [ ei™ / f(s) ™ ds dm (141)

—_— 0

dir. Ig integrali ¢ @) seklinde géstererek bu integrali

f(x) = 2—1“ [g(m) e™ dm ,

(142)

g(m) = _7 f(x) e7i™ dx

seklinde iki integrale ayirmak kabil olur. Integraller ayn yazldign igin
ikinci integralde s yerine x konmustur. Bu integrallere Fourier trans-
formasyonlan denilir. f(x) integralinde jm =p koyarak

joe
f =575 [s()edp (143)

_Jm

yazlabilir. Bu kompleks integral rezidiilerden faydalanarak hesaplana-
bilir.

g(m) integralinde e-™*=cos mx+j sin mx koyarak
g(m)==[W(m)—j U(m)] (149)
bulunur. Bunu £ (x) integralinde yerine koyarak (136) ifadesi elde edilir.

Fourier integralinin kompleks sekli ile cahsmak elveriglidir. Zira
f(x) ve g(m) yi kargihkh olarak veren cetveller diizenlenmigtir. - .
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Sturm—Liouville problemi: Simir degeri problemlerinin ¢6ziimiinde
a7 G # @ | +1e0)+p(e) 14 () =0 (145)

tipinde diferansiyel denkleme rastlamir. A bir parametredir ve ileride
goriilecegi gibi problemin simir sarlann ancak belli A degerleri igin sag-
lanabilir. Bu h degerlerine problemin karakteristik degerleri (eigenwer-
te, eigenvalues) ve bu degerlere tekabiil eden ¢éziimlere karakteristik
fonksiyonlar (eigenfuktionen, eigenfunctions) adi verilir. Sayetu = a
ve u =5 smirlaninda &y (a) + k¢’ (a) = 0, ks (b) + kP (d) =0
(ks ... k, = sab.) seklindeki homogen siir sartlari saglamirsa (145)
denkleminin ¢6ziimleri p(u) agirhik fonksiyonuna gére ortogonal bir
fonksiyon sistemi tegkil ederler. Bu simir sarlar1 her ii¢ nevi simir de-
geri problemini igine ahr. Zira k,=k,=0 icin 1. nevi, k;—k,—0 igin
2. nevi ve k lar sifirdan farkh ise 3. nevi bir sinir degeri problemi ba-
his konusu olur. Boylece )., A, gibi iki karakteristik degere (m==n)
tekabiil eden karakteristik fonksiyonlar ¢ .(u) ve & .(u) ile gésterilirse,
homogen simir sartlarindan biri gergeklendigi vakit

b
[ p(a) o) ) du=0

olacagn anlagilir. (139) diferansiyel denkleminin homogen simir sartlan-
m saglayan ¢6zimlerini bulmaya Sturm—Liouville problemi denilir.

Bessel ve Legendre fonksiyonlari: Laplace denkleminin silindirik
koordinatlardaki ¢6ziimiinde

o '&%( P %:'—) H(m¥%?—n)R =0 (146)

seklindeki Bessel diferansiyel dnnklemi ile kargilasihir. m ve n (>0)
parametrelerdir ve n denklemin basamagimi gésterir. R=R(p), yalmz
p—degiskeninin fonksiyodunur. x=mp koyarak denklem

#R | 1 dR )
S+ (1-— e JR=0 (147)

sekline sokulabilir. Bu denklemin ¢éziimlerine Bessel fonksiyonlar: (si-
lindirik fonksiyonlar) denilir. Genel ¢6ziim x argiimanina gére
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R=A J(x)+BY(x) (148)

seklindedir. A4 ve B, integrasyon sabitleridir. Ju(x), n. basamaktan 1,
nevi ve Y,.(x) ise ayni basamaktan 2. nevi Bessel fonksiyonlarim gés-
terirler. Literatiirde N,(x) seklinde de gosterilen 2. nevi Bessel fonksi-
yonuna Neumann fonksiyonu adi da verilir. Bu fonksiyonlar seriler yar-
dimiyle bulunur.

1. nevi Bessel fonksiyonlann n=1,2, . .. i¢in orijinde sifir olurlar
ve /,(0)=1 dir. Bessel fonksiyonlarimin degismeleri sénen titregimleri
andinir ve sonsuz sayida kokleri vardir. 2. nevi fonksiyonlar x—0
igin —o olurlar. Bu sebeple p=0 ekseni ¢6ziim bdlgesine girdi-
gi vakit Neumann fonksiyonu kullanilamaz ve genel ¢ozim yalmz bi-
rinci terimden ibaret olur (B =0).

(146) da m* yerine —m? alinirsa ¢éziim
R=A J{jx)+B Y(jx)

seklinde olur. Dolayisiyle Bessel fonksiyonlarinin argiimam imajinerdir.
Modifiye Bessel fonksiyonlar yardimiyle

R=Al(x)+B K.(x)

yazilabilir. /,(x) ve K,(x), 1. ve 2. nevi modifiye Bessel fonksiyon-
landir. x — 0 igin K,(x) ve x - o icin /,(x) sonsuz olur. Bu sebeple
p=0 ekseni ¢oziim bélgesine girince yalmz birinci ve p—>s ¢éziim bél-
gesine girince de yalmz ikinci terim kullanilir.

3. nevi Bessel fonksiyonlar (Hankel fonsiyonlar1)
HO@=J)+ Vi) |

(149)

HO)=J)—i Vi) |

seklinde tarif edilirler. Bu fonksiyonlar smir degeri problemlerinde pra-
tik faydalar saglarlar.

Bessel denklemi
d dR n? 2 =
df*(.p d9)+( o +m°)R_°

seklinde yazlarak Sturm—Liouville tipi ile karsilagtinilirsa karakteristik
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degerlerin h=m? ve agirlik fonksiyonunun p(p)=¢ oldugu goriilir. Ho-
mogen smir gartlan saglandif vakit Bessel fonksiyonlar1 ortogonal bir
sistem teskil ederler. Ozel olarak Ju(mq ¢) partikiiller ¢oziimleri, p=0

igin
dJulme
kyJolme ) Ko L(dfp—"’- -0

sarti gergeklenirse, 0 Sp=a araliginda ortogonal bir sistem meydana
getirirler. Sistemin normu

N,= Of o Ju(my o) do (150)

integrali yardimiyle hesaplanir. Béylece k;=0 (1. nevi) igin

No= & Poss (mq )

ve k;=0 igin (2. nevi)

2
Ny== j.2(:a2a) [ (my, a)*—n’]

(-4

bulunur. &, ve k, sabitleri sifirdan farkhh oldugu vakit

N, = ju;@’@i)[(maa)z gt e (}2:)1]

My’

elde edilir.
a< p = b arahginda 1. ve 2. nevi homogen sinir sartlar1 igin normlar

: .
No = & P (ma )= § T (ma@),

Mo =5os {ltma by—n? ]f.%mab) s [(maar—n*] 2ma)|

formiilleri ile bulunur.

Bessel fonksiyonlarnin ortogonalliginden faydalanarak f(p) fonksi-
yonunu
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f(e) = z A, Jo(map) (151)

o=1

seklinde Fourier—Bessel serisine agmak kabil olur. m, degerleri simr
sartlarina uyan karakteristik degerlerdir. Serinin katsayilan

Ag = - [[oF@) Ju(mp) do (152)
0

integrali yardimiyle hesaplanir,
Laplace denkleminin kiiresel koordinatlardaki ¢Oziimiinde

e -ﬁ(sin 0 g{) + n{n+1) T=0 (153)

Legendre diferansiyel denklemine rastlanir. n tam sayidir ve 7'=T7(0)
dir. = cos 0 koyarak Legendre denklemi

ag [( 1_uz)g{] +a(nt1) T=0 (154)

sekline sokulabilir. Legendre denkleminin genel ¢oziimi
T=AP,(x) + BQ.(1) (155)

dir. P,(u) , 1. nevi Legendre fonksiyonudur. [P,%u) seklinde de ya-
zilir]. Bu fonksiyona Legendre polinomu (veya yiizey zonal harmonigi)
denilir. Mesela

Pw)=1, Plu=p, Plu= ;-(3;;2—1) ;
Py) =5 (50=3u) , Pii) =+ (355'—300+3)
dir. Legendre polinomlari 1=1 igin (8 =0) P,(1)=1 degerini alirlar.

Qu(), 2. nevi Legendre fonksiyonudur. [Q.° (1) seklinde de yazilir].
Mesela
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Q@ =snE | QW=PE@ -1,

Q=PI — 5

5 2
Qs(12) = Py(11) Qo) — 5~ p2+ o

dir. Ikinci nevi Legendre fonksiyonlan p= +1 (0=0 veya =) igin loga-
ritmik olarak sonsuz olduklarindan poler eksen ¢oziim bdlgesine girin-
ce bu fonksiyonlar kullanilamaz (B=0).

Legendre denklemi Sturm— Liouville tipi ile kargilagtinihrsa r=n(n+1)
ve p(p)=1 oldugu g®oriilir. Legendre polinomlar —1=p=1 arahgmn-
da ortogonal bir sistem teskil ederler. Zira m=Fn igin

+1
[ Pato) P dn =0
—1

dir. Sistemin normu
=1 5
Ne= [ PP =g (156)
—1
dir.
Dirichlet sartlarii yerine getiren bir f{w) fonksiyonu (—1,1) ara-
higinda

1) = ZAPuw) Us7)
n=0
Legendre serisine agilabilir. Serinin katsayilari

+1
1
A=2 [ 1) Piwrds (158)
—1

integrali yardimiyle hesaplanir. Sayet fonksiyon f(f) seklinde verilmig-
se seri

f(0) = 2, AuPa(cosb)
n=>0
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seklini alir ve katsayilar

A, ____2n

™
! [ f(8)P.(cos 0) sin 0d0 (159)
0

integrali ile hesaplanir.
Legendre diferansiyel denklemi

1 d . 3
m'—cﬁ-(smﬂ—d&f}z) - [n(n+l)—s—{:1ﬁ]}"==0 (160)

asosye Legendre denkleminin m = 0 icin &zel halidir. m ve n tam sayi-
lardir. u = cos 0 koyarak

d d7 o o
d—u[(x—w) aa] i [n(n-i—l ) 5 m]r_o (161)
yazilabilir. Genel ¢6ziim
T=AP., () + BQ,(n) (162)

dir. A"(11) , n. basamaktan ve m. dereceden 1. nevi agsosye Legendre
fonksiyonudur (m = n). Mesela

Pl(p) =V1—p? |
Pl(w) =3uVI—@? |, PR(w) =3(1—p?)
P = (=1 1=, PR =15001— ) , PP(=151— e

dir. P,"(1)=0 dur.

Q." (1), n. basamaktan ve m. dereceden 2. nevi asosye Legendre
fonsiyonudur, Bu fonksiyonlar 1 = + 1 i¢in sonsuz olduklarindan poler
eksen ¢éziim bélgesine girince kullanilamazlar, Mesela

0 =| Q)+ /1w
Q0 = e+ ES2) i

Q2 (n) = [ 3 Qi) + ?.1‘1:%‘;]\/ 1
dir.
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(161) denklemi Sturm—Liouville tipi ile kargilagtinhrsa
r=n(n+1) ,p)=1

veya

1
o e JUE P . S—
r=—m? , p(u) S

alinabilecegi gorilir. Yalmz 1. nevi asosye Legendre fonksiyonlar:
(—1,1) arahginda ortogonal bir sistem teskil eder. Zira a=*B icin

+1 1
f PR @) PR () du=0, [ PL@)P, (=0
03 |

dir. n basamagna gore norm (m=sab.)
2 (ntm)!
Ne= n+1 (n—m)! (163)
olur.
Legendre denklemlerine potansiyel denkleminin sferoidal koordinat-

lardaki ¢oziimiinde de rastlamr. Bu koordinatlarda p. degiskeni 0=p=o°
simrlan arasinda degigir. Oblate koordinatlarda rastlanan

d%[(l+u’)%§'] - [n (n + 1) - I_%Lp’.lF=0 (164)

denkleminin ¢oziimleri imajiner argiimanhdir, F=F (i) dir. m=0 igin
Legendre fonksiyonlan P (ji) ve Q. (jit) olur. m == 0 igin P=, (ju) ve
Q.= (ju) elde edilir. Meseld Polji) =1, Pr(jw) = ju, Py (w=y 1+,
Qqlju)=—arc ctg p dir.

Ortogonal fonksiyonlar hakkinda daha etrafl bilgi vermege kitabmn

hacmi miisait olmadigindan bu hususta literatiire miiracaat tavsiye edi-
lir.



VIL DEGISKENLERE AYIRMA METODU

22. Genel bilgi.

Potansiyel fonksiyonu, simetriden dolayi, bir degiskene bagh oldu-
gu takdirde Laplace denklemi adi bir diferansiyel denklem haline gele-
ceginden ¢oziim direkt integrasyonla kolayca bulunur, Bu gesit problem-
lerden bir ka¢ 6rnek daha once gérilmistiir. Diger o6rnekler daha ile-
rideki bahislerde gériilecektir.

Potansiyel fonksiyonu iki veya ii¢ koordinata bagh oldugu vakit
siir degeri problemlerini ¢6zmek yani simir sartlarim saglayan harmo-
nik fonsiyonlar: bulmak igin gesitli metodlar vardir. Bunlan séylece si-
ralayabiliriz : Degigkenlere ayirma, konform tasvir, enversiyon, imaj
(daha 6nce goriildii), Green fonksiyonlari, integral denklemleri. varyas-
yon hesabi, diferans denklemleri (niimerik metod), grafik, deney (ano-
lojik).

Bu bahiste degigkenlere ayirma metodu gézden gegirilecektir. Me-
todun esas: parsiyel diferansiyel denklemleri adi diferanslyel denklemle-
re ayirmaktan ibarettir. Bu ayirma iglemi goérdigimiiz koordinat  sis-
temleri igin miimkindir. Cesitli koordinat sistemlerinde ayirmamn nasil
yapilacag asagidaki bahislerde gériilecektir.

Iki boyutlu problemlerde potansiyel fonksiyonu bir eksene gére de-
gismez ve meseld 3/0z = 0 dir. Biitlin z = sab. diizlemlerinde alan ayni
sekildedir. Egpotansiyel yiizeyler silindirik yizeylerden ve egpotansiyel
cizgiler ise bu yiizeylerin z = sab. diizlemlerindeki izlerinden ibarettir.
Bir simir degeri problemine iki boyutlu goziiyle bakabilmek igin incele-
nen sistemdeki tertiplerin sonsuz uzunlukta olmasi gerekir. Bu sebeple
pratik bakimdan ideal bir iki boyutlu alan elde etmek imkansizdir. Bu-
nunla beraber simirli uzunluktaki tertiplerde bazi sartlarin yerine gelmesi
halinde (mesela iletkenlerin uzunluklari, aralarindaki uzakhk yaminda ¢ok
biiyiikse) kenar tesirlerini ihmal ederek problemi iki boyutlu gibi ince-
lemek kabil olur. Iki boyutlu problemleri de prensib olarak degiskenle-
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re ayirma metodu yardimiyle c¢ozebilirsek de bu problemler igin kon-
form tasvir metodu ¢ok daha elveriglidir.

23. Poisson denkleminin integrasyonu.

Laplace denklemi, elektrik yiikleri iletken yiizeylerine dagldign ve-
ya ortamda noktasal veya ¢izgisel karakterde konsantre yiikler bulun-
dugu vakit kullamilir. Zira ortam iginde siirekli bir yitk dagihsi yoktur-
Buna kargilik siirekli yitk dagihis icin  Ag=—=—g¢/e Poisson denkleminin ¢6-
ziimlerini aragtirmak gerekecektir. Homogen olmayan bu parsiyel diferan-
siyel denklemin genel ¢6ziimii, partikiller ¢6ziim ile homogen denklemin
¢oziiminden (tamamlayic1 fonksiyon) tegekkiil eder. Bir koordinata gére
degigen problemlerde ¢6ziim direkt integrasyonla kolayca bulunur. Mese-
l& kartezyen koordinatlarda 9/9y=9/9z=0 icin yazilan d%p/dx?*=—p/e
denklemi p=pgy,=sab. icin integre edilirse

@(x) = Ax+B— 215 2

bujunur. Ax+ B, homogen denklemin (Laplace denklemi) ¢éziimiinii ve
— —;T x? ise partikiller ¢6zlimii gostermektedir. A ve B integrasyon
sabitleri problemin simir gartlari yardumiyle bulunur.

Poison denkleminin partikiiler ¢éziimii ikinci Green teoremi yard-
miyle bulunabilir. Partikiiler ¢6ziim daha 6nce p dV yilkk elemaninin
uzakhgindaki P noktasinda meydana getirdigi dp=pdV/4ner potansi-
yelinin integrasyonu ile bulunmustur ve

e /‘pdV
Y= 4re | r
V

dir. Poison denkleminin Green ¢6zimini bulmak icin faydalanilacak
olan ikinci Green formiili daha dnce goriildiigii gibi

!Ww—m@ dV=§3 (f,sg—z —qa%;fl)df

seklindedir. ¢ =1/r segilirse r—0 igin ¢ — = olacagindan, P nokta-
sin, yarigapi a olan ¢ok kiigiik bir kire ile kugatarak bu noktay: integ-
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rasyon bolgesi diginda tutmak suretiyle yok edelim, sek. 127. Green
teoremi kiirenin f yiizeyi ile her hangi bir F kapali yiizeyi tarafindan

Sek. 127

sinirlanan V' blgesine tatbik edilirse A¢=Aa(1/r)=0 oldugunu gézénii-
ne alarak

8 gu=f[ld@_, 2 (1\).,, f[10e _af1
_/.-;_dv_ﬂé[?‘ an 4 an (r )]df ! é[r dn man(r)]dF
V f F

yazlabilir. f yiizeyi i¢in pozitif normal yonii V' bélgesinden digar1 ya ni
kiirenin P merkezine dogru oldugundan

o _ _ 39 _3_(_1_‘=1_
an or ’ on r) r?

dir. Béylece r=a koyarak
- _1- - a‘p v L -
b=~ 3 f oo~ f v
f f
elde edilir. ¢ ve d¢/dr nin f yizeyi lizerinden hesaplanan ortalama de-
gerleri ¢ ve (3g/ar) ile gésterilirse

S )
é— 4m(ar) n o

/ :
yazabiliriz. a—0 limitine gegilirse birinci terim sifir ve 9—+gp olur. Boy-
lece P noktasindaki potansiyel icin, A9 = — p/e oldugunu da gbzbniine

alarak
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_A pwv 1er1e o 841
Pe = 4ne | r + 4m é[r dn k4 an(r)]dF (165)
v F

ifadesi bulunur. Birinci terim F igindeki yiklerin ve ikinci terim ise
F digindaki yiiklerin potansiyeldeki paylarnim gdsterir. Sayet F yiizeyi
bitiin yik dagihsim igine alacak sekilde segilirse ikinci terim sifir olur.
Ayni sonucu F yiizeyini, merkezi P de bulunan R yancaph bir kiire
gibi diigiinmek ve R—c< limitine gegme suretiyle de goérebiliriz. Zira
R—< igin yiizey integrali icindeki terimler 1/R*® gibi sifira ve kiirenin
yiizeyi R* gibi sonsuza gideceginden c¢arpimlan 1/R gibi sifira gider.

(165) denkleminde birinci terim Poisson denkleminin partikiiler ¢6-
ziimiinii ve ikinci terim ise Laplace denkleminin ¢oziimiinli gosterir. F'
yiizeyindeki ¢ ve d9/dn degerleri bilinecek olursa yiizey integralini he-
saplamak kabil olur.

24. Kartezyen koordinatlarda analitik ¢&ziim.

llk énce iki boyutlu Laplace denkleminin ¢éziimiinii gérelim. 8/9z=0
icin iki boyutlu Laplace denklemi
% o
=3 . Y 0
seklindedir. ¢ (x,y) yerine
9 (xy) = X(x) Y(y)
seklinde yalmiz x ve yalniz y degiskenine bagh olan iki fonksiyonun
carpimi alinirsa Laplace denklemi (XY ye bélerek)
1 d2X ) P )
Xdad T ¥ g )

sekline girer. Birinci terim yalmz x degiskenine ve ikinci terim ise yal-
mz y degiskenine bagh oldugundan bu denklemin gerceklenebilmesi igin
terimlerin sabit olmasi gerekir. Boylece ikinci terimi m® ye esgit yazarak

d?X d?Y

dx® dy*
denklemleri elde edilir. Parsiyel diferansiyel denklem iki &di diferansi-
yel denkleme aynlmighr. m ye ayirma sabiti denilir. Bu sabitin alaca-
g1 degerler simir gartlan ile belli olur. Birinci denklem Sturm—Liouville
denklemi ile kargilagtinhrsa r(x) =1, ¢(x)=0, p(x)=1 ve A=m? oldugu
gorilir. Simir gartlarina uyan her hangi bir karakteristik deger m, ile

gosterilirse bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri
Elektromagnetik Alan Teorisi F. 13

+mX=0, —m?Y=0
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KXo =Aysinmy x + By cosm, x
Yo =Cy Shmyy+ D, Ch muy

olur. Y, igin Y, =C, e"z¥ + D, e "o iistel gekli de alinabilir. Harmonik
fonksiyon X, Y, ve genel ¢éziim

5 (f:y):ZXu. Yy
a

dir. Toplam o iizerinden yapilir. Karekteristik degerler siirekli bir spek-
trum tegkil ettigi takdirde toplam yerine

? (xg) = [fm)X, ¥, dm
integralini almak gerekir.
m* yerine —m?* almirsa X ve Y fonksiyonlarinin rolleri degisir,

m=0 igin ¢oziimler Xy=A,x+ By, Y,= Coy+ D, seklinde yani line-
er olur. Harmonik X, ¥, dir. Bunu k,+kyx+keyy+kexy seklinde yazabi-
liriz. Problemin sartlari gerektirirse bu harmonigi de hesaba katmak
icap eder.

Ug boyutlu Laplace denklemi

oo % %
7 S MG = e

dir. Eger
@ (x,y.2) = X(x)Y(y)Z(2)
ayirmasi yapilirsa
1dx 1@y, 1az
X dx? Y dy? Z dz?
elde edilir. Birinci terimi —m? ye ve ikinci terimi —n? ye esit yazarak
d2X d?yY : d*Z .
aa T mX=0 , & 4 md ¥=0- a7 —(m*++n*Z=0
diferansiyel denklemleri bulunur. Sinir sartlarimi saglayan karakteristik
degerler m, ve ng ile gosterilirse ¢oziimler

=0

Xy =Aysinmy x + B, cos mg x
Y3=Cgsinn3y+Dgcosn3y '

Zop = Eqg Sh \Vm o>+ np?z 4 Fo5 Ch \/r;ff-_l-_r_zﬂiz
olur, Harmonik X, Yy Zy 5 ve genel §6zﬁm
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o(x,y,2) = szﬁ Yo Zyp
o f

dir. Toplamlar o ve B iizerinden yapir. Siirekli spektrumda toplam-
lar yerine integraller gelir.

m veya n den biri sifir olursa ¢oziimlerden biri lineer karakterde
olur ve cift toplam basit toplam haline gelir. m=n==0 halinde harmo-
nik (AeX+ Bo) (Coy+ Do) (Eyz+F,) olacaktir.

Yukandaki goziimlerde integrasyon sabitleri simr sartlan yardimiy-
le tayin edilirler.

Ornekler :

1 — Sonsuz uzun dikdértgen kesitli tiibiin kenarlarindaki potansi-
yeller bilindigine gore potansiyel fonksiyonu biilunacaktir, gek. 128

4 |
b , Y=o
%o o
7 = -
Sek. 128

39/8z=0 oldugundan problem iki boyutludur. Simir sartlan @(0,y)=0
@(a,g)=0, ¢(x,b)=0 ve o(x,0)=V,;=sab. dir. X icin iistel ¢6ziim almr-
sa X(0)=0 sartindan B=0 ve X(a)=0 sartindan A Sh ma=0 bulunur.
A =0 almak gerekeceginden bu ¢éziim kullamlamaz. X igin trigonomet-
rik ¢ozim alinirsa X(0)=0 dan B—0 ve X(a)=0 dan A sin ma=0 bu-
lunur. Buradan m, = an/a(x=1,2,...) degerlerinin alinacag anlagilir. a
i¢in negatif degerler alimrsa potansiyel fonksiyonunun yalmz isareti degi-
gir. Y(b) =0 sartindan C,/Dg= — Cth myb bulunur. A, D, = K, koya-
rak genel ¢oziim igin

Sh =" (b — y)

olx,y) = 2 K, sin 2EL
a Sh anh
o a
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ifadesi elde edilir. V,, (0,a) aralginda Fourier siniis serisine agilirsa

LTxX

Vi= ZMG sin =
o

bulunur, M, katsayilan

M, = -—2:‘ g 225

i

dx

integrali yardimiyle hesaplamr ve M, = 4V,/an (a=tek say1) dir. Ge-
nel Coéziim o(x,0)=V, sarti yardimiyle

L

Vi= ZIKE sin =
- 2

sekline gireceginden bunu V, serisi ile kargilagtirarak K, = 4V,/an ol-
dugu gériiliir. Bdylece potansiyel icin

o
G, QA awy. Y Y
? Xy _z o a Shaﬂb

a(tek)
serisi elde eldilir.

Dikdértgenin y = 4 kenannin V, potansiyeli verildigi takdirde (di-
ger kenarlar sifir potansiyelinde) problem benzer sekilde ¢oziiliir.
X(0) = X(a)=Y(0)=0 sartlan yardimiyle genel ¢6ziim igin

- n 28X SRy
tp(x,y)—-z K, sin - Sh E
[
ifadesi bulunur (K, = A4, C,). Fourier siniis serisi ile kargilagtirarak
son simr sarti yardimiyle

PR

ar Sh gxb

ve potansiyel igin
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sh2™4
OTX a

4V, anx, 3
q>(x.y)=z ar sin a _Sh anh

u(tek) a

bulunur.

Sayet x=0 kenarmin V; potansiyeli verilirse X ve Y fonsiyonlan-
nmn rollerini deglstirmek gerekir. Analiz sonunda

[+ 414
Wy O
¢(xsy) = z Esm—&— S 2t
S
" b

bulunur. x=a kenarimin V, potansiyeli verildigi takdirde benzer ana-
lizle

Sh K

o(x,y) = Z W i 2T i 1
an b Sh ona
a b

bulunur. Bir kenarin potansiyel dagihsi f(x) veya f(y) seklinde yani
x ve y degiskenlerinin fonksiyonu olarak verilirse Fourier serisinin kat-
sayilan

M= [ f(x) sin 2Z5 dx
5

inteﬁrali yardimiyle hesaplamr. f(y) fonksiyonu igin a yerine b ve x
yerine y alinacaktir.

Yukandaki ¢éziimleri siiperpoze ederek kenarlarin potansiyel dag-
hslan ne olursa olsun géziimleri elde etmek kabil olur. Mesela y=0 ve
x—a kenarlanimin V; ve V, potansiyelleri verildigi takdirde (diger ke-
narlar sifir potansiyelinde) ¢6ziim yukarida i¢ kenarin potansiyelleri si-
firken elde edilen sonuglari siperpoze ederek elde edilir.

2 — Sek. 129 da goriilen sistemlerin potansiyel fonksiyonlar: bu-
lunaktir.
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Q:a ,ip-O -] —~

ol grw) @ x 0‘ PeFix) x

(o) (4)
Sek. 129

(a) daki sistem igin X(0)=0 ve X(a)=0 sartlan yardimiyle B=0
ve my = axn/a bulunur. Diger taraftan

Y= Ce™ + De—mv

ustel geklinden kolayca géorillecegi gibi C=0 almak gerekeceginden

Skl
o(x,y) = Z:Ka B Sin%ﬁ
; o
bulunur. @ (x,0)=/(x) sart: yardimiyle

aTX
a

f(x) = Z: K, sin

bulunacagindan K, katsayilar:

a

a
K, =§ff(x) sin 28X 4.
0

integrali yardimiyle hesaplanir.

(b) deki sistemde X(0)=0 sartindan B=0 bulunursa da sinma=0
yazilamaz. Zira @ — o i¢in siniisiin limiti yoktur. Sonug olarak m her
degeri alabileceginden siirekli bir spektrum elde edilir. Y(5)=0 sartin-
dan C/D=—Cth mb bulunacagindan harmonik igin
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i _Sh m(b—y)_
XY =K sin mx Sh mb
yazilabilir. Genel ¢oziim '
o (x,y) = f K (m) sin mx _gl_g_;(%%yl_
0

seklindedir. @ (x,0) =/ (x) sartindan

fiz) = [K(m) sin mx dm
0

bulunnr. x <0 bélgesi problemin simri digindadir. f(x) in Fourier si-
niis integrali

K(m):%ff(x) sin mx dx
0

seklinde oldugundan genel ¢ozimiin Fourier integrali

oo o

o(xy) = ;2:-—.’ f(s)ds j‘ sin mx sin ms —S—l%i-'—(%;-i)— dm
0 0

olacaktir.
3 — Sek, 130 daki sistemlerin potansiyel fonksiyonlari bulunacaktir.
(a) daki sistemde y>0 bolgesinde

.
o(ry) = ZKa e @ sin E’%’-
o

dir. y<0 bolgesinde pozitif isaret almak icap eder. K, mn nasil bulu-
nacagi yukanda goriilmistir.
(b) deki sistemde x>0 bélgesinde



4’1 P
L Y0
oo =
= i
o X | a0 &)
ca) c6)

Sek. 130

ETx

b
o(eg)= Y Kpe ~ sin%
o

dir. x>0 bélgesinde pozitif isaret alimr.
4 — Sek. 131 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktr,

|
gw/‘?wa
N
%o -0
emm— " —
o P=F(x) X
Sek. 131

X(0) =0 ve X(a)=0 sartlan yardimiyle B=0 ve mg = an/a bu-
bulunur. (39/3y)y—4=0 sartina gére ¥’ (b)=0 olacagindan Cy/D, =
—Th my b bulunur, Genel ¢6ziim
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Ch 5;—‘(5-3)

. [r iy
o(xy) = Z"Ka sin
dir. (x,0)=/ (x) sarti yardimiyle
2 a
=2 [ )
Ku—ajf(x)sm - dx
0
bulunur.
5 — Sek. 132 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.
o
Vo -V2 V2 : -V2
- oo La j L -
"4 ' > 4 _+——-——.'
7 7 /
IR I e T

Sek. 132

Problem siiperpozisyonla ¢oziilebilir. Siperpoze edilecek sistemler
sek. 133 de gorilmektedir. (a) daki sistem igin

Sek. 133
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o
av, v 6—y)

o1 (x,y) = z o —— Sin 2
a(tek) S

ve (b) deki sistem igin

_ ary
S (xy)‘—E‘lVZ oh € p OB
2 (2,9) = ol
o Sh &7 ¢
a c

bulunur. Orijinal problemin ¢éziimii o - 9+, dir.

6 — Topraklanmig paralel levhalarin arasina {iniform cizgisel yiik
getiriliyor, Sek. 134, Sistemin potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

q
F Y-0
A
- 00 —-— b —= oo
W el g
L l .
Yo e %
. Sek. 134

Problem iki boyutludur. Simir sartlan ¢ (x,0) = 0, 9 (x,6) =0,
@£ o0,y)=0 dir. X icin iistel ¢oziim ve Y icin trigonometrik ¢6ziim ali
nirsa Y(0)=0 sartindan D=0 ve Y(6)=0 sartindan my=ar/b (a=1,2,...)
bulunur. o( =+ 0 ,y)=0 sarti yardimiyle x>0 i¢in C=0 ve x<0 igin D=0
bulunur. Béylece bu bdlgedeki potansiyel fouksiyonlarim o, ve o, ile

gostererek
ATy

b
o= Ek'a e sin a:y (x>0) ,
o

%% 4
SO ZPue_ T osin 22L (x<0)
o
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elde edilir. x=0 igin ¢;=9, olacagindan K, = P, dir. x=0 diizlemin-
deki yitk dagihg icin birim impuls fonksiyonu yardimiyle

oly) = M (y —d)

yazlabilir. Bu fonksiyon igin

b b
ofs(y—d)dy=1 , off(y)s(y—d)dy - ;‘.(J)

dir (0<d<b). x=0 diizlemindeki ikinci simir garh

o(y) _ (9% _ 99
€ dx x ).

seklinde olacagindan

My —d) 2% 10 2N
% = ZKG 3 sin b
o

elde edilir. Buradan

b
e 4N Rl oand
K,= =y fS(y d) sdey- T sin ——
0
bulunur. Aranan potansiyel fonksiyonlar
oTX
e X oand 0 SR "
'131(1-9')-- Z_U»mu sin b e sin 2 »
o°
X
( )— _Ls.nﬂ{i -E‘T ‘nﬂ
o lty) = ) = v sin—

o
dir. s o
7 — Sek. 135 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.



%E- \\\ \,g.o,
I

0[ a X

?-— Yo

Sek. 135

1 ve 2 bélgelerindeki potansiyelleri ¢, ve ¢, ile gésterelim. X(0)=0
sartindan B=0 ve X(a) =0 sartindan m, = an/a bulunur, Bu bélgeler-

deki harmonikler igin

(c,,Shmay-i-dmChmay)sinmax y
(ex Sh m, y + f, Ch m, y) sin my x

yazilabilir, y =0 igin ¢ =0 oldugundan eq/fo = — Cth m, b bulunur.
Genel ¢éziimler.

o1 (xy) = z:(cu Sh my y + dy Ch m, g) sinm, x

92 (x,9) = Zf sa ;}.“_,i_i:;y?_ sin m, x

seklindedir. y =0 igin o, (x,0) = 9o =sab. oldugundan

T
Do —_Zd sm‘JL -3

yazarak

dy = % (o =tek say1)
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bulunur. lki dielektrik arasindaki simimr yiizeyinde simr sartlari y =0
igin oy = @y ve & (30,/dy) =2 (392/3Y) seklinde oldugundan

Sh my, (b—c¢)

cq Sh my c+dy Ch mg c=fa Shmo b

Ch m, (b—c¢)
~ Shmgb
denklemleri yazlabilir ve bunlan ¢dzerek katsayilar bulunur.
8 — Sek. 136 daki kutunun igindeki potansiyel fonksiyonu buluna-

caktir. z=0 yiizeyindeki potansiyel dagiisi @= f(x,y) dir ve diger
yiizler topraklanmigtir.

¢1(cy Ch my ¢ + dy Shmy c)=—=%fq

Z\

Sek. 136

X (0)=0 sartindan B=0, X(a) =0 sartindan m, = an/a, Y (0)=0
sartindan D=0, Y (6)=0 sartindan ng = B=/b bulunur (x,8=12,.).a
ve B igin negatif degerleri almaga liizum yoktur. Zira bunlar fonksiyonu
degigtirmezler. X, ve Y3 coziimleri X, = Ag sin mq X, Yg = Cgsinngy
seklindedir. Z, g ise

Zyg=Eqp Shy/mg -+ nﬂ’- z+4Fyp Ch Vme + ng’ z
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seklindedir. Z(c) = 0 sartindan Fo8/Eqg=—Thym,? + ng? ¢ bulu-
nacagindan
Z, = SV M F ngle )
Chymgy? + ng? ¢

sinm, x sin ng y

yazilabilir. Genel ¢éziim

o(x,y,2) = zz Ko S \/m“=+"52(z_c) sin m, x sin ng y
Ch \/m 2 -+ nﬁ c

" dir (K¢B=A Cq Ey p).

f (x,y) fonksiyonu bir ¢ift Fourier serisine agilabilir. Arahklar x—de-
giskeni igin (0,a) ve y— degiskeni icin (0,6) oldugundan

f (xy) = ZZ M, g sin m, x sin ngy
a8 .

serisi elde edilir. M, 5 katsayilari

a
2 2 :
Mep=—- . Tf [ ) sin o sin g e

¢ift integrali yarchm:yle hesaplanir. z=0 igin ¢(x,y,0) = f(x,y) oldugun-
dan

flx,g) =— Y ¥ K, 5 Th Vm,? + ng® ¢ sin my x sin ng y
o f

yazlabilir. Bunu Fourier serisi ile kagilagtirarak

bulunur. Potansiyel fonksiyonu

Sh Vm2+ng? (c—-z) . s
olx,y,z) = ZZM‘ & sin m, x sin ng
Sh Vm, 2 +ng? a’+ng?c - &




dir.

Sayet diger yiizlerin potansiyel dagiliglan bilinirse benzer analiz
yapilir. Keza siiperpozisyondan faydalanarak her hangi bir potansiyel
dagihgi problemi etiid edilebilir.

c=»o oldugu takdirde Z fonksiyonu iistel olarak yani

Vmy2+ng® z +F3—Vma2+nﬂ’ z

Z=Fe

seklinde yazilirsa £=0 almak gerektigi goriilir. Genel ¢ozim
Nmy +ng? 2
o(x,y,2) = ZZM""-B e sin my a sin ng y
a f .
dir. a—>c ve b—>o igin seri yerine Fourier integrali kullanilir.

25. Dairesel silindirik koordinatlarda analitik ¢&zlim.
Silindirik koordinatlarda 9/dz=0 igin iki boyutlu Laplace denk-

lemi
B[ 09\  Te
pap(pap) s 34”'—0
seklindedir. o(p, ¢)=R(p) F(¢) koyarak
1(, dR dR \ , 1 &F _
z" e e )+ 7 g =0
elde edilir. lkinci terim —m? ye esit yazilirsa
B 5 ARy R
—a?,'z' +mJF:0 ) pl-W T B _CK —-mle—':

diferansiyel denklemleri bulunur. m==0 i¢in ¢Ozuimler
F=Asinm¢p +Bcosm¢ ,
R=Cp™+Dp~"™

dir. m=0 igin ¢oziimler Fy=4,% + B R,= Cylng-+Dj, geklinde olur. m
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nin alacag degerler sinir. gartlarina baghdir Ekseriya rastlandig gibi
o(p, b )=0(p, b +2x) ise m ye tam sayi degerleri vermek ve 4,—0 almak
icap eder, Harmonik R,.F, seklindedir ve dairesel harmonik adim_alir,
Genel ¢6ziim

oo, b) =Y RnF m

dir. Harmonigin derecesi m dir. Sifirnci dereceden  harmonik
ky+kyp +kslng+k, b Inp seklinde de yazlabilir, m degerleri siirekli oldu-
gu vakit toplam yerine :

#es )= [ flm) R uchm

integrali alinir. _
m* yerine —m?® alnirsa ¢éziimler

F=AShm¢ +B Chmg,

R=C cos (ming)+ D sin (minp)
seklinde olur.
Ug degigkenli Laplace denklemi
' 19 d), 1
p ap(p ap_J T e?

e |, %
3¢’ | ozt 0

seklindedir. ¢(p,$,2) =R(c)F($ )Z(z) koyarak

p d( dR\ 1 &F o &z _
Ra|* %)t Faar T
yazlabilir. Ikinci terimi —n? esit yazarak

2
H“-‘:—, 4 F =0 ()

bulvnur ve Laplace denklemi

g RN TR T
= d

I iy =0
PR dp | * Tdp phorrl g

sekline girer. Son terimi ? ye esit yazarak



2
—‘jl—-f,- —m*Z=0 , (b)

’ (%( o fi-’-:i')+ (migt—n)R=0 (c)

diferansiyel denklemleri elde edilir. m==0 ve n==0 igin (a), (b), (c) denk-
lemlerinin ¢oziimlerl

R = A J{mg)+ B Yu(mo) »
F=Csinn¢ +Dcosnd ,
Z=M Sh mz+N Ch mz

olur. Silindirik harmonik RFZ dir. Genel ¢oziim

o(p., =2, LRFZ

olarak bulunur.
m=0 igin g¢oziimler
R=A¢"+Bp™ ,

F=Csinn¢ +Dcosnd ,

=Mz+N
ve genel ¢dzim
ole,d,2) =) RFZ

dir. n=0 igin ¢oziimler
R=A Jy(mg)+B Y, (me) '
F=C¢ +D .

Z—M Sh mz+N Ch mz

olur. Genel ¢dziim
¢ (6,$,2)= J.RFZ

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 14
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dir. m=n=0 igin ¢éziimler
R=Alnp+B ,
F=C¢+N ,
Z=Mz|+N

olur,

m? yerine —m? alimrsa
R=Al(mp)+ B K.(mp) .
F=C sin n¢p+D cos npp

Z=M sin mz+N cos mz
¢oziimleri elde edilir. /, ve K,, modifiye Bessel fonksiyonlaridir.
m degerleri siirekli olursa toplamlar yerine integraller alimr.
Eksenel (rotasyon) simetrik sistemlerde simetri ekseni z—ekseni ol-

duguna gére 9/8¢=0 olacagindan
d( 4R aap_

P dp( P dp)-f-mpR—O

d*Z

- = B m?Z—=(

diferansiyel denklemleri elde edilir. m=%0 icin ¢oziimler
R=A Jo(mp)+ B Y(mp) :
Z=M Sh mz+N Ch mz

dir. m=0 igin harmonik (4, Inp+ B,) (Myz+ N,) dr.

m® yerine —m? alinirsa
R=Aly(mp) + BKy(mp) ,
zZ -Msin mz + N cos mz

¢Oziimleri elde edilir.
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Ornekler :

1 — Sifir potansiyelindeki sonsuz iletken silindir iiniform elektrik
alam igine sokuluyor, sek. 137. Potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

_.Eo="’£¢‘

Sek. 137

Uniform alanin potansiyeli igin £, = —dg/dx yardimiyle @oz= —Egx+k
——F,pcos ¢+k veya x=0 igin @z =0 segerek 93 = — Eyp cos ¢ bulunur.
Alan iki boyutludur (3/3 z=0). Genel ¢6ziim igin

o (6,4) = Ao Inp + By + Y(An sin mp+ B cos mp) (Cag™ + D.o™™)

yazalim. x—eksenine gore simetriyi gozoniine alarak tek fonksiyon olan
siniislii terimler kullamlmaz. Béylece BoCu—= aa ve B,D.. = b koyarak

L] ‘P,‘[’) = AB In . + Bn + Z(am Pm ".'bmp"“') CcOSs m(b

bulunur. Cok uzaklarda iletken silindirin {iniform alan iizerine yadtig
bozucu tesir kaybolacagindan potansiyel —Eypcos ¢ degerine yaklagir.
Béylece ¢» R igin Ay = By=0, ay=— F, ve m>1 icin a, =0 almak
gerekeceginden potansiyel fonksiyonu

¢ (6,$) = — Eop c0s § + ) bup~™ cOs mdb

gekline girer. p=R igin o (R,$) = 0 olacagim gdzdniine alarak
0=— E, R cos ¢ + ) buR ™ cos m¢
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yazilabilir. Bu ifadenin ¢ agisina bagh olmamas: igin m=1 almak ge-
rekeceginden b, = R?E, ve m=+1 icin b, =0 bulunur. Potansiyel fonksi-
yonu

[ 4

26h)=—6—2)Ecosg

dir.
2 — Sonsuz uzun dielektrik silindir iiniform elektrik alan igine so-
kuluyor, sek. 138 Potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

Sek. 138

Silindirin digindaki ve igindeki potansiyelleri Py ve @ ile gdstere-
lim. @, i¢in yukanda gérildigi gibi

P=—E; p cosh + ), b, p~ ™ cos mp

m=1
yazilabilir. Zira gok uzaklarda polarizasyonun tesiri kaybolacaktir, p =0

ekseninin ¢6ziim bélgesine girdigini gézonine alarak @; igin

o

P = Z Cm p™ COS meh

m=1

yazabiliriz (4.C. = cu). Silindir yiizeyindeki simir sartlart p = R igin
P =0 Ve & d9;/dp=20q,/dp seklinde olacaktir. Béylece
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Zc..R'“ cos m¢p = — Eq R cos ¢ + meR' ™ cos m ¢
{,-——-—\n.: m‘ﬂ. s
.Y e R*— cos mdb = —Ey cos ¢ -+ WouR—(""cos m &,

bulunur. Diger taraftan

ZA,cosrncb::ZB..cosmtb

esitliginde A.=B. olacagindan ancak m=1 degerlerinin alinabilecegi
goriiliir. Bu suretle

oR=—ER+8 | wo=—F—
yazarak
b,:(-:{;—:-k‘fn , Cl:‘“‘g_%‘
bulunur. Potansiyel fonksiyonlan
d0=— (o= 2t Bcoss, o=- 2ap c0sp

dir.

3 — Dielektrik kihifli sifir potansiyelindeki sonsuz uzun silindirik
iletken iiniform alan igine sokuluyor, sek. 139. Potansiyel fonksiyonu
bulunacaktir.

yh

/éraug"_;

oM ¢

Sek. 139
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Silindir digindaki potansiyel igin

P9 — — Eyp cos ¢ + Z;Imp"'“’ cos m¢

yazilabilir. Kilif iginde p=0 ve p=o degerleri bahis konusu olamaya-
cagindan

L= Z{bmp"' + cup™™) cos mph
m
yazabiliriz. p=a ve p=b igin simir sartlari yardimiyle
2. (bua™ + caa=") cos m¢ =0 , (a)
m

—Eybcos b+ ), anb " cos mep = Y (bub™ + cub-") cos md , (b)

— Ey €05 $ — ), man b~ cosmp = &,3, m{bub™1— cab 4" jcosmd (c)
m

m

denklemleri elde edilir. m==1 icin bu denklemler ancak

bt F cao==0", (d)
Gub™=b,6"+ Cwb™™ (e)
— @ b+ = g, [b, b1 — ¢, b-("+D)] (f)

oldiigu vakit saglanabilir. (f) yi & ile carpip (e) ye ilave ederek
(e + 1) b = (& — 1) cub=2" (g)

bulunur. (d) ve (g) nin ayni zamanda saglanabilmesi icin ya b,=0,
cmn =0 veya

£+1 ___(_q_ 2m
&—=1"  |¥

olmas: icap eder. ¢, ile yarigaplar birbirine bagh olmadigindan son sart
saglanamaz. O halde b, = ¢, =0 almak gerekir. (e} den a, =0 buluna-
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cagindan m=1 igin an==bm—cn =0 olacagi anlagilir. m =1 igin yazilan
’

3 G

denklemlerini ¢dzerek

(e,+1)a%+(e.—1)6° WE

U= e, +1)+ (e - 1)a’ b

S et b

= OEFIp e -1
2a2H°E,

Oy ==

[CeaVaecu i
bulunur. Potansiyel fonksiyonlari

Po =(— Eyp +%]cosd> :

¥ = (bnp - %) cos
dir. ‘

Ozel haller: a=0 igin yarigapi b olan dielektrik silindirin potansi-
yeli bulunur. ¢, =1 yapilirsa yangap: a olan iletken silindirin potansi-
yeli bulunur. lletken silindirin potansiyeli, dielektrik silindirin potansi-
yelinde &,—>2> koyarak da bulunabilir.

4 — Dielektrik boru iiniform alan icine sokuluyor, sek 140. Potan-
siyel fonksiyonlari bulunacaktir.

Simir gartlan p = a igin ©,=9s, & 39,/ 3p =e390py/ 3p Ve p=b igin 9, =0,
8,3,/ 0p =2,39,/ 3P seklindedir. Ayrica p—>< igin ¢y = —Eqp ¢os ¢ olmak
sorundadir. Simetridzn dolay: siniis terimlerini birakarak
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3?

E’f —-
i Eo
3 ,
0 X
b
Sek. 140

9 = (—Enp+‘§)cos ¢ ,

0, =(Bp - Ec-.)cos ¢ ,
93 = Dp cos ¢

yazilabilir. Integrasyon sabitleri simir sartlar1 yardimiyle bulunacaktir,
Mesela >

e

dir. 93 = Dp cos ¢ = Dx oldugundan

T
E,.—--T;?_—D

bulunur. Boru igindeki alan iiniformdur. &, ==¢; alimrsa yarigapi 4 olan
dielektrik silindirin potansiyel fonksiyonlar1 bulunur. Ayni sonug a = 4
alarak da bulunabilir. ez icin dielektrik kihfh iletkenin potansiyel
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fonksiyonlan elde edilir. _

5 —p=a , p=b silindirleri ile ¢ =0, ¢ — @ diizlemleri tarafin-
dan simirlandinlan sektdr igindeki potansiyel fonksiyonu bulunacaktir,
gek. 141.

P=f(#)

(0) a

Sek. 141

Sistemin sonsuz uzunlukta oldugu kabul edilirse problem iki boyut-

lu olur. Sir sartlan ¢ (a,¢) =0, 9(p,0)=0, o (p,0)=0, 0 (b,%)=f(¢)
dir. Sifirnc: dereceden harmonik bu sartlara uymaz. Harmonik i¢in

RF = (Ce" + Do) (Asinm ¢ + Bcosm é)
yazahm. ¢(p,0) = 0 sartina gore F (0)=0 olacagindan B =0 bulunur.

o(p,0) = 0 sartina gore F(8) =0 olacagindan m, = an/Ma = 1,2,...).9
ola,$)=0 sartina gore R (a) = 0 olacagindan D,/Cy =—a~*a bulunur.

Genel ¢oziim

cp(pl‘!b) e z er sin mu&f) (p“’u — a’“’ap"‘m)
seklindedir (K, = A, Cy ). 0(b,h) =f($) sarti yardimiyle
f($) = z K sin mgy p(bmx —a?™e b-ma)

yazilabilir. f(¢) yi Fourier siniis serisine agarak

o
~
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/@)= Y M, sin 25

bulunur. Katsayilar

0
M= 5 [ 1) sin %0 ag

0
integrali yardimiyle hesaplanir. Kargilastirarak

0
2 4 ' :
K, 25(6"'&__02% ba) jfw’) sin .‘."%‘1_!’_ dé

0

bulunur. Sayet
0
ko= [Hp)sin 5L dg

0

koyarsak
a "% pha —g™a Mg

e, $) = z ky sin my ¢ P i
o

buluruz,

Sayet diger kenarlarin potansiyeli sifirken o(a,d)=g(p) verilirse
yukandaki ifadede yalmz « ile b nin yeri degisir ve b~ igin potansi-
yel fonksiyonu

o (e, ) :Z ky (%)ma-sin )

seklini alir,
a@=0 yapilirsa D - 0 almak icap eder. Genel ¢oziim

0 lp,b) = Exa 6" sin my
o

&
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seklindedir. b = R alarak ¢ (R,¢)=f(¢) sarti yardimiyle
@ (ph) = Z ko, (j’é)’"“ sin mg b
- j

bulunur. k, , yukanda verilmistir.

f($) ve g(¢) daghglan verildigi takdirde problem siiperpozisyon-
la ¢oziliir.

Sek. 142 de R yarigaph dairedeki potansiyel dagiligi f (V) oldugu
takdirde genel ¢dziim igin

S= f(%)

Sek. 142

0(6,p) = k + 2,¢™ (an sin mb + ba cos mb)
yazlabileceginden
fY)=k+ ZR"'(am sin m¢+b, cos m¢)
bulunur. Fourier serisinin katsayilarim veren integraller yardimiyle

_1-21: Ri—g?
0 @) =5 [T R G- | DY

elde edilir. Buna Poisson integrali denilir.

Sek. 141 de » (p,0) = hlp) veya o (p,0) = ulp) daghslan verildigi
takdirde simir sartlari p degiskenine gére homogen olacagindan



RF=(A Sh m¢ +B Ch m¢ )[C cos ( min p)+D sin (min g)]

harmonigi kullamhir. Yukaridaki problemlerde kullanilan harmonigin ve
sifinnct dereceden harmonigin sinir sartlarina uymadiklan kolayca gérii-
lebilir. #(0) =0 sartindan B = 0 bulunacagindan harmonik

Sh m¢[a cos (mln p) + & sin (mln p)]

gekline girer. R(a) =0 ve R(b) =0 sartlar1 yardimiyle a/b——sin (mlna)/cos
(mlna)= —sin (mln b)/cos (mlIn &), sin m(In a—In 6)=0 bulunacagindan m,
= an/Iln(b/a) olacag anlasilir (« - 1,2,...). Genel ¢oziim

sin (m, In-£)
a

rp(pl(ﬁ) = Z bm Sh mx‘i’

cos (m, In a)

‘dlr. 9 (p,0) = A (p) simir sarti yardimiyle

sin(m, In -F-)

h(g) = 3, bm Sh m, 0 — 2
o

cos (m, In a)

= z K, sin(m, ln-g-)

elde edilir. R fonksiyonu igin sinir gartlann homogen oldugundan (1. nevi)
norm igin

b
N, = f sin? (m, In -—Z—) dep
bulunur. Serinin katsayilan

b

[16e) sin (my In £-) de
e e L LI

f:sin2 (m, In %) dp

integrali yardimiyle hesaplanmr,

g($) ve A(¢) dagilislart verildigi takdirde problem siiperpozisyon-
la ¢oziliir. Genel olarak her hangi bir potansiyel dagihs igin simr de-
geri problemini siiperpozisyonla ¢ézebiliriz.
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6 — Sek. 143 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.
Silindirin potansiyeli sifir ve diskin potansiyeli ise @, dir.

£

.y $-=0
~y a
.
0 2
Sek. 143

Eksenel simetriden dolayi 3/8¢ =0 dir. R ve Z igin R=A Jo(mp)
+ BY,(mp) , Z= Me™ + Ne™™ alahm. p—ekseni problemin siri igine
girdiginden B=0 , z>0 bolgesi icin M =0 ve z<0 bélgesi igin
N = 0 alinacaktir. Béylece z>0 igin harmonik K/, (mp)e™* olur. R(a)=0
sarti yardimiyle J,(m, a) =0 bulunur. m, degerleri sifirnci basamaktan

Bessel fonksiyonunun kéokleridir. Genel ¢dziim

9 (ps2) = zKaz Jo(mg p)e—"a*

dir. ¢(p,0) =10, sarh yardimiyle

90 = 2Ka Jo(mq p)

yazlabilir. Norm N, = a* J\{(mya)/2 oldugundan Fourier-Bessel serisinin

katsayilan

a

Ko = 5227‘?;_2"'%_0) j‘P_’o(ma e)de
0

integrali yardimiyle hesaplamr. Potansiyel fonksiyonu



29e~™3* Jo(my p)
P (Prz) = Z my a j;ma ﬂ)

dir. z<0 igin "2 almr.,

7 — Gizgisel yiikiin potansiyeli seriye agilacaktir. sek. 144,

g b

Sek. 144

M(po, o) noktasindaki iiniform gizgisel yiik P(p,¢») noktasinda

In r

T 2xe

potansiyelini meydana getirir (=1 yarigaph silindir referans segilmig-
tir). r uzakhg

r— \/Pz + po? — 2pp, COS (‘{b e &0)

oldugundan potansiyel igin

L O PP T [1-—F‘:ej(¢’“¢°)—+ln 1~%’e"f(‘f’"¢'°)ql

T 2ne 4me) i
veya
el o don] p-jd—da)], , [ p (P~ dg)]
pa=c 2ﬂEInPo 4“!1111 [l—gu—ej v + In -I——-p-de }
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yazlabilir. Parantez igindeki logaritmalart seriye acarak

S D - [lnp—ui 1—(";)mc08(¢—¢u)] (e>e0) »

2xwe =1m
_5‘%{ Ing, — 2_‘. %(E%)m cos(dv—qbo)] (p<w0)

elde edilir.-

8 — Dielektrik silindirle paralel {niform cizgisel yiik sisteminin
potansiyel fonksiyonu bulunacaktir, sek. 145.

Sek. 145

Cizgisel yiikiin meydana getirecegi primer potansiyel g, = d ve ¢do=0
koyarak elde edilir. Silindir digindaki potansiyeli @, ile ve icindeki po-
tansiyeli de o; ile gosterelim. Genel ¢oziim

olo, $ )=(AeP + B)(Co In p + D) + Z (A sin mep + By, cos mep NCap™
m=1 +Dmp_m)

seklindedir. ¢ ==0 eksenine gore simetriden dolay1 ¢ acisi ve sin m¢
alinmaz. Keza p =0 ve g—>oo igin potansiyel sinrh kalacagindan loga-
ritmik terim kullanilamaz. Silindir iginde p =0 ve silindir diginda ise
g—>e olabileceginden igteki potansiyel igin Dx —( ve digtaki potansi-
yel i¢in de C, =0 almak gerekir. Baylece @, igin (R<p<d)

A 3 )
P = m’ [Z—n—‘(—z—) cos m¢p — In d] + Eamp"’ cos m¢ +aqg

ve @; igin
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o = Zb...p"‘ cos me + b,

yazlabilir. ¢, ifadesinde birinci terim primer potansiyeli (cizgisel yiikiin
potansiyeli) ve diger terim ise polarizasyon sonucu meydana gelen se-
konder potansiyeli gésterirler. o; ifadesi ise her iki tesiri ihtiva etmek-
tedir. Problemin simir sartlan p = R icin @ = @y , €8;/30=0%:/d0 sek-
lindedir. Bu sartlar yardimiyle

A
= ~ 27e, Ind+a, ,
G A (R
* 2me 14e md™ '
Y 1

= gy (1+4¢)md™
bulunacagindan a,— k koyarak

e 1[fe\* , 1—¢ [ RYd\™ L |
o= ge ;Zm[(d) e )]cosm¢ ndf+k

\

L % e e |
%__Eo(1+£,)2m(d) cos me rr Ind -+ k
- ;

ifadeleri elde edilir. p>d bélgesindeki potansiyel fonksiyonu ¢, ifade-
sinde p/d yerine d/p alarak yazilabilir.

@, ifadesine

A 1—¢
2me 1-+¢,

terimi ildve edilecek ve ¢ikanlacak olursa

S o T PR

Inp

1-4-s,
koyarak
o Efp ™ o A 1 (RYd\™ A=
m m
—l-lnp-kk

_21:8.,
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yazlabileceginden, distaki potansiyelin x=d noktasindaki A yiki,
x—R?/d noktasindaki 1" imaj yikii ve orijindeki A’ imaj yiikil tarafin-
dan meydana getirildigini farzetmenin kabil oldugu anlagihr. o ifadesi-
nin incelenmesinden de bu potansiyelin v=d noktasina yani orijinal yi-
kiin buundugu yere getirildigi farzedilen

2

o 1+4s,

imaj yiikii tarafindan meydana getirildiginin soylenebilecegi anlagtlir.

9 — Sek. 146 da goriilen topraklanmig levhalar arasina paralel iini-
form gizgisel yiik yerlegtiriliyor. Sistemin potansiyel fonksiyonu bulu-

nacaktir.

Sek. 146

Potansiyel fonksiyonlanm p<a bdlgesi igin @, ile ve p>a bdlgesi
icin @, ile gosterelim. Harmonigi

FR=(Asinm ¢ +Bcosma) (Co"+De~")
seklinde alalim. ¢ =0 ve ¢ =y i¢in ¢ = 0 olacagindan B=0 ve
me=kw/y (k=1,2,...) almak gerekir. Diger taraftan 1 bélgesi igin
D=0 ve 2 bolgesi i¢cin C=0 almak gerekeceginden

o3 :'-z Acp *sinme ¢ ,
k

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 15
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Pa =z By o™« sin my, ¢
k

yazlabilir. p=a igin ¢, =¢, oldugundan B,= A, olacaktir. Béylece A,
bulununca problemin ¢éziilmis olacag: anlagilir. Cizgisel yiik p=a ya-
rigaph silindir istiindeki

o ($)=25(p—B)
yiizey yiikiine egdegerdir. Bu ifadede gériilen agisal 8—fonksiyonu (bi-
rim impuls fonksiyonu)

X
aﬁfﬁ(sb—ﬁ)dqb:l :

Y
of f$)E($—B)dp=fB)/a (0<B<Y)
denklemleri ile tarif edilir. p ~a icin ikinci simir sarti (birinci yukanda
kullanildi)

a($) _ A8($—B)
£ &

= ' atpl ™ aq’ﬁ It -1 i
= ( aP 3 )p=a z 2 Ak my @™, sin my ¢
k

seklinde olacaktir. Buradan Fourier serisinin katsayilar: igin

A= ———l—- sin

kT gy a™k

krf}
J i

bulunur. Potansiyel fonksiyonlar:

_ M 11 (p \kmiv . knf . kn
@y = = T(?) sin = sin Y
k
- p 7 1 fal\en/y . knfB knd
@ - s Z-E(T) sin . sm-—-;r—
k

dir.
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10—p=a ve p=b silindirleri ile z=0 ve z=c¢ diizlemleri tarafin-
dan sinirlanan bdlgenin kenarlanindaki potansiyel dagilis verildigine
gore igteki potansiyel fonksiyonu bulunacaktir, sek. 147.

i

-0
b
‘P:f(P)-—" ‘P:O

;T’?O:OK

7/

Y ~

fe— C——

Sek. 147

Eksenel simetriden dolayr 3/d¢ =0 dir. Harmonigi
RZ <[ A Jo(mp)-+B Yy{mp) | (M Shmz+N Ch mz)

seklinde alahm. Z(c)=0 sartindan M/N=—Cth mec ve R(b)==0 sartin-
tindan B/A =— Jy(mb)/Yy(mb) bulunacagindan harmonik

RZ =K Jms) — Ao ¥i(me)) o2

sekline girer (K=AN) . R(a)=0 sarti yardimiyle
Jolma) Yo(mb)— Jo(mb)Yy(ma)=0

denklemi elde edilir. m degerleri bu denklemin kdkleri olacaktir. Bu
kokler cetveller yardimiyle bulunur. Kokler m, ile gosterilirse («=1,2,...)
genel ¢6ziim igin
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nt Sh my (e—2) __ Jolmg b)
o 1os) ZKa e [Juonm o) = e D Yo, p)]

yazilabilir. Son sinir garti yardimiyle (z - 0)

f6) = ;zca [jo(ma 5)— {,—({%—% Yefme p)]

elde edilir. p ya gére simr sarti homogen (1. nevi) oldugundan bu fonk- -
siyonu seriye agabiliriz. Parantez igindeki ifadeyi kisaca Ry (mgy p) sek-

linde gdstererek

b
i 2
P bR Amy b)—a*R(m, ;,)f ef(p)Ro(my e)de

bulunur.
Sayet c—>o yapilirsa Z fonksiyonu igin Z = Ne—™ ¢Oziimiinii ala-
rak

o (pz) = ZKa e“"'[ Jo(my p) — j}f:(i:; ?) Ylmy 9)]

elde edilir.

Eger a=0 yapilirsa, z=0 yiiziiniin potansiyel dagihst f(g) olan ve
diger yiizleri sifir potansiyelinde tutulan silindir elde edilir Yy(0) son-
suz oldugundan Neumann fonksiyonunu kullanamayiz. Boylece genel ¢6-
zlim igin

Sh m, (c—2z)

P (p,z) e EKQ Wju(ma P)
a

elde edilir. m degerleri Jy(m, b)==0 denkleminin kékleridir. c—> oo igin
bu ¢6ziim

9 (02) = ZKR =" Jo(mq 0)
o

sekline girer. Norm N, = b2 /i(m, b)/2 oldugundan mesela f(e)=9p,=sab.
igin .



b
- 2
Ku= o [ oJoma 08 = o 37
0

.,D(_mg. ) _
mgb Jimab)"

bulunur. .

o (p,2z) = 29

Diger yiizlerin potansiyeli sifirken z=¢ yiiziiniin o= g(p) potansiyel
dagilig verilirse Z(0)=0 sartindan N=0 ve R(b)=0 sartindan BIA=
— Jo(mb)/Yo(mb) bulunacagindan harmonik

= A ju (_mb)
geklinde olur. m, degerleri R (a)=0 sarti yardimiyle yazlan
Jokma)Yo(mb)— Jo(mb)Yo(ma)=0 denkleminin kokleridir. Genel ¢ozim

ofmg b
@ (sz) - EKG_ Sh My Z [.]ﬂ{,ma. g)— %(%'BT) Yﬂ(map)]

seklindedir. 9(pic) = glp) sarti yardimiyle

b
— e . -
Ka ~— Sh my ¢ [6°R{? (m, b) — a’Ry’ (my a)] fPE(P)Ru{ma pide

bulunur.

Diger yiizlerin potansiyeli sifirken z=0 ve z=¢ yiizlerinin f(p) ve
g(p) dagibslan verilirse problem siiperpozisyonla ¢éziilir.

Sayet p =a veya p=~b yiizlerinin potansiyel dagihglan verilecek
olursa sinir garti z—degigkenine gdre homogen olacagindan (diger yiiz-
lerin potansiyeli sifir) Z igin trigonometrik ¢dzlim alinir. Mesela p=5
yuziinin potansiyel dagihgt @ =h(z) seklinde verilmig olsun. Harmonik

RZ — | Al, (mg) + BK, (mpe)] (M sin mz + N cos mz)

dir. Z(0) = 0 sartindan N =0 ve Z(c)=0 sartindan m, = aw/c (x=1,2,...)
bulunur. R(a) = 0 sart yardimiyle B/A= —Iy{my d)/Ki(m,, @) yazlabile-
ceginden genel ¢dzim igin



fa(ma a)

P (psz) — EKG [fn(mu P) — m KO (mﬁ p) ]Sin My z
o

elde edilir. Son sinir sartina gére @(b,z) = A(z) olacaginean

!gfma ﬂ)

h (z) == Z Ka [fo(ma b) — m Ko (ma 6) :'shl Mg 2z

yazilabilir. A(z) yi Fourier siniis serisine agarak

1 2
Ky= T —cﬂ-.[fa(z) sin m, z dz
Iy (mu b— mkﬂ(mub) 0

bulunur.

a=0 igin Ky(0) sonsuz oldugundan ikinci nevi modifiye fonksiyon
kullamlamaz ve genel ¢6ziim

9 (p,2) = ZK,, Iy(m 4 p)sin m, z
o

sekline girer. o(b,z)= A(z) sarti yardimiyle

Ay = ZK,, Iimg ) sin mg =
o
yazarak

2 A
K= iy f A(z) sin my z dz
0

elde edilir.

c—>e> igin m degerleri siirekli olacagindan Fourier serisi yerine
Fourier integralini kullanmak icap eder.

Sayet =0 igin sifir potansiyelindeki z=—=0 ve z—=¢ diizlemleri
arasindaki ve 4(z) potansiyelindeki p=b silindiri digindaki potansiyel
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dagnhgim bulmak istersek [, yerine K, fonksiyonunu kullanmak icap
eder. Genel ¢6ziim

9 (p.z) = ZKa Ko(my p) sin my, z
@®

dir. K, katsayilan ¢(b,z)=h(z) sartindan faydalanarak bulunur.

o=a silindirinin p=u(z) potansiyeli verildigi takdirde problem ben-
zer sekilde incelenir. Diger yiizlerin potansiyeli sifirken p=a ve p=25
silindirlerinin u(z) ve A(z) dagihglan verilecek olursa problem siiperpo-
zisyonla ¢éziiliir. Genel olarak her hangi bir potansiyel dagihst igin
problem siiperpozisyonla incelenir. Meseld i¢ yarigapi a ve dis yarigapl
b olan ¢ uzunlugundaki silindirik kutunun potansiyel dagihgt z=0 igin
V,, z=¢ igin V,, p=a igin V3 ve p=>b igin V, olarak verilirse yuka-
nda elde edilen sonuglari bu sabit potansiyeller igin degerlendirerek
siiperpozisyon yapmak icap eder.

11 — Noktasal yiik ve dielektrik levha sisteminin potansiyel dag-
s bulunacaktir, sek. 148.

4

¢ V ¢/

0 7 &
: t?p'! Vé ar

i V] %
K
q___b___.i

Sek. 148

Problem imaj metodu yardimiyle goziilebilirse de bu yol pek elve-
risli olmaz ve sonuglar pratik degildir. Levha yiizeylerinin denklemleri
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z=a ve z=b} dir. Noktasal yiikiin potansiyeli igin

e, ST A L
m(p'z)_41:50?‘ 4'550’_'—_92"’-22

yazlabilir. Eksenel simetriden dolay potansiyel ¢ agisina bagh degil-
dir. Diger taraftan

1
T —— & '—’“J'ld
7T ﬁf Jimee="dm

yazilabileceginden

9 (02) = o [ Jime)e~="! dm
i g

elde edilir. Sek. 148 de 1,2,3 ile isaretlenen bolgelerdeki potansiyeller
igin

RZ = [A ]y (mp) + BY, (mp)] (Me™ + Ne=m)
harmonigini kullanacagiz. Ancak m degerleri siirekli oldugundan (zira m
spektrumuna siirekli karakter verecek her hangi bir sinir sarti yoktur)
goziimler toplam yerine integraller yardimiyle ifade edilecektir. p- 0

igin ¥4(0) sonsuz oldugundan 2. nevi silindirik fonksiyonu birakarak
R=A](mp) ahnacaktir.

— o <z<a bolgesinde N =0 almak gerekeceginden
onlps2) = -4%;- [ mere=rnm+ [ Atmie yome) dm
0 0
yazilabilir. e<z<b bélgesi igin
@2 2) = [[Bim)e=="+Clm)em) Js(me) dm
0

olacaktir. Nihayet b<z< e bdlgesinde M = 0 almak gerekeceginden



95 (p,2) = f D(m)e=" Jo(me) dm
0

yazlabilir.
Sinir gartlan
z=a igin @ =0; , 09,/3z =090z ,
z=2>5 igin 9=o5 , £00,/0z = 39s/0z ,

seklinde olacagindan

4::80 e=ma 4 A(m)e = B(m)e~™ + C(m)e™

4; e=m — A(m)e™ = B(m)e=™* — C(m)e™ ,

B(m)e—"" + C(m)e™ = D(m)e—="
e[B(m)e—"" — C(m)e™] = D(m)e—""

denklemleri elde edilir. Bnnlar ¢éziilerek A(m) vs. katsayilar1 bulunur.
Mesela

1—f? g, et
Dim) = e T P = s,+1)
bulunacagindan

q(1 -8 j (mp)e—*
4me, .u_gae__zm dm
0

93 (pyz =

elde edilir. 1/(1—B%—?) yi seriye agarak bu ifade

90 —F) _
D3 (Plz) i 4 ™ € Z m

sekline sokulabilir.
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Levha sayisi birden fazla oldugu vakit de problem benzer sekilde
¢ozilir,

12 — Uniform yiiklii dairesel halkanin ve dairesel diskin potansiyel
fonksiyonlari bulunacaktur.

Dairesel halkamn ekseni iistiindeki potansiye! icin daha énce

bulunmustur. Noktasal yiikiin potansiyeli i¢in yazilan

o0) = gt [ Jotm) ™ i
0
ifadesine gére eksen iistiindeki potansiyel, /,(0) = 0 oldugundan,
q:v(O,z)=TQm—j-e_“Illll o dm
0
olacaktir, Diger taraftan halkamin eksenindeki potansiyel igin
?(02) =2 f Jo(ma)e ™" g
0 -

integrali yazilabileceginden P(p,z) noktasindaki potansiyel igin

(o) =~ [ Jma) Jtme) &~ dm
0

elde edilir.
Uniform yiiklii diskin potansiyeli integrasyonla bulunur. Diskin toplam

yiikii Q ile gosterilirse 2rada elemanindaki yiik dQ=%,21mda= 2Qada/b*
olacagindan
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2 —mlz|
do= 22480 [ Jomed Jme) " dm
0

yi sifirla b (diskin yarigapi) arasinda integre ederek

oo b
0 () =52y [ Jolmeye ™ dm [ @ Jy(ma)da
5 3

=2 f Jolme) Jimble ™™ dmsm
0

bulunur.
13 — Sek. 149 da ¢ noktasal yiki sonsuz uzun silindirik bir bogluk
iginde bulunduguna gore potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

i %
/////)7///?

bl |

olq9 Z ¢
7//‘2// ///?//)"
Sek. 149

Eksenel simetriden dolay1 problem ¢ agisina bagh degildir. Modi-
fiye silindirik fonksiyonlar yardimiyle

o0

] -
=5 \/?-IT?’ j cos mz K, (mg) dm
0

Al




236

yazilabilecegini gézoniine alarak noktasal yiikiin potansiyeli i¢in
4 — 1~
o (p,2) = g—- 3— [COS mz Ky(mg) dm

4regr  2n%,

integrali elde edilir. 9(p,z) = 9(p,—z) oldugundan
Z =M sin mz + N cos mz

de siniislii terimler alinmaz. Keza p—0 igin sonsuz olan 2. nevi modifi-
ye Bessel fonksiyonunu birakarak 1 bélgesindeki potansiyel igin

=] =]

T

o = i v cos mz Ky(mp)dm -+ / A(m) cos mz I, (mp) dm

0

yazilabilir. Birinci terim noktasal yiikiin potansiyelini (primer potansi-
yel) ve ikinci terim ise polarizasyondan ileri gelen potansiyeli (sekon~.-
der potansiyel) gostermektedir. m degerleri siirekli oldugundan toplam
yerine integral alinmigtir.

2 bolgesinde /y(mp) modifiye fonksiyonu alinamaz. Zira p—>eo igin
bu fonksiyon sonsuzdur. Béylece

Py = [ B(m) cos mz Ky(mp) dm

yazilabilir. A(m) ve B(m), simr gartlari yardimiyle bulunur. p=a igin
P1=9,; Ve 9¢,/dp = &,d0,/dp olacagindan

ma(e,—1)Ky(ma)K, (ma)

Alm) = 27:250 1—ma(e,—1)l(ma)K, (ma)
L 1
Blm) = 5 1= ma(e—Dly(ma)Ky (ma)

bulunur. Integraller miimerik olarak veya planimetre ile heaaplamr. Sa-
yet e~ yapilirsa sifir potansiyelindeki iletken igindeki silindirik ka-
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nalin potansiyel dagihis: elde edilir.

14 — Sek, 150 deki sistemin potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.
Ayni eksenli silindirler arasinda z =0 diizleminde sonsuz kiigik bir
aralik vardir. Silindirlerin potansiyelleri o, ve o. dir.

¢

Pp—. t.of = 32

a
SN2

Sek. 150

Eksenel simetriden 3/d¢p =0 dir. R ve Z Igin
R = Alymp) + B Ky(mp)
Z =M sin mz + N cos mz

alalim. p=0 igin sonsuz olan Ky(mp) modifiye fonksiyonunu birakarak
harmonik igin

RZ = (G sin mz + H cos mz) I(mp)

yazahm (G = MA, H=NA). m=0 igin harmonik (4, In p + Bo)(Myz+ Np)
dir. p = 0 icin Inp sonsuz olacagindan 4,=0 almak icap eder. O hal-
de bu harmonigi ky+kyz (ky=BsNy, ks=BM,) seklinde alabiliriz. z—de-
giskenine gore simr sartlar homogen degildir. Bununla beraber z=—1
ve z=+1; noktalarindaki sabit potansiyel degerlerini m =0 harmonigi-
ne yiikleyerek homogen olmayan sartlarni dagitmak kabil olur. Béylece
ky—ky L=, ve k;+k,l,=¢, denklemleri yardimiyle

k:l’%+izq’1 FRIE. . e |
3 L+l 77 L+h

bulunur. k, ve k, i¢in bu degerler ahminca Z(—1,)=0 ve Z( + ) =0
olacagindan
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—Msinm!l-i-Ncos:nIl:: ’
Mslnmz'z—f-Ncosml,:O

yazarak sin m (/,+4)=0 bulunur. Bu denklemi saglayan m degerleri

L A1

L+

=12 ...)

o e
seklinde bulunur. Béylece genel ¢bziim icin
?(pr2)= ki +kyz+ J, (G, sin my z+H, cos m, z) I, (mq P)
o

veya G,/H, = ctg mnf‘ oldugunu gézéniine alarak

i 1% )
9 (p.2)=k, +kzz+z Hy —% e :i) Io(m 4p)

sin my 1

yazilabilir.

p=a olunca—/; <z<0igin P=; ve 0<z<+1, igin 9=, degerini
alacagindan Fourier siniis serisinin katsayilan

0
2 :
4= f;[ f (@1—ky—k; 2) sin my (l+2)dz

_"'I.
+1,
i % /. (92—ky—kyz) sin my, (I + 2) dz]
0

seklinde hesaplamr. Yarim periyod [+, dir. Integraller hesaplamirsa
Ay - o T o md
a 0 1 2 a1l

bulunur. Genel ¢éziimle karsilagtirarak (e=a) H, katsayilan igin

Sin ma !l
lo(my, a)

2
H, R (92—91) cos m,l,
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ifadesi bulunur. Potansiyel fonksiyonu

ht+otb—D0
L+ 1

2 (%—9.)2 ; cos my I, sin my (I,+2) lofmq 7)

= I(mg a)

P (Plz) =

o
dir. ey
l,=0hL=l igin cos my, l; = cos (aw/2) olacagindan seri yalmz gift o

degerleri icin yazlir. Bu durumda z=0 igin sin (om/2)=0 olacagindan
simetri diizleminin potansiyeli

0 (p0) =13 "

degerini ahr.
Sayet silindirlerden biri sonsuz uzun olursa problem Fourier integ-

ralini kullanarak ¢éziiliir. Meseld /;—>o alarak su sonuglar elde edilir :
Z(—1,)=0 sartindan G/H = ctg m!, bulunacagndan

sin m(l; + z) Lo (me) dm

sinml;

oler2) =1 + [ H(m)
0

yazlabilir, m degerleri siirekli oldugundan toplam yerine integral alin-
mig ve z = — I, i¢in ¢ = ¢, oldugu gdzoniine alinarak denkleme @, ek-
lenmistir. H(m) katsayisi, p = a simirindaki potansiyel dagiligim Fourier
integrali yardimiyle géstererek bulunur. Bu maksadla { = z + [, degiy-
ken transformasyonu yapilirsa p=a igin

sinm

o(a,z) = o+ fH(m! s-i“-"—‘ig Iy(ma) dm
1
0

elde edilir. Diger taraftan
Q=9 (a,0) — ¢y

fonksiyonunun kompleks Fourier integrali
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oo Joo
1 3 jm| 1
f@= —2;_—/ g(m)e™dm = 7u—}:—fg(p}e?§dp
—_— 00 _,jw

seklindedir. Katsay1 fonksiyonu

g (p) = f f(Qe "5 dt

integrali ile bulunur. Sek. 151 de f(%) nin degigimi goriilmektedir. p(a,%)
ifadesine gére tek fonksiyonu gézoniine alarak

_ll (==}

: 2
glp) = — f (Pa—p,) e ™5dL + j (P2—01)e *5dC=—j - (94—;) cos ml,

—_o0 !:

bulunur. Diger taraftan U{m) fonksiyonu

&)
-¢: %%
o i
-%-9) ' §
Sek. 151
U(m)z‘"%fm { g(m) }2 —-72: . ; %2 cos mi,

dir. Bunu o(a,%) ifadesi ile kargilagtirarak

H(m) = — 2 ¢—¢, sinml, cos ml,

1': m I{ma)

bulunur. Boylece potansiyel fonksiyonu igin
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o0

‘cos mly . _ Iy (mp)
—— sin m(l, + 2) -———[o 6o

olp,2)=0. — %(@: —foa)
= 1]

elde edilir. Bu integral niimerik veya grafik olarak hesaplanabilir. Re-
zidillerden faydalanarak da hesaplar yapilabilir. Bu maksadla p=jm ko-

yarak kompleks integrasyona gegilir. Kutuplar p=0 ve [o(ma)= ol pa)
=—0 denkleminin kékleridir.

Her iki silindir sonsuz uzun oldugu takdirde problem yine Fourier
integrali yardimiyle ¢éziilebilirse de Bessel fonksiyonlan ile ¢ézmek da-
ha kolay olur. Bu maksadla

R = A Jy(me) + BY{mg) ,
Z=Me™+ Ne ™

¢Oziimlerini gozoniine alalim. p =0 ekseni ¢ozim bolgesinde bulundu-
gundan Neumann fonksiyonu kullanilamaz ve z>0 igin M=0 ve z>0
icin N=0 almak gerekir. Boylece z>0 bélgesindeki harmonik igin
Ke—" J,(mg¢) almabilir (K=AN). Bu fonksiyonun ¢=a i¢in sifir olmasi
istenirse bu simirdaki sinir gartim (p=o,) gdzodniine alarak genel ¢ozime
@, yi eklemek icap eder. Diger taraftan Jy(m, a)=0 denkleminin kdokle-

ri yardimiyle m, degerleri bulunur. Jo(m, ¢) fonksiyonlar: ortogonal bir
sistem teskil ederler ve norm

Ny = 5 Ji*(mq a)

dir. Genel ¢6zam igin

@ (0,2) =1 + Z'Ifca e Jolmy )

yazilabilir. K, katsayilan o (¢,0)=(9:1+92)/2 olacagim g&zdniine alarak
yazilan

02+ YKo Jima )= g (orto
o

denklemi yardimiyle bulunur. Boylece

Trigonometrik Alan Teorisi F. 16
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mya fi(mya)

a
: -
Ko = g7 (0=03) [0 (my ) dp = -2 0
0

elde edilir. Potansiyel fonksiyonu
Jolmg ¢) %

Mg, “jl(ma_“j e

-4

Plp,z) =0, + "-Pl_%)z

seklinde olacaktir.

Pratikte ekseriya eksen iizerindeki potansiyel ve tiirevi ile ilgilenilir.
=0 igin

9(0,2) = 95+ (o, — 92) Z ‘ﬁ:%‘;%:;;'—a

bulunur. Toplam igin yaklagik olarak (1—Th wz)/2 yazlabileceginden

P
5 Thwz

9 (0,2) ~ “P_]';"P:_ + B
bulunur (w=1,32/a).
Yukarida incelenen tertiplere elektron optiginde rastlanir,
26. Eliptik silindirik koordinatlarda analitik ¢dziim,
Eliptik silindirik koordinatlarda metrik katsayilar
hg = hy = o V'CHE = cos=h , h=1

oldugundan Laplace denklemi

: 4 _
% 4 % 4o B (,‘, 8¢)=0
| oz

o&? on? 9z

seklindedir. o(En,2) = F(§) H(n) Z z) ayirmasi yapilirsa

1 (1LdF  1dH) &z _,
R\ F dg Hdn’) dz?

bulunur. Son terimi m? ye egit yazarak
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2

c—:i—zzf—m32=0 . (a)
1 d*F 1"a°H
ratgag et

elde edilir. Ikinci denklemde A*=c¥Ch%—cos®n) koyarak

1dF | o 1 PH oy i
7 dE‘+mc Che+ gl T 00 n=0

yazlabilir. llk iki terimi p? ye esit yazarak

% + (m3c? CRRE—p?) F=0 , (6)
gc:_g + (p* — mPc*cos’n) H = 0 (¢)

diferansiyel denklemleri bulunur.
(a) denkleminin ¢dziimii m=<0 igin

Z =M Sh mz+ N Ch mz

dir. (b) ve (c) denklemlerinin ¢oziimleri Mathieu fonksiyonlandir. Bu
fonksiyonlar igin ozel literatiire miiracaat tavsiye edilir.

Potansiyel fonksiyonu bulunduktan sonra alan bilegenleri

tiirevleri yardimiyle hesaplanir.
lki boyutlu problemlerde potansiyel denklemi

B o _,
& o

seklinde, yani kartezyen koordinatlar gibidir. x ye y yerine E ve 7 ala-
rak benzer ¢éziimler yazilabilir. ki boyutlu problemlerin ¢6ziimiine or-
nek olarak gek. 152 de goriilen sonsuz uzun eliptik silindirin igindeki
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potansiyel fonksiyonunu arastrahm. Eliptik silindirin x>0 yanst ¢

¢l

-% 8

. % >0
/Q A
F 2=T/2
| 5 L >
0 £, o

-ﬂ_—a——h

-3
"
3

Sek. 152

potansiyelinde ve x<0 yans: ise — g, potansiyelindedir. F(E) ve Hi(n)
igin .
—=ASh pt+ B Ch pt

H=C sin pn+ D cos pn

¢Oziimlerini alahm. Sistemde iki simetri sarti vardir. Simetriden dolay:
§=0 ekseni (biiyiik eksen) bir alan cizgisidir. Bu sebeple biiyitk eksen
boyunca £: =0 ve dolaysiyle (8F/8%)z — o = 0 olmas: gerekir. Boylece

(pA Ch pk + pB Sh pE). _q ~ 0

denklemi yardimiyle 4 = 0 bulunur. Diger taraftan n=7/2 ve n=3r/2
i¢in (kiigiik eksen boyunca) potansiyel sabittir ve yarim silindirlerin
potansiyellerinin ortalamasina yani sifira esittir. Buradan H(m/2)=
H(3%/2) =0 yani C:=0 bulunur. Potansiyel fonksiyonu

9 (En) = ZKP Ch pE cos pn

p

seklindedir (K=BD).
Potansiyel £ =&, eliptik silindiri iistiinde —n/2<n< /2 icin 9=0,



degerini ve w/2<n<3m/2 igin o= — degerini almaktadir, sek.

Bu dikdértgen dalganin Fourier serisi

¢ |
— 7 8 =
Yo
~Tjs o| ™5 J’; ‘_‘?
Sek. 153
—1ip
@ (Eom) = —4%—2-(%—4_)1 cos (2n+1)n
n=0

seklindedir. Bunu

o (En) = 2, K, Ch p, cos pn
p

ile karsilagtirarak p==2n+1 ve

K= 4(90 (_l)u
P~ Chpgy2n+1

bulunur. Boylece potansiyel fonksiyonu igin

=]

_ dg, X1 (=1 Ch(2n+1)E
@ (En) = — 22n+1 Ch (2n+1)%

n=0

cos (2n+1)n

elde edilir.
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153.

Elipsi karekterize eden &, degeri yan eksenler yardimiyle kolayca
bulunur. 4 noktasinda x=a, n=0, E=E, oldugundan a=c Ch & ve B nok-
tasinda y=b , n=m/2 , E=E oldugundan b=c Sh E, yazarak &=

Th~Y(b/a) elde edilir.
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27. Parabolik silindirlik koordinatlarda analitik ¢&ziim.
Parabolik silindirik koordinatlarda metrik katsayilar

;l‘:’ = h\]:“&z""ﬂz:}l S =t
oldugundan F(§) , H(n) ve Z(z)fonksiyonlan igin

2
gdziz —m*Z =0 i
d’F
az t (m%—p*) F=0
d’H

W + (m*n* +p?) H=0

diferansiyel denklemleri elde edilir. Son iki denklemin ¢éziimleri Her-
mite fonksiyonlanidir. Bu fonksiyonlar icin 6zel literatiire miiracaat edil
mesi tavsiye olunur.

28. Kiiresel koordinatlarda analitik ¢5ziim.

Bu koordinatlarda Laplace denklemi
fp00), 1 8. .90\ 1 g _
ar(’ ar) G sin 0 aﬁ(smﬂaﬂ) i sin® 9¢? 2

seklinkedir. Sayet potansiyel ¢ acisina bagh degilse, yani z—eksenine
gore eksenel simetri varsa, 9/3$=0 olacagindan laplace denklemi

9 [a09) , 1 9 /. od3p)\_
or (’ ﬂr) + sin 0 ae(smﬂ 83)-0

sekline girer. o(r,0) =R(r)T(0) ayirmas: yardimiyle

1 d/,dR) SO - & - 5 W

ﬁ—r};(' &r_) ¥ Teind a-B( 1 039-)_0
elde edilir. Birinci terim yalmz r ye ve ikinci terim ise yalmz 0 ya
bagh oldugundan birinciyi k& ya esit yazarak

;d(rzg—r@)—-kR:O : (@)
3 d7 )

diferansiyel denklemleri bulunur. (¢) denkleminde R=r" ve R=r-+) ko-
yarak k=n(n+1) bulunacagindan bu denklemin ¢éziimiiniin
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R- 'Anr" 'i*Bnr__(n-H]
olacag anlagihir.
Ikinci denklem Legendre denklemidir ve k=n(n-+1), p=cos @ ko-

yarak

d \ dT
ﬁ[(i—u‘) )—c’u—]ﬂ(n+1)r -0

sekline girer. Bu denklemin ¢dziimlerinden yalmz P.(1.) seklinde goste-
rilen Legendre polinomlari, n nin tam say: degerleri igin, p==1 oldu-
gu vakit simrh kaldiklarindan poler eksenin ¢6ziim bé!gesine girmesi
haiinde harmonik

R.P, = ( Ars + —;‘?—:,—)P., (cos )

seklinde alimr. Buna zonal harmonik denilir. Genel ¢6zim

o (r,0)=2R.P,
n=0

dir. 1/r zonal harmonigi noktasal yiikiin potansiyelini ve cos 0/r* zonal
harmonigi ise dipoliin potansiyelini gésterir.
Ug degigkenli Laplace denkleminde o (r,0,¢)=R(r)S(0,¢) koyarak

1 d dR 1 d aS ) 1 'S

% &("F)* sEme A" %)+ Sewv 97~

bulunur. Birinci terim yalmz r ye ve son iki terim ise hem 0 ya ve
hem de ¢ ye baghdir. Birinci terimi n(n+1) e egit yazarak’

:ljr (rz c(l:lf )—n(u-{-l)R:(} , (a)
1 . S 1 Xy
sin 8 ﬁ%(_s‘” S “‘ sin® gqb‘ +nlnt1)5=0 (b)

denklemleri elde edilir. S(,¢)=T(8)F(¢) ayirmasi yapilirsa son denk-
lem
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sinf d

2
7 de-(sin 6--%%1-—)+n(n-r-1)sin29+ S

T dgr =F

sekline girer, Yalmz ¢ ye bagh dlan son terimi —m? ye esit yazarak

2
L/ AN . f.:,
2

diferansiyel denklemleri elde edilir. p=cos 0 koyarak son denklem

2
T =G| + [ntntn - 2 |r=0 (@)

sekline sokulabilir. (a) ve (¢) denklemlerinin ¢Oziimleri

B,

R0=Aurn + 7ol '

Fo=C, sin m¢ +D,, cos mep

dir. (d) nin ¢6ziimii ise
T\"=Eq P, (cos 0) + Fo . Q. (cos 0)

dir. A" ve Q™ 1. ve 2. nevi asosye Legendre fonksiyonlanidr.
Kiiresel harmonik R, 7,” F,, ve genel goziim

o(r0,¢)= 2 ﬁ R Fa

m=0 n=0

olacaktir. Eksenel simetri halinde m—0 olur.

Sayet r=0 ¢dziim bolgesinr girerse 4=0 ve r—>o0 ¢oziim bdlgesi-
ne girerse B=0 ahmr. Potansiyel fonksiyonu genel olarak bir degerli
olacagimdan o($)=¢(h+2x) dir ve bu sebeple m ye tam say
degerlerini vermek gerekir. Q.*(u:) fonksiyonlar p==1 icin sonsuz ol-
duklarindan poler eksen ¢6ziim bélgesine girdigi vakit kullamlamazlar,
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P,"() fonksiyonlari ise n tam sayl olmadign vakit yakinsak degildirler.
Nihayet P,"(1+) fonksiyonlann ancak n=m igin mevcutturlar. Kiiresel
koorditatlardaki analitik ¢éziimleri arastinrken bu 6nemli noktalar1 goéz-
Sniinde bulundurmak lazimdr.

(b) diferansiyel denkleminin ¢oziimlerine yani
S.2(0,¢)=P."(cos 0) (Cx sin mep +Dn cos mp)

fonksiyonlarina yuzey harmonik adi verilir. Bunlar n veya m ye gore
ortogonal bir fonksiyon sistemi meydana getirirler. Keza P."(1») fonksi-
yonlann —1=u=+1 arahginda ortoganol bir sistem tegkil ederler.

Ornekler :

1 — Noktasal yiikiin potansiyeli Legendre polinomlan serisine agi-
lacaktir, sek. 154

Sek. 154

Orijinden r, uzakhgindaki q yiikii P noktasinda ¢ = q/4meR potansi-
yelelini ‘meydana getirir. Sek. 154 yardimiyle
R= \/r°’+r’—2?tosﬁ
yazilabileceginden seriye acarak r<ry ve r>rg igin

o0

Py Z(-LJ"P., (cos0) (r<ro) »

N 41:5?'0 ro
n=0



=]

- 4:8rz ("T")RP. (cos 8) (”?’0)

n=0

ifadeleri elde edilir. ¢, ifadesinde birinci terim orijinde bulunan nokta-
sal yiikiin potansiyelini ve ikinci terim ise yine orijinde bulunan dipo-
lin potansiyelini gdsterir. Diger terimlere 2., 3. vs. basamaktan ok
kutuplularin potansiyeli (miiltipol) géziiyle bakmak kabildir.

2 — lletken kiire ve noktasal yiik sisteminin potansiyel fonksiyonu
bulunacaktir, sek. 155.

Sek. 155

Potansiyel ¢ agisina bagh degildir (m=p). p==1 igin sonsuz ol-
dugundan Q,(u) fonksiyonlari ve r—»co igin sonsuz olan r* terimleri
kullanilmaz. Boylece kiire digindaki potansiyel igin

fP(?se):‘Pp'i"P-:ﬁ -+ Z B.r—+hp (cosd)
n=0
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yazlabilir. @p, noktasal yiikiin potansiyelini (primer potansiyel) ve @. ise
kiire yiizeyinde indiiklenen yik dagbgimn potansiyelini (sekonder po-
tansiyel) gostermektedir. r<d igin

(-]

¢ (r,9) = Zhﬁiﬁ? ( ':T) + %\]P, (cos 0)
a=0 >

yazlabilir. Kiirenin potansiyelini ¢ ile gostererek

P (a,8) = o = i [zfz?'(%)u + ‘;—?,:—,] P, (cos 0)
n=0

elde edilir. Kiirenin potansiyeli sabit olacagindan bu denklemin her 8
agis1 igin saglanmasi gerekir. Bunun igin de sifirdan farkh n degerleri
igin Pu(cos 0) lerin katsayilan sifir olmak zorundadir. Bu suretle n=0
ve n=0 icin katsayilan bulmaya yarayan

=2 ab g o g e
Bi=a®«— Zreg He= dme dT

ifadeleri elde edilir. Kiire digindaki her hangi bir noktada potansiyel

a9 a**1 P,(cos 6)

n=0

P (rsa) s 41::R +

olur. Kiire yiizeyindeki yiik yogunlugu igin

A\

L R a*! £k
¢= s( & ),=a' z Z(2n+n P (cost) +
=0

a

bulunur. Kiirenin toplam yiikii ise

T 2n -

Q;:{{ca’sinadﬁdq‘:=2m3fo'sin8d9
0
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olacaktir. Legendre fonksiyonlarinin ortogonalliginden dolayr n==m igin
=
[ P(cos 0) P, (cos 8) sin 6 d0 = 0
0

dir. m=0 igin Py(cos 8)=1 oldugunu g6éz6niine alarak n=%0 igin

fP.,(cos 0)sin0dd =0
0

bulunur. Béylece

Qe =—~3—-q+ 4nea ¢ = 4me B,

elde edilir. Buradan kirenin potansiyeli igin
Qe q

ot~y =

yazilabilir. Sayet kiire topraklanmigsa @, = 0 alimr. Kiire izole ve nétr
oldugu takdirde ise Q,=0 olacaktir.

Sekonder potansiyeli
Qc  qd’/d’cos b

P = er dne 12

seklinde yazabiliriz. Bu ifade incelenirse birinci terimin orijindeki
Qi=4nz B, noktasal yiikinin potansiyelini, ikinci terimin momenti
—qa’/d*=4re B, olan ve z — ekseni yoniinde bulunan dipoliin potan-
siyelini vs. gosterdikleri anlagilir.

Sek. 155 de z=b=a?/d noktasi z=d noktasimin kiireye gore enver-
sidir. Bu noktanin P ye uzakh@ R’ ile gosterilirse

o0

1 __ \1a* Pycosb)

R — 7 i s

n=0

yazilabilir. Bu suretle potansiyel ifadesi

— .9 _qud , Q qa/d
rp(r,B)—4ﬂ£R 4meR’ drer + 4mer

sekline girer. Bu ifadede birinci terim z=—=d noktagindaki ¢ yiikiiniin,
ikinci terim z=b noktasindaki ¢'=—ga/d imaj yiikiiniin, lgiinci terim
orijindeki Q. yiikiiniin (nétr kirede sifir) ve dordiinci terim orijindeki
¢"=-—¢'=gqa/d yiikiiniin potansiyelini gésterir.
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3 — Dieleklrik kiire ve noktasal yiik sisteminin potansiyel fonksi-
yonu bulunacakhir.

Dielektrik kiirenin dielektrik sabitini ¢, ile ve dig ortaminkini de ¢
ile gosterelim, sek. 155. Kiire digindaki potansiyel igin

Py = 4——#1:212 + ZB,F'“"‘“ P, (cos 0)

n=>0

yazlabilir. Birinci terim primer potansiyeli ve ikinci terim ise polarizas-
yon sonucu meydana gelen sekonder potansiyeli gosterir. Kiire iginde-
ki potansiyel igin

o = z AP, (cos 0)
n=0
yazabiliriz. r=0 igin sonsuz olan r—+1 terimleri birakilmigtir. Bu ifade

hem ¢ yiikiiniin payim ve hem de polarizasyonu igine almaktadir. Kiire
diginda r<d igin

o~ letals] « ]

olacaktir. Simir gartlan r =« igin

a
PI=@, Ve § Q;p: — <, ;’

geklindedir. Bunlar yardimiyle
Brme LTS 2n+1 L
*= ax ney + (n+1)e, &0

B. — 9 (s —&1)n a?:‘
y 4n g [ne;+(n+1)g,] 4

bulunur. Béylece potansiyel fonksiyonlar: igin
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2n+1 '
(pl (rle) o _%FE ﬂ£:+(n+1)g dn+1 u(COS B) ’
R n a**1 P(cosf)
¢3 (r e) R + 4-“ '2 Z ﬂ.E]‘I‘(R"‘l)EZ dn+l rﬂ"f‘l
n=0
ifadeleri elde edilir.
g;—>co igin bu ifadeler
o M
"pl e 4ﬂ=2d ?
__9 _ 9 Y1 & Pilcosh)
P dre,R ~ 4re, P e |
n=0 .

sekline girerler. Bunlar ise ndtr iletken kiirenin potansiyelleridir. b=a?/d
ve §'=—aq/d koyarak

(==}

g b \*
41:E,R dme,r (_r) Pu(cosd)

n

yazilabilir. lkinci terim z=4 envers noktasinda bulunan ¢’ imaj yikii-
niin potansiyelini gosterir. Bu ifadeyi

’

ALY TR s
" =1rR | AR

seklinde de yazabiliriz.

4 — Poler eksen iistiindeki A=MY) siirekli cizgisel yiik dagihginin
potansiyel fonksiyonu bulunacaktur.

Yik dagihiginin orijinden itibaren / uzunlugu boyunca yerlestigi
farzedilmektedir. Poler eksen iistiindeki d¢ elemami R uzakhgindaki P
noktasinda de=Ad{/4meR potansiyelini meydana getireceginden r>/igin

oo 2on [
200 = Yo =z 10 ¢ He oy
n=0 n=00

bulunur. n=0 igin
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dner

1
o= [0 = 53
0

olur (Q=toplam yiik). Bu ifade orijindeki noktasal yiikiin potansiyelini
gosterir. Diger terimler yiiksek basamaktan eksenel miiltipollerin potan-
siyellerini gdsterirler. n. basamaktan miltipol igin

=g P~V P (cosd)
{
po = L dg
0

dir

5 — lletken kiire iiniform alan igine sokuluyor, sek. 156. Sistemin
potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

. ) 3
P
[+

*

Sek. 156

Uniform alamin yénii +-z—ekseni ydniinde alimrsa primer potansiyel
igin
og=—Eyz=—Esr cos 0=— Eyr P, (cos0)

yazlabilir (z=0 igin ¢,=0 alarak). Kirenin tesirle elektriklenmesinden
dolay: yiizeyinde meydana gelen yik dagilisinin doguracag: sekonder
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potansiyel i¢in
oo
Pq(cos
2 :z:Bn —';.,»:1'—)
a=0
yazlabilir. Béylece kiire digindaki potansiyel icin

P, (cos 0)

s i

@ (r0)=—Ey P, (cos8) + Z:B. -

n=0
elde edilir. Kiirenin potansiyeli @, ile gésterilirse r —a i¢in

P, (cos )
an-i-l 2

Qk-—EnaPI (COSB)+ an
n=0

yazlabilir. Kiire yiizeyinde potansiyel sabit olacagindan bu ifade 0 aq-
sina bagh olamaz. Béylece

By=agx , By=d’E, , B,=0 (n>1)

bulunacagindan potansiyel igin
a’ a
2 () = (~r+ G cos 0+ Zon

elde edilir. Kiirenin yiizey yogunlugu

o= —8 (@) ~ 3eE,c08 04 2
or Jo—y a

olacaktir. Kiirenin toplam vyiikii ise

T 2%
Qk=a‘f ﬁine d0d¢ = 4reap,
00
dir. Sekonder potansiyel igin
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a? a
?, wlr—oncosB-i-;(Pk

yazilabilir. Birinci terim orijinde bulunan ve momenti p=41:sc’£'o olan
dipoliin potansiyelini ve ikinci terim ise orijindeki Q. noktasal yiikiiniin
Coulomb potsnsiyelini gésterir (nétr kirede Q. 0 dir).

6 — Dielektrik kiire iiniform alan i¢ine sokuluyor. Potansiyel fonk-
siyonu bulunacakhr.

Kiirenin dielektrik sabitini ¢; ile ve dig ortaminkini de ¢, ile goste-
relim. Kiirenin icindeki potansiyel igin

1=y, Aw"P, (cos )
n=0

yazilabilir. Polarizasyon sonucu meydana gelen sekonder potansiyel
igin

|=+l

Z B, Fafcost) P.(cosb)

ya zilabileceginden kiirenin digindaki potansiyel igin

(P =—EurP1(COSB)+ZB£-f%ﬁ

n=0
elde edilir.
Problemin siir sartlan r=a igin ¢, =@, ve & d¢,/dr==¢, d9,/dr dir.
Boylece

3, Aat P (cos®) = —Ea Pylcost) + 3 B, 2450 ()

& Z n Ay a*=1 P, (cos 0) = —¢, EPy(cos 8) — ¢, 2 B."E1p (cost) (b)

n+l

yazilabilir. ~=0 i¢in (a) denkleminden By 4,=a"*! ve (b) denkleminden
By;=0 bulunur. O halde A,=B;=0 dir. n>1 ig¢in (a) dan B,/4, =
a**! ve (b) den B.,/A. = — n&,a®™*'/(n+1)e, elde edilir. Buradan n=%1
igin A,—=B.,—0 almak gerektigi anlagilir. n=1 igin denklemleri ¢6zerek

Elekromagnetik Alan Teorisi F. 17
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- ao Ce=lgh Ly
: a+2e * ' 6126 £
bulunur. Potansiyel fonksiyonlar ¥
3
Py=— E_-{-_f;—sz-li‘or cosb ,
g &1—8 35 cosb
92 Eorcost+ G2 = - V2 ‘

dir. Kiirenin sekonder potansiyeli al
£, —&y cos

g+2¢ PE, ’

dir. Bu ifade, orijine yerlestirilen ve mo-

menti

Ya—

> Ei—E& 4
p=4mneg, s,+2e,a Ey

olan dipoliin potansiyelini gésterir.
lletken kiireye ait formiilleri &~ oo
alarak kolayca elde edebiliriz.
7 — Sek. 157 de gériilen ii¢ bolge-
deki potansiyel fonksiyonlar buluna-
caktir. Sek. 157

Uniform alan +z— ekseni yoniindedir. Ug bélgedeki potansiyeller
icin

o = — EyPcost) + ¥ 4, £eL050)
n

Py = Z ( Bt r—::;‘—,)P..(cos 0) A

n

o3 = E D" P, (cos 0)

yazilabilir. Simr sartlar yardimiyle n=0 ve n>1 icin katsayilarin sifir
olacag-x goriilir. Boylece potansiyel fonksiyonlar:
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P = (-—Eor+%‘—)Pl(cos 0) ,

%:( Byr + %)P,(cosﬁ) ;

Py = D‘r P (COS a)

sekline girerler. Katsayilar simir gartlarindan bulunur. Mesela g—=—¢es=%,;
ve g,=¢,§ alarak

D1=--~ .*..?_E'Eo 5
(26-4+1) (e, +2)—2(e — 1)? (:_)

elde edilir. 9;=D;r cos 0=D;z oldugundan i¢ bélgedeki alan

G W= 2

e

olur. Bu alan iiniformdur. Ifadenin incelenmesinden igteki alanin daima
distaki alandan daha zayif olacag anlagihr. Dielektrik kiire ekranlayici
bir tesir gostermektedir. Ancak bu ekranlamamn bir deger kazanabil-
mesi igin yiiksek dielektrik sabitli ozel malzemeler kullanmak gerekir.
¢,—>oo alimrsa ekranlame tam olur (iletken kiire, Ey=0). Sayet a—0
yapilirsa iiniform alan igine sokulan & yangaph dielektrik kiireye ait
formiiller elde edilir.

8 — Sek. 158 deki yanm kiirelerin potansiyelleri V; ve V; oldu-
guna gore icteki ve digtaki potansiyel dagihglar bulunacaktir.

r<a ve r=a igin potansiyel fonksiyonlarini ¢, ve @, ile gostererek

o (r0) = 2 A Palp) °

22 (r,8) = X, Bur~ VP (1)

yazlabilir (n=cos 0). Kiire yiizeyindeki simr sartlan.
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Sek. 158
12p20 igin ¢=g, ,
Ozp=—1 igin ¢9=o,
scklindedir. Potansiyel fonksiyonlan kiire yiizeyinde
% (@) = YAua® Puly)
n

@2 (@,0) = Y B,a—+0P,(u)

olacaktir. Potansiyel dagilipi Legendre serisine agiirsa iki bélgedeki
katsayilan bulmak igin

0 +1
2 Ny
ari4 = [arwa+ [orwa
—1 0
0 +1

2
i [B.a-(=+"]= f @2 Po (1) di + [ @y P, (1)die
A 0



261

efadeleri elde edilir. Diger taraftan

g
(2n + l)an(u)du:Pm(ua)—Pu—s (}t) —Pas1 (P‘l)‘i‘Pn—l(l-’-l)
Ha
ve n=2k (gift) icin

3i5.. (2~
PAO=(—1) paa B, P —1)=Pal+1)=+1

ve n=2k+1 (tek) icin
Pyus1(0) = 0, Pllu-l("{" 1)=-— Pas(—1)=++ 1

oldugunu géziiniine alarak n gift oldugu vakit yalmz n =0 igin
Ao=BER, By =5 (01 +0)

bulunur ve digerleri sifir olur. n tek oldugu vakit

n—1
_ % =% (_qy 2 135...(n—2)
L i o ST i
bulunur. B, katsayilan yukandaki ifadelerde a® yerine a—**1 koyarak
yazlabilir. Boylece potansiyeller igin

o n—1
9+ 9 | PP & 5+ 1.3.5...(n—2) r\°
nrp=2h 8 L BTH T ) Ty Ot () P

n—1

9t a P — P i 5 1.3.5...(n — 2) a .
e arat o B+ v e el o B

ifadeleri elde edilir.

8—n/2 diizleminin potansiyeli 9=(9,+,)/2 dir. Bu sebeple yukar-
daki c¢oziimler, potansiyeli o olan yanm kire ile (p,+9,)/2 potansiyel-
indeki dairesel disk arasindaki potansiyeli bulmak igin kullamlabilir.
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Sayet @, = — ¢, segilirse topraklanmis disk ile yanim kiire arasindaki
potansiyel fonksiyonu elde edilir.

9 — Her hangi bir eksenel simetrik kiiresel potansiyel dagilisinin
meydana getirecegi potansiyel incelenecektir.

Kiirenin yarigapi R olsun Yiizeydeki potansiyel dagiligim o(R,0) =
f(8) ile gdsterelim. Kirenin igindeki ve disgindaki potansiyeller igin

tp‘=ZA.r“P,,(p.) ’

%=X, B.r VP, ()
yazlabilir. A, ve B, katsayilan

9 1-'f-1

— n

A=22tl ‘*:ff(a)P.(u)du. ;

=y
B,=R%»+1 4

olacaktir. Boylece

+1
=y 2ntlfr), 3 )
% =273 (R)P(u)_[f(e)p(mdu

r

+1
7 =15 P [1@P.d
3 =1

bulunur.

10 — Uniform yiikli dairesel halkanin ve diskin potansiyel fonksi-
yonlar: bulunacaktir.

Sek. 159 da gériilen halkanin toplam yiki Q ile gosterilirse eksen
tistindeki M (z,0) noktasinda meydana ‘gelen potansiyel ¢ (z,0j= Q/4neR
olur. 1/R yi Legendre polinomlan serisine acarak potansiyel fonksiyon-
lar1 ‘igin . ol



=

M(z,0)

Sek. 159

P (2'0)2_4%5 ¥ (%)n P.(cosa) (z<¢) ,

Z (—E—)DHP.(cos a) (z>c¢)

n

9y (2,0) =422

elde edilir. Her hangi bir P(r,0) noktasindaki potansiyeller icin

@ (r,0) = EA.. r* P, (cos ) (r<e) ,

91 (7,0) = 2B r—"*VPy(cos 0 (r<c)

yazlabileceginden r =z ve 8=0 igin kargilagtirarak
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Q

4rec

91 (r,0) = Z(E)HP.. (cosa) P, (cos0)  (r<c) ,

@z (r,0) = 4120 Z (f)nHP, (cos ) P, (cos ) (r?c)

bulunur. P(1)=1 oldugundan r=z ve 0 =0 koyarak eksen iistiindeki
degerlerin elde edileceyi kolayca gériilebilir,

Halkanin potansiyeli i¢in bulunan bu fonksiyonlar disk, silindir ve
kiiresel kepin potansiyellerini bulmak icin gok elveriglidir. Hesaplar in-
tegrasyonla yapilir. $ek. 160 da gériilen {iniform yikli disk, eksen iis-
tiindeki M‘z,0) noktasinda

? (0 = g (VEF T ~+)

potansiyelini dogurur. Bu ifadeyi

2 P(2.8)
M(z,o

Sck. 160

¢ (2,0) =g—:(\/ 1% ;; —1)

veya
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o (2,0) :%%(\/1 5 —1‘)

seklinde yazip binom serisine agarak

9 (20) =5 E Cur ({_—)h'l (z>a)

n=1

cGo=-a]i= % + 3 G (5] <o

oa
2e
n=1
serileri elde edilir. Cy'=1 ve Cyy" ise

1.35.. .(2n—3
Cu=(=1"" "3 7% .(. e )

dir. Bdylece her hangi bir noktadaki potansiyeller igin

__ oa s S Yt
p(r)=—"2F Cui (%) Pu-i(cos® (>,
n=1 -

o (rd)=—75; e -

i [1— o08? E Cus® (—'-)" Pp(cosd) (r<a)
n=1

ifadeleri bulunur.

29. Sferoidal koordinatlarda analitik ¢ziim.

Yassilasmg (oblate) sferoidal koordinatlarda u = ShE, © = cosn
degisken transformasyonu yapilirsa
x=pcos$, y=psind, z=cuv,

p=c V({1 + )1 —v)cosd

yazilabilir. Yeni degiskenler igin degisme simirlan



0su<eo, —l1=zos+1

dir. Bu degiskenlere gére metrik katsayilar

S e ST =Y
"«‘“\/‘u;u? AR R U

olacagindan Laplace denklemi icin

a 00 d P u’+o? e
é?[“ 1 "2’371] e “a?[(l =Ry a‘J] T =)

bulunur. ¢ (z,0,%) =G (u) H (v) F () ayirmas: yapilirsa
d’F

W—Fm’F:O s (a)
—d‘-’;—[u +ad) —j—f—] 3 [n(n+1) he 1—’—;%_]6-0 : (®)
d%[(l — oY) %_g] + [n(n-H) = 1_’::,-:]”:0 (e)

diferansiyel denklemleri elde edilir. (@) min ¢oziimii
Fo=C.sinm¢ + D, cos m¢
dir. (b) ve (c) nin ¢éziimleri ise
Gonin = Amya Pa"(ju) + Buya Qu"(ju)
Huys=A"0yn Pa™(v) + B’y Qa™(v)
dir. Sferoidal harmonik G,,, mnfm ve genel ¢éziim
o(u,v,) = i i GoaHapFa

m=0 a=A0)

olacaktir. Eksenel simetri halinde m=0 ahnr.



267

Kiire, sferoidin &ézel hali oldugundan kiiresel harmonikler de sfero-
idal harmoniklerin &zel hali olur.

Ornekler :
1 — g, potansiyelindeki yassi iletken sferoidin potansiyel fonksi-

yonu bulunacaktir.

Sferoidin yan eksenleri a ve b ile gdsterilirse £,—=Th-1(b/a) bulu-
nur. P.™(jSh E)) fonksiyonu &—>c° icin simrh kalmadigindan kullamla-
maz. m=0 oldugunu gozdniine alarak genel ¢oziim igin

9= Y AuPa(cosn) Qu(j ShE)
n=0

yazilabilir. Qa(cos 1) fonksiyonu =0 ve n== igin sonsuz oldugundan
kullamlmamistir, Bu ifade, sferoidi belirten %, degeri icin @, potansiye-
lini vereceginden

9o =Y, Au Pa(cos 1) Qu (j Sh &)

elde edilir. 4, katsayilan igin
2n =
4. shE) =271 [ eoPulw)de
—1

yardimiyle n=k0 igin A, =0 ve n=0 igin

g (1
A= "Qu(i Sh &)
bulunur. Potansiyel fonksiyonu igin

() e U ShE) _ - arcctg(ShE)
?=0(8) =% (jSh &) ~ ™ arc ctg (ShE)

elde edilir. Alan giddeti
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1 do

E‘i:__“_""‘_z

o L
¢ 4 ¢ ChEy Ch%—sinarc ctg (Sh &)

Do
= W iR
¢ V1+a \u? + o arc ctg u, (g =ShZa)

olur. Sferoidin yiizeyindeki yik yogunlugu

et ik, e RS Y
e V1+ug? \ uy? + o2 are ctg u,

o=(e Egly—y, =

dir. Sferoidin yiikiinii géyle bulabiliriz: Gok uzaklarda yani biiyiik &
degerleri igin egpotansiyel yiizeyler kiirelere yaklagirlar. E gibi u=ShE
de bilyiik degerler alacagindan

z=cucosn, p=c\V1+asin n=cusinn

ve dolayisiyle 2z’ + p?=r? ~ c?u? yazabiliriz. Alanin normal bileseni
¢ok uzaklarda yaklagik olarak

lim Ei~ — b = %
E—pco cu” arcctg uy  r? arcctg u,

degerini alacaktir. Bu ifade, orijinde bulunan Q noktasal yiikiiniin

alam ile kargilastirilirsa
4 wec @

Q=—_"¢%

arc ctg u,

bulunur. Sferoidin kapasitesi ise

c=2 _ 4d=msc
@y  arc ctg u,

olacaktir.
Potansiyel ve yogunluk ifadelerini Q yiikii cinsinden

o — 430 arcctgu )

Q
4re? V1 - ap? Vuy? + v?




269

sekline sokabiliriz, Yogunluk »=0 igin maksimum ve v=1 i¢in mini-
mum olur. Maksimum ve minimum degerler o= Q/4nab ve Tmia—Q/4na’
dir.

E,—>0 igin sferoid ¢ yanigaph dairesel disk haline gelir. arc ctg (0)
—n/2 oldugundan ¢ ve C igin

Q

—_—— —— . =fle
i 4nc\/c? — ¢’ = 5
bulunur.

Potansiyelin yalmz & (veya u) koordinatina bagh olacagm géz0nii-
ne alarak c¢éziim direkt integrasyonla bulunabilir. Laplace denklemi

d [ do
Wl(l + a0 ] “
seklindedir. Integre ederek

o(u)=Aarcctgu+ B

bulunur. u—>o igin =0 secerek ve o(u) = 9o oldugunu gdzoniine ala-
rak
s arc ctg u
¢(u) = O arc ctg ™
elde edilir.
9 — Dielektrik sferoid iiniform alan igine sokuluyor, sek. 151. Po-
tansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

AA
—-Eo
fa/ "
€, i
( \, Tz

Sek. 161
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Uniform alan +z— ekseni yéniindedir. Primer potansiyel
@ = —Eoz-——-Eocuvz—chuli';,ﬁ;)

dir. digtaki potansiyeli ¢, ile ve sferoid icindekini de ¢, ile gosterelim,
Eksenel simetriyi gézéniine alarak

Py (E:T]) == z AnPl(U)QaUU)+% (H>Ug) "
n=0 -

WED= T B.Pu(0) Pulju)  (u<ug)

n=0

yazabiliriz. z— ekseni ¢6ziim bélgesine girdiginden Q.(v) fonksiyonu
ve E->< igin sonsuz olan P,(ju) fonksiyonu o, ifadesine sokulmamistir.
Ayni sebeple Q.(v) ve -0 icin sonsuz olan Qu(ju) fonksiyonu ¢, ifa-
desine konmamgtir.

Problemin siir gartlan E=%; igin g;=q, ve €10,/ 08 =£,90,/0E dir.
Bunlar yardimiyle mesela ¢, icin

Py Eoz o Eoz
1+ (:-"'-—- )(l—i-uu?)(l—uoarc ctgug) 5

T |

bulunur. uy=Sh & = Sh (Th=2) dir. Sferoid igindeki alan

~_do, K
Ey = . ey sab

dir. Alan iniformdur. ,>¢, icin E,<E, olacag gériilmektedir.
Yassi bir sferoidal disk igin #~0 alinabileceginden E,,~¢,Ey/e,
yazlabilir.

3 — Yiiksiiz dairesel disk, ekseni ile o agis1 yapan iiniform alan
icine sokuluyor, sek. 162. Potansiyel fonksiyonu bnlunacaktir.
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Sek. 162

Alani, biri normal digeri de tegetsel olmak iizere iki bilegene ayira-
biliriz. Bu bilegenler £, = E, cos o ve E, = E;sin o olacakhr. Sonug
siiperpozisyonla bulunur.

Tegetsel bilegen igin primer potansiyel
P =—Ex=—E, sin afp cos ¢ )=—cE, V(1+ua’)(1—7?) sin a cos ¢

dir. Potansiyel gok uzaklarda bu degere yaklasir. Boylece F igin F'= Ccos¢
almak gerekeceginden m=1 dir. Diger taraftan n—=m oldngundan n nin
en kiicik degeri n—1 olmahdir. n>1 degerlerinin alnamayacag kolay-
ca goriilebilir. v==1 igin potansiyelin simrh kalacagin gozoniine alarak

o = P,!(v) [A4 P,(ju) + B Q;'(ju)] cos ¢

elde edilir. Fonksiyonlar: yerine koyarak

¢;=¢1——u2[j,4 \/ﬁ + B\/l::;( arc ctg u — 1—_:-11—,)] cos ¢

bulunur. =0 igin =0 olacagindan jA=—nB/2 yaulabilir. z— igin
®=¢,, olacagindan B=2cE, sin a/= bulunur. Boylece

=i I u
o= ﬂEosma(arc ctg u + ——~—1+u,) cos ¢

elde edilir, u=0 igin @.=0 ve v—> icin ¢=0, oldugu kolayca gé-
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riilebilir.

Alanin normal bilegeni diskin tesiriyle bir distorsiyon ugramayaca-
gindan ¢ ile 9,=—£Eyz cos a y1 siiperpoze ederek

= % Vi
Q= —E‘,[ﬂ(arctgu+ 1+u,)smacos¢> -f-zcosa]

bulunur,

Uzamis (prolate) sferoidal koordinatlarda u=Ch & , v=cos 1 de-
gigken transformasyonu yapilirsa

x=pcos ¢ ,y=psin¢ ,z=cuv ,
p = c V(@-1)(1—2?)
yazilabilir. u ve v igin degisme sinirlan
1su<ee |, —1=p=+1

dir. Yeni degiskenlere gére metrik katsayilar

) g

- E= 24 I
hy=c H y Ry = C\/u oA flqg:P

olacagindan Laplace denklemi

A les a4 897 . 9 oo iy il u'—o? e __
du [(u 1) du ] * dv [(I & dv ] 2 (u’—1)(1—2?) 89')2_0

seklindedir. o(u,v,¢)=G(u)H(v)F(¢$) ayirmas: yapilirsa

2
g—g-,- 4 93F =0 7
&G dG 2
- 55 2,96 [n(n+l) - 1—’"_-:,]G=o : ®)
$H . dH :
(1—e) S —20 3 [n(n+l) - v,]H:O ()

diferansiyel denklemleri elde edilir. (@) min ¢éziimii
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Fo=Cy sin mgp=+-Dyn cos mep

dir. (b) ve () nin ¢oOziimleri ise asosye Legendre fonksiyonlandir. u
degiskeni 1 ile o arasinda degistiginden P,” (u) ifadesinde 1—u? yeri-
ne u’—1 ve Q."(u) ifadesindeki logaritmalarda 1—u yerine u—1 ahmr.
Harmonik Gu. Has F» ve genel ¢ozim

q’(usﬂ:‘,’)=2_ Z Gun Hap o
m=0n=0

dir. Eksenel simetri halinde m = 0 alnr.

Ornekler :

1 — @, potansiyelindeki iletken sferoidin potansiyel fonksiyonu
bulunacaktir.

m =0 oldugundan (3/8 ¢ = 0) genel ¢bziim

ro(u.w)=§0m. Py (1) +Ba Qu (0)] [A% Pa (v)+B' Qu(0) ]

seklindedir. v==1 igin simrh olmayan Q. (v) yi ve u—>e ic¢in sonsuz
olan P,(u) yu birakarak

@ (u,0) = E—:»OC“ Qu (u) Pu (v)

yazlabilir. u - uy (E=%) i¢in

@ (o) = @0 = Y CaQulug)Ps (v)
=0

olacaktir. C, katsayilan
+1
2+ 1
CaQo (ug) = 2 f 90 Pa (12) dis
—1

Elekromagnetik Alan Teorisi F. 18
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yardimiyle bulunur. n=%0 i¢in C,==0 ve n=0 igin

C, — Po
* 7 Qolug)
dir. Boylece
I 21 +1
ne Qo (u) u—1 __ Cth—(u)
=N " oL ™ Ol )
nn—
bulunur. Alan siddeti
@o

T eV@—o)(@—1) Cth-1pg
dir. Sferoidin yiizeyindeki yogunluk ise

£
e V(u?—v%)(u?—1)Cth—u,

v =e(Eg Jg=g,=

olacaktir. Toplam yiik ve kapasite igin

drec g

i 3

4rec

e Cth—14y,

ifadeleri bulunur. Toplam yiik cinsinden
Q In u +' 1 ]

Pw) =y I =y

&3 Q
47 V(g —o) (a2 — 1)

yazilabilir. ¢ou=Q/4nb? ve 0w, —=Q/4nab dir.

Sayet E—>0 limitine gecilirse sferoid 2¢ uzunlugundaki elipsoidal
¢ubuk haline gelir.
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Potansiyelin yalmz u koordinatina bagh oldugunu gozonine alarak
yassilagmisg sferoidde oldugu gibi problemi direkt integrasyonla
¢ozebiliriz. Laplace denklemi

d [ 21 92|=
¢ {220
seklinde oldugundan integre ederek
o(u)=ACth~a+B

bulunur. u—> o igin ¢ = 0 secerek ve o (u) = 9o=A Cth~'u, oldugunu

g6zoniine alarak yukanidaki sonug elde edilir.

9 — @, potansiyelindeki iletken hiperboloidin potansiyel fonksiyo-
nu bulunacaktr, sek. 163. .

/
A
SS
sS

Sek. 163

Ikinci elektrod olarak —q, potansiyelindeki simetrik hiperboloid
veya sifir potansiyelindeki z =0 simetri diizlemi ahinabilir. Eksenel si-
metriden dolayr m =0 dir. Yukanda agiklanan sebeplerden dolay1 Qa(v)
ve P.(v) fonksiyonlarm birakarak

¢ (u,v) =2 C. Qa(v) Pa(u)

n=0
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yazlabilir. v=uv,(n=17,) icin 9=, olacagindan"

=73 C.Q(gP~ )

n=>0

elde edilir. n=%0 igin C,=0 ve n=0 icin Co=90/Qy(v,) bulunacagindan

= Q@) _  ThYov)
*O)=% Qe =% Th—(2,)

olacaktir. Alan giddeti icin

E bttt e o CPO
D ¢ sinn \/Ch?E — cos?y Th~!(cos Th)

elde edilir. £=0 ve n=n, igin alan siddeti maksimum olur ve

L el
dir (c=\a’—p).

3 — Sifir potansiyelinde tutulan iletken sferoid iniform alan igine
sokuluyor, sek. 164. Potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

FJ}

sl
e

Sek. 164

6 u

i
e

4 £

Potansiyel fonksiyonu (m = 0)
?(4,0) = Py (v) [AP, (u)+ B Q,(u) ]
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‘olacaktir. Fonksiyonlan yerine koyarak
e e ]
9= clA-l—B(Cth 2 =)

bulunur. z—>e igin u—>c olacagindan iniform alamin potansiyeli (—£52)
ile karsilagtirarak 4 = — c £, elde edilir. Sferoidin sifir potansiyelinde
oldugunu gdzéniine alarak B icin

B — __C_EE T
1
a1 =N iy e
. Cth—1 g, = \
bulunur. Potansiyel fonksiyonu
Cth—'u— 3
Q= —-Eoz 1— —-?1—-
Cth=gy ——
.

olur. uy=a/c=a/\a®—b* dir.

4 — Dielektrik sferoid iiniform alan igine sokuluyor, sek. 165. Po-
tansiyel fonksiyonu bulunacaktir. 3

£ .,

i —

- En
b O
& &
&; \
“O
Sek. 165

Uniform alam z—ekseni yéniinde ve normal yonde bilegenlere ayi-
rabiliriz. £, bileseni ile eksenel simetrik bir alan elde edilir. Bu bilegen
igin ¢oziim yolu oblate sferoid gibidir. Sferoid igindeki alan icin

By Eq :

o 4 (:—: o )(uoi—j)(uoCth-luo—i) |

bulunur.
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E, bileseni i¢in hesaplar yapilirsa

£

Ez; =
1+ (:‘;“—— 1)%[ uy — (g — 1) Cth“‘uu]

elde edilir. Her iki bilegen igin sferoid igindeki alan iiniformdur ve tat-
bik edilen alanin yéniindedir.

30. Paraboloidal koordinatlarda analitik ¢ziim.

¢
Bu koordinatlarda metrik katsayilar

ba=fan=\/gz+.qz : hﬁf):p = &y
oldugundan Laplace denklemi

1 9(,80) .1 @ ( a0\, (1 ., 1\d% _
Ea"s“(@)"*“aﬁ(“ﬁ)*(?*'?)m—”

seklindedir. o(,1,%)=G(E)H(n)F($) ayirmas: yardimiyle

g%-i-mzf':_ﬂ ’ (a)
1 d/, dG n?\ .~ _
raE(ta) (" - F)e -0 . 2
AL

diferansiyel denklemleri elde edilir. () nin ¢éziimii
. F.=C, sin n¢ + D, cos n¢

dir. (6) nin ¢oéziimleri modifiye Bessel fonksiyonlar: ve (c) nin ¢Oziim-
leri ise Bessel fonksiyonlar:1 oldugundan

Hmpn=Ammjn (mn) + B:nrn Yﬂ (mﬂ) L
Gmm=A’mm]n(mE) == B'mm Ku (mg,
dir. Harmonik GpyoHu,oFs ve genel ¢oziim
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q)(ginl ¢ ) =Z z GNIDHI"!FII

dir. m=n=0 igin harmonik
(Alnn+B) (A'Ing+B) (Cé+D)
seklinde olur. Eksenel simetri halinde n=0 dir.

Ornekler:

1 — g, potansiyelindeki iletken paraboloidin potansiyel fonksiyonu
bulunacaktir, sek. 166.

&
2

D\

z 5

%

Sek. 166

Potansiyel yalmz & koordinatina bagh olacagindan
${+8)-
denklemini integre ederek
¢(E)=AIlnE+B
bulunur. Paraboloidin yiizeyindeki smir garti o(Eo) =0, dir. Sayet E=§&; pa-
raboloidi referans olarak segilirse o(E,)=0 olacagindan

_ . In(E%E)
9 () = 9o EITE;%,}'

bulunur. Eger E, yeter derecede biyiik segilirse referans paraboloidi
diizleme yaklasir. Alan igin



bt it ST L et
e € T BB (g k)
bulunur, £=%, ve =0 (M noktasi) igin E; maksimum olarak

Bt 0
T B In (By/%)
degerini alr. -

2 — ¢ ve ¢, potansiyellerinde tutulan % ve 7, paraboloidlerinin
meydana getirdigi sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktir, sek. 167.

o %
“n

Sek. 167

Eksenel simetriden dolayr n=0 dir. Ikinci nevi Bessel fonksiyonlar

orijinde sonsuz olduklarindan kullamlamaz, Harmonik AZ,(m&) Jy(mn) dur.
Genel ¢6ziim

o) = 91+ Y Al(miE) Jo(mim)

1=l

seklinde yazilirsa Jy(mym,)=0 icin 7, paraboloidinin yiizeyindeki simr -
sarti elde edilir. m; degerleri sifirine: basamaktan Bessel denkleminin
kokleri yardimiyle bulunur. (&, m) =1, sart yardimiyle

P21 — @ = z Ail’o(miauunfmm)

i=]
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elde edilir. n nin degigme simrlan 0=1=1, oldugundan, 7 igin simr
sartimn homogen oldugunu gézoniine alarak norm igin

N = 'ﬂn; jlz(ml'fh)

bulunur. Bdylece

Tlo
i A T (miz) ™ J min) =(@2—9) [ Jo(min)din
0

denklemi yardimiyle
A= 2 (‘92_‘19!) .
my J1 (mino) Jo(mi Bo)

elde edilir. Potansiyel fonksiyonu

-]

oEm=9,+2 (0—7) ¥ Iy (mi€) Jo (mi)
i=1

m; g 1o (migo) Jo (o)

olacaktir.
31. Elipsoidal koordinatlarda analitik ¢5ziim.
Bu koordinatlarda Laplace denklemi

_BR. (R, 2\ 4 (x—~ 3 p 3\ e R, 2R %) =
(1—0) Re 5(Re TF)+C—9Rn 7o Ra o+ G—Rs | Redy) =0
seklindedir. Bunun ¢éziimleri elipsoidal harmoniklerdir.

Ornekler :

1 — Yan eksenleri a,b,c (a>b>c) olan iletken elipsoidin potansi-
yel fonksiyonu bulunacaktir.

Elipsoid igin £ =0 dir. o=¢ () olacagindan Laplace denklemi
4 (p d2)_o
aE (RE g bl

seklindedir. Integre ederek :
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bulunur. Diger taraftan
E. e _1_. ."_i.q’_
& hr dE

oldugu gdzoniine alinirsa @ (<)=0 secerek
- dﬁ
o (&)= [ Exhedt = —Af—«-
‘a/ = E *

yazilabilir. Cok biiyiik & degerleri igin R: =E¥? alinabileceginden

e 24l
VE

yazlabilir. Her hangi bir elipsoidin denklemi

x? 4 z
____...(_12_ + g - 3 =E
14 —E—" 1+ —

seklinde yazilirsa, biiyiik E degerleri icin (£» a?)

PPt 2=raE
bulunur. Béylece
24

r

¢~ —

yazilabilecegi anlagilir. Bu ifadeyi orijindeki noktasal yiikiin ¢=Q/4n:r
Coulomb potansiyeli ile kargilagtirarak A== — Q/8ne bulunur. Béylece
her hangi bir noktadaki potansiyel igin

(=]

THL DT S N NSRRI
20 = éf R 8me Ef VEFa?) E+6) (E+c)
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elde edilir. Egpotansiyel yiizeyler t=sab. elipsoidleridir. Integral elip-

tik bir integraldir ve cetveller yardimiyle hesaplanir.
Alan siddeti igin
) A Q
tRe  amey/(E—1) E—0)

bulunur. Elipsoidin yiizey yogunlugu ise

O’=E(E§ )E B IR

=0= m 2l SRhE ag;.':___

olacaktir. Kartezyen koordinatlar cinsinden

o= Q .
dnabe [ g | 2
Vith+a

yanlabilir.

Elipsoidin potansiyeli oo ile gosterilirse

Q fdi
0= (0) = j~
) 8xne RE
0
elde edilir. Buradan kapasite igin
% Q i 8ne
Po =
dg
Ry
bulunur.
Sayet Q toplam yiikii yerine 9, potansiyeli verilmigse
SRR LS
d

olacagindan
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(= =]

dg
Ry
? = @y =— '
dg
J Re
g
Po o 2 g ’

i ek 3
hRe 2= V= 0 [ &
0 0

2e0,

d -
abcbgf}?—? % / %E
ot g n

o

yazlabilir,

Elipsoidin her hangi bir noktasindaki teget diizlemine orijinden i-
zilen normalin uzunlugu p ile gosterilirse h;=1/2p olacag kolayca gés-

terilebilir. Béylece yiizey yogunlugunun p ile orantih oldugu anlagilir.
Elipsoidin toplam yiikii icin

Q= é cdF = EQodF
F F dg
ﬁg' abe _R_E_-
0
yazilabilir, he =1/2p koyarak

R L Els pdF

abce ; g:: F

0

bulunur. p nin yiizey integrali elipsoidin hacminin ii¢ katina egit oldu-
gundan :



Q- 2
/' _dE
J 'Ry
0
elde edilir.
Ozel haller:

a) a=b>c igin elipsoid oblate sferoid haline gelir. z—eksenine
gére eksenel simetri vardir. Integraller elementer fonksiyonlar cinsinden

ifade edilebilir. Boylece

LR N SRR P
*O="m ! (E+a) VE+a?  4dmeVa—& sls \/_ET}-? Y

gt Qi 4rneyd—c? )
=50 = T '
v arc tg \/(f )_1
- c
IBC A O Y g 7 Tl I A
=imd% Joxg 2. Adnde g . 2
ot oy

bulunur (e=Y x*+4?).
b) a>b=c igin prolate sferoid elde edilir. x—eksenine gore ekse-
nel simetri vardir. Integraller yine kolayca ifade edilebilir. Boylece

R R i [E=D
=g f(z+b’)\/f+—aﬂ Timve=F Vi

8reVa*— b VEtat— Vb
C=_ 4reVad—¥.
Th-'\/1— (i)’
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V?*F
bulunur (¢ =y a*—5%) .

¢) ¢=0 i¢in z=0 diizlemindeki sonsuz ince eliptik disk elde edi-
lir. Kapasite

= 8ne i

/’ s a8,
. VE+ ) (E+)E

-

eliptik integrali yardimiyle hesaplamir. Yogunluk ifadesi

bulunur. x=a, y=0 ve x=0, y=b igin yogunluk sonsuz olur.

d) a=b iken c—0 yapilirsa z=0 diizlemindeki sonsuz ince dairesel
disk elde edilir. Potansiyel, kapasite ve yogunluk igin

AL 2 R i) . g
9 (E) = Sﬁej (E:i-_a_’J_\/_E. = Jmeg e e V3
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bulunur, b=c iken a—>0 yapilirsa x=0 diizlemindeki dairesel diske ait
ifadeler elde edilir.

Diskin potansiyel fonksiyonu @ cinsinden ifade edilirse

(==

J (E+aWVE 5
P = @ -—:—?Earctg-a-.:
£ » vE
e
‘. (E+a?)V E
B 29 arctg V2a
=

Vr —az_-—;;l(_r:’ —a+ da’z?

bulunur.

e) a»b=c igin ince ve uzun bir cubuk elde edilir. Daha Once boy-
le bir ¢ubugun kapasitesinin yaklagik olarak (I=2a, 2b=d)

G 2rel _ 4mea
ln2—[ _ln2£
d b

seklinde hesaplanabilecegini gormiigtik. Yukarida kapasite icin bulunan
ifadeden binom teoremi yardimiyle bu yaklagik formiil kolayca gikan-
labilir.

f) a=b=c igin elipsoid kiireye dejenere olur. Mesela kapasite igin

elde edilir.

Sferoid problemleri hi¢ sliphesiz sferoidal koordinatlardan fayda-
lanmak suretiyle de ¢oziilebillr.

9 — E—=0 iletken elipsoidi Giniform alan igine sokuluyor, sek. 168.
Potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.
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bl
e 3

Sck. 168

Bilyiik eksen yoniinde bulundugu farzedilen iiniform alanin potansi-
yeli icin elipsoidal koordinatlar cinsinden

e = — Ey\/E+a)n+ ) +a)
R 'V o e—awe-5

yazlabilir. Bu potansiyel fonksiyonu Laplace denkleminin
9o = AF(E) G(n) H(Y)
seklinde bir ¢éziimiidiir ve
Ey 2 0. el
T T V@—oya—p © FO=VET @, Gm=yn+a .
HE) = V{+a®

dir. Tesirle elektriklenen elipsoidin sekonder potansiyeli ¢, ile gosteri-
lirse aranan potansiyel p=q,+¢, olur. Sekonder potansiyel sonsuzda .
sifir olacak (zira sonsuzda ¢->q,) ve her hangi bir £=sab. elipsoidi
iistiinde ¢, gibi degiseceginden

P=Bf(E) G(n) H(¥)

yazabiliriz. f(£) fonksiyonuna ait diferansiyel denklemi bulmak icin Lap-
lace denkleminde 0=9, , G=\n+a? , H=\{+a* koyarak

R
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elde edilir. Bu denklemin bir ¢oziimii F () =yE+a® dir. Diger ¢oziimii

goylece bulabiliriz : Sayet y4(x) fonksiyonu

Y 4P +ex)y =0

denkleminin bir ¢dziimii ise diger bagimsiz ¢6zim

— fpdx
y;(x)=y1f = 7.2 dx

dir. Yukanidaki diferansiyel denklemde

s L d R
oldugundan
—In Rg

FO=F@ [ g E&=F O [mor

bulunur. Bu integralde simrlar keyfi olmakla beraber f(§) nin sonsuz-

da sifir olacagini gozoniine alarak

fO=F® f PR

yazlabilir. Boylece sekonder potansiyel igin

elde edilir. Potansiyel fonksiyonu

=]

< B dg
“'(E’_“"’[H y {'é,-!-a’;RE]
:

dir. 9(0)=V, sarti yardimiyle (V,=elipsoidin potansiyeli)

Elekromagnetik Alan Teorisi F. 19
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B B [ dt
Vﬂ—%[”' s m]
0

yazarak
B __ Vo—o .
A Do i
dg
J (E+ad)R;

bulunur. Buradan potansiyel fonksiyohu icin

i Vo—®o dg
() =0+ = B f lE+“=)RE
/‘ dg 3

J (E+add)R:
0

elde edilir. Eliptik integraller cetveller yardimiyle hesaplanir. Sayet
elipsoid topraklanmigsa V, =0 koyarak

(=]

dg
] EFaR
=@|1-5
dg
(E+02)RE _
0

yazabiliriz.
Uniform alan diger eksenler yoniinde bulundugu takdirde yukarida-
ki ifadilerde o? yerine 4% veya ¢? alarak sonuglar bulunur.

Uniform alan her hangi bir yonde bulundugu vakit bunu eksenler
yoniinde bilesenlere ayirarak sonug siiperpozisyonla elde edilir.

3 — E=0 dielektrik elipsoidi iiniform alan igine sokuluyor, sek. 169.
Potansiyel fonksiyonu bulunacaktir.
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Sek. 169

Uniform alanin her hangi bir y6nde bulundugunu farzederek eksen-
ler yoniindeki bilegenlerini EoxEoy,Eor ile gosterelim. llk énce Ex bile-
senini gézden gegirelim. Potansiyel fonksiyonu elipsoid diginda

=F(E) GVH() [A 8 (‘&‘fziikJ
J '

seklinde olacaktir. Hig siiphesiz B sabiti yukanidaki degerden farkhdir.
Elipsoid i¢inde kalan bolge igin —c?<g =0 duir (a>b>c). fE) fonksi-
yonu &= — ¢? icin sonsuz oldugundan ve F (§) = VEFa? simrh kaldi-
gindan

-

5
P=CFEGMHQ= 5 t0=— G Eux
alinabilir. Problemin simr sartlan

1 939,

LY
g=0 \ Az B Je=0

seklindedir. Bunlar yardimiyle integralde £—»s alarak

. ds
c=4+B [ T m: '
0
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B:“_bc__sl';gic

2 g
bulunur. Bu ifadeler yardimiyle
b abe .
I+ 5 E@—e) 4,(0)

elde edilir. 4, (0)
ds
40= rarw:
0

integralini géstermektedir. Béylece elipsoid igindeki potansfyel icin
Exx b
abc
1+ _th— (g1 — £2)A4(0)

Py =

ifadesi elde edilir. Elipsoid igindeki alan giddeti ise

E = dml el Eg'l
S ) abo ;.
* 14 2—5 (e, — e2)A,(0)

olacaktir. Elipsoid icindeki alan iiniformdur.

Diger bilesenler igin benzer hesaplar yapilir. Sonug siiperpozisyon-
la bulunur. Uniform alamn potansiyeli

Fo=— Eoxx — Eoyy — Eosz
dir. Elipsoid igindeki potansiyel

> T e Ewy
Pr—— + ﬂ'bc

1 G = A0 1+ -2 (o — 514 0

Enz
(21 — £2) A5 (0)

+

abe
hp



293

olacaktir. A4, (0) integrali yukanda verilmigtir. 4,(0) ve A4(0) integral-
leri

o0 =]

¥ ds 34 ds
A,(0) _f(s + b*)R, » A0) = f‘ ts + ) R,
0 0

dir. Alanin E,, ve E;, bilesenleri igin

E,
Ey¥ abc : :
G g (e1—¢;) 4, (0)
E= o

1+ “2‘:' (61—e3) As (0)

bulunur.
E.. bileseni igin elipsoid digindaki potansiyel fonksiyonu

e

abc

—4) f Gy
P=@| 1 — Esr _, e
(51 g;) A, (0)

seklinde olacaktir. E,, ve E,, bilegenleri igin benzer ifadeler elde edi-
lir. g~ yapilirsa sifir potansiyelindeki iletken elipsoid igin daha 6n-
ce bulunan ifade elde edilir.

Elipsoid igindeki polarizasyonun x—bilegeni igin

P‘!l= (EI — &) E‘ll —_— L w, SCERA Eu
1+ -l —e)Ai(0)

bulunur. P,, ve P, bilegenleri icin de benzer ifadeler elde edilir.
e, ~¢, alarak elipsoid bicimindeki bosluktaki alan hesaplanabilir.

Ozel haller oblate (a=b) ve prolate (b=c) sferoidler i¢in elde edi-
lir. Sferoidler igin eliptik integralleri elemanter fonksiyonlarla géster-
-mek kabil olur.



294
32. Toroidal koordinatlarda analitik ¢&ziim.
Toroidal koordinatlarda metrik katsayilar

g o S E e L 30 ¢cShE
e = ChE—cosn '’ A== ChE —cosn

oldugundan Laplace denklemi

( Sht  ap) 3 ( She aw
9€ | ChE—cosn GEJ n(\ Ch&—cosn an

1 d%p

Tt ShEChE—cosn) 937 —°

seklindedir. Sayet
9 (§,1,$) =V/ChE — cosn f (£,1,¢)

yazilirsa
¥ ChE af , f 8 2f N
& T ShE 2 T4 T T SHE 9e7 =0
elde edilir. f(E,m,¢) = G(E) H(n) F(¢) koyarak
- qf e : ' (@)
d H —— +nPH=0 5 (b)
d’ d 1 1 2

diferansiyel denklemleri elde edilir (u =Ch £). (a) ve (b) nin ¢éziimleri
trigpnometriktir. (c) nin ¢6ziimii ise basamaklan tam say1 olmayan asosye
Legendre fonksiyonlanidir. Genel ¢éziim

o(End) = \/ChE —cosn 2 Z [Am,npnt _:i(") +BaaQu 2 ‘“)]

‘Cy sin nm + D, cos nn) (E, sin m¢ + F,, cos qu)
geklindedir.



295

Ornekler :

1 — Sek. 170 de gériilen g, potansiyelindeki iletken toroidin po-
tansiyel fonksiyonu bulunacaktir.

P

Sek. 170

Eksenel simetriden dolayi m=—0 dir. Toroid yiizeyine ait &, degerini
bulahm. a=c/Sh& , 6= c Cth&, oldugundan Ch¥, = b/a elde edilir.
E>E, icin yalmz 2. nevi Legendre fonksiyonunu kullanabiliriz. n koor-
dinatina gore simetriden dolayr yalmz cos nn y1 alarak genel ¢6ziim
icin

o (En) = \/Ch‘é-—co;n z A, cos (nn) Q. _ %(Ch E)

yazlabilir. £&=%, igin 9=, olacagindan
P == \/C_h E_u —c;s_nz As cos (n)Q._ 1 (Ch E)

elde edilir. A, katsayilanim bulmak icin g,/ V/Ch&— cosm yi1 Four-

.
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ier serisine agarak

bulunur.




VI. ENVERSIYON (EVIRTIM) METODU

33. Ug boyutlu enversiyon.

Enversiyon metodu yardimiyle bir problem, daha basit ¢6zilebilen
veya ¢Oziimii esasen bilinen bir probleme transforme edilir. Basit prob-
lem g¢oziildiikten sonra ters transformasyonla orijinal problemin ¢&ziimii
elde edilir. Bu bakimdan metod imaj metodunu andinrsa da daha ge-
neldir. Gerek ii¢ boyutlu ve gerekse iki boyutlu problemleri enversiyon-
la ¢6zmek kabilse de iki boyutlu problemler i¢in konform tasvir meto-
du ¢ok daha elveriglidir. Metodun en 6nemli mahzuru ancak belli baz
yizey gekilleri i¢in kullanilabilmesidir.

Bir problemi enaersiyonla ¢ézmek igin bir geometrik ve bir de
elektriksel enversiyon yapmak gerekir. Ug boyutlu geometrik enversi-
yon bir kiire yardimiyle elde edilir. Sek. 171 de P ve P’ noktalarinin
R yancapl kiirenin 0 merkezinden r ve r’ uzakhklan arasinda

rr’'=R? (166)

bagintist varsa bu noktalrr kiire yiizeyine nazaran birbirinin enversi
olurlar. 0 ya enversiyon merkezi ve R ye enversiyon yaricapi denilir.

p

Sek. 171

Uzayda her hangi bir yiizey istiindeki noktalarin enversini alarak en-
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vers yiizey elde edilir. Orijinal yiizeyin kiiresel koordinatlardaki denk-
lemi f(r,0,¢) =0 olursa envers yiizeyin denklemi f(R?%/r",0,¢) =0 seklin-
de olur.

Bir kiirenin enversi genel olarak yine bir kiredir. Enversiyon
merkezinden gecen bir kiirenin enversi ise merkez dogrusuna normal
olan bir sonsuz diizlemdir. Tersine olarak bir diizlemin envéersi enversi-
yon merkezinden gegen bir kiredir. Kiirenin yarigap1 a ile ve diizlemin
enversiyon merkezinden uzaklig1 d ile gésterilirse 2ad=R? olur. Enver-
siyon kiiresini ortogonal olarak kesen bir kiirenin enversi yine kendisidir.

P ve P’ noktalarinda envers uzunluk elemanlar: ve envers yiizey
elemanlan ds,ds’ ve dF ,dF" ile gosterilirse

de. . P SORE CadE . )
TR T {165
olacag kolayca goriilebilir.
\
Piny
220002

Sek. 172

Geometrik enversiyon hakkinda verilen bu kisa bilgiden sonra elek-
triksel enversiyonu gozden gegirelim, Sek. 172 de P,P” ve M,M" nokta-
lar1 envers nokta ¢iftlerini géstermektedir. M de bulunan ¢ noktasal yiiki P
noktasinda ¢ =gq/4ned potansiyelini ve M’ de bulunan ¢’ noktasal yiikii P’
noktasinda ¢'—jg"/4ned’ polansiyelini meydana getirecektir. OPM ve
OM'P’ iiggenlerinin benzerliginden faydalanarak bu potansiyellerin ora-
ni igin

r ,

o i
— 7

¢ -9
¢ g d

yazabiliriz. Sayet yiiklerin oram

=g rogd
q q r

9
g

(168)

~| 2
|
xl--.
|
e
Lo B
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olacak sekilde segilirse envers potansiyeller arasindaki oran

i R

~=7=F (169)
sekline girer. Yukandaki sarti saglayan yikler yekdigerinin elektriksel
enversidir. O halde envers yiiklerin envers noktalarda meydana getir-
dikleri envers potansiyellerin orani, yiiklerin yerine ve degerine bagh
degildir. (169) bagntist her hang1 bir yiik sistemi icin cari olur. Eger
o—0 ise ¢’=0 olacagindan M,,...,M, noktalarindaki g¢y,...,q. yiiklerinin
tesiri altinda bulunan bir iletkenin enversi M,’,...,M,” envers noktalarn-
daki ¢,',...,¢." envers yiiklerinin tesiri altinda sifir potansiyelini alacaktir.

Envers yiikler arasindaki oran yardimiyle envers yik yogunluklan-
min oram kolayca bulunabilir. c=¢/dF, ¢'=¢'/dF" ve A=q/ds, A'=¢"/ds’
oldugunu gézéniine alarak

¢ _(FVY_ (R,
-=(7) =(~)
¥ R

i
VAN - e

(170)

bulunur.

Elektriksel enversiyon analitik olarak, Laplace denkleminin belli bir
koordinat transformasyonuna kars: envaryan ozelligine dayamr. Sayet
9(r,9,¢ ) bir potansiyel fonksiyonu (harmonik fonksiyon) ise (Ap=10)

orur R _(R?
?(F;B"f’):";r@(; » 6,9 )
fonksiyonunun da potansiyel fonksiyonu olacag kolayca gésterilebilir
(A9’=0). Bu transformasyona Kelvin transformasyonu denilir.

Sek. 173 a da topraklanmig olan F iletkeni 0 noktasina getirilen
9 noktasal yiikiiniin tesiri altindadir. Sistemin potansiyeli p ile gdsteri-
litse F yiizeyi iistinde o(F)=0 olacaktir. Potansiyel fonksiyonunu

£
? P F
o
Ma) e (6) (e)

Sek. 173



9
dmer + P
seklinde yazabiliriz. Birinci terim noktasal yiikiin potansiyelini (primer
potansiyel) ve ikinci terim ise F yiizeyinde tesirle meydana gelen yiik
dagiigimin potansiyelini (sekonder potansiyel) géstermektedir. Sek. 173
b de noktasal yiik kaldinlmghir. Bu denge durumunda potansiyel fonk-
siyonu @, olacaktir. ¢(/)=0 oldugunu g&zéniine alarak

tp!(F)z 10 E’i—r_

yazabiliriz. Sek. 173 ¢ deki envers yiizeyin potansiyeli ¢' =Rq,/r’ ola-
cagndan

P=9p + Q=

S, 1

4reR
bulunur. Boylece ¢ nin envers yiizey istinde sabit bir deger aldifi
anlagihr. Bu agiklamalardan, F” yiizeyini ¢’ potansiyelinde tutan yiik
ve potansiyel dagihs: bilindigi takdirde enversiyon merkezindeki ¢ yii-
kiiniin tesiri altinda bulunan topraklanmig F' envers yiizeyinin yiik ve
potansiyel dagihsim bulmak kabil oldugu gériilmektedir. Tersine olarak
g=—4meR¢" yiiknniin tesiri altinda bulunan topraklanmis iletken prob-
leminin ¢6zlimii bilinirse ¢" potansiyelindeki envers yiizey probleminin
¢ozimiini, merkezi ¢ yiikiiniin bulundugu yerde alinan enversiyonla elde
etmek kabil olur. ¥’=1/R alinirsa g——4ne olacaktir.

Ornekler :

1 — Noktasal yikk karsisindaki topraklanmig levhamin yogunlugu
enversiyonla bulunacaktir, sek. 174.

o =

Diizlemin, merkezi 0 da bulunan R = a
yarigaph kiireye gére enversi diizleme teget
olan ve 0 noktasindan gegen a/2 yarnigaplh
kiiredir. Kiirenin potansiyeli ¢, ile gosterilir-
se yogunluk gy=2ep,/a olur. Diger taraftan
g=—4=neap, oldugundan oy==—¢/4na® elde
edilir. Boylece diizlemdeki yogunluk igin

s VR Y = S
Sl N i P T

bulunur. Bu sonug daha énce imaj yardimiy-
le bulunmusgtur. '
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2 — Noktasal yiik karsisindaki topraklanmis kiirenin yik yogunlugu
enversiyonla bulunacaktir. gek, 175.

8’

Sek. 175

Y arigap: @ olan kiirenin diger bir kiirenin enversiyonu ile bulundu-
gunu diigiinebiliriz. Diger kiirenin yancap: ¢ ile ve potansiyeli g, ile
gosterilirse yogunlugu o=tg,/p olur. ¢=—4ne Ry oldugunu go6zdniine
alarak (R=enversiyon yarigapi) o= —¢/4=Kp yazabiliriz. Boylece ¢ yiikii-
niin tesiri altinda bulunan sifir potansiyelindeki @ yarigaph kiirenin iis-
tindeki yogunluk igin

9R?
~ 4npr’

[- —

bulunur. Diger taraftan A,A’ ve B,B’ envers ciftleri igin yazilabilecek
geometrik transformasyon denklemleri yardimiyle R?p=d?—a* buluna-
cagindan yogunluk ifadesi

PO ] ol

4nar?

gekline girer. Bv sonug¢ da daha énce imaj yardimiyle bulunmustur.

3 — Ortogonal olarak kesigen iki kiirenin meydana getirdigi ilet-
kenin kapasitesi bulunacaktir, sek. 176.

Enversiyon merkezi 0 kesisme noktasinda ve enversiyon yarigapi
da meseld 26 olarak alinirsa, A kesisme noktasinin enversi olan B nok-
tasinda ortogonal olarak kesisen yarisonsuz diizlem seklindeki envers
yuzeyler elde edilir. Bu suretle envers problemin, topraklanmig ortogo-
nal iki diizlem arasinda bulunan ¢——8m=e 6%, yikii problemi oldugu an-
lasithir. Bu problem ise imajlar yardimiyle kolayca coziilebilir. Envers
sistemde imajlar yardimiyle potansiyel fonksiyonu bulunduktan sonra
Kelvin transformasyonu yardimiyle orijinal sistemin potansiyel fonksi-
yonu elde edilir. Keza imaj yiklerinin enverslerini alarak problemi dog-
rudan dogruya orijinal sistemin geometrisinde de ¢dzebiliriz. Envers
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geometride Py, P,, Py noktalarinda bulunan imaj yiiklerinin enversleri en-
versiyon merkezinden sira ile

Sek. 176

dy=(26)*/4b=>b (0, noktasinda)

(25)? ab
dy = — 2 = N noktasinda) ,
' Wapr 2B VarE :
=
_ (25)?

d3 — m =a (0: noktaslnda)

uzakhklarindadir. Envers imaj yiikleri ise

2b

»

PUBIA Y it
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6= — =t
e —it WP
2\/452+_%e:_ 2/a?+-b

SRR I e
H=—9 W 9
=

olur. Kesisen kiirelerin toplam yiikii bu imaj yiiklerinin toplamina esit

olacagindan

Qu=9,+9s+95= lab—(a + b)V a’+b’)
2b\/ >+ 5?

bulunur. lletkenin ¢, potansiyeli ile ¢ yiikii arasindaki baginti yardimiy-
le potansiyel igin

~ERA R T
0= " Breb

yazilabilir. Bu ifadeyi {i¢ envers imaj yiikiinin mesela iletken iistiinde-
ki noktalardan biri olan A noktasinda meydana getirecekleri potansi-
yelleri toplayarak da bulabiliriz.

lletkenin yiizey yogunlugu, diizlemlerdeki yogunluklarin Kelvin trans-
formasyonu yardimiyle bulunur.

lletkenin kapasites! icin

! 2 2
C=90=4n£(_q-hb)\{a +b*—ab
Po Va2 + b

bulunur. b/a=k koyarak bu ifade

k ijl__;z:
gekline sokulabilir. k=< icin ifade b yarigaph biiyiik kiirenin kapasi-
tesini verir (C=4neb).

Sayet kiirelerin kesisme agisi a==/n (n=tam say1) olursa problem

benzer sekilde incelenir. Sek. 177 de a=n/3 icin takip edilecek yol go-
riilmektedir.

C=4m(1+k—- 1 )
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Verilen iletken sek. 176 da kesik cizgi ile belirtilen kiiresel kepler-
den meydana geliyorsa (kiiresel mercek) bunun enversiyonu yine kesik
¢izgi ile belirtilen diizlemleri verir. Boylece problem, 0 noktasinda bu-
lunan ¢ yiikii ile bu iki dizlemden meydana gelen sistemin problemine
transforme edilmis olur. Bu problemi imaj yardimiyle cézemeyiz.

Sek. 177

Sayet izole ve nétr olan iletken bir ¢, noktasal yiikiinlin tesiri al-
tinda bulunursa problem su sekilde ¢éziilebilir : ¢, yiikiiniin ¢,” enversi-
nin kesisen diizlemlere gére imajlarni bulunduktan sonra bunlarin enver-
siyonu yapilarak kesigen kiirelerin igindeki envers imaj yiikleri elde edi-
lir. lletken izole ve nétr oldugundan toplam yiikii sifirdir..Bu sebeple
bu envers imajlar ile yukarida nasil bulunacag agiklanan ¢,,9,,... envers
imajlanmn (a=m/2 igin ii¢ yiik) toplam: sifir olacaktir. Buradan enver-
siyon merkezine getirilen ¢ yiikii hesaplanir. Orijinal sistemin potansi-
yeli iletken igindeki envers imajlarin meydana getirecekleri potansiyel-
leri siiperpoze ederek bulunur.

4 — Yekdigerine degen topraklanmig iki kiire ¢ noktasal yiikiiniin
tesiri altinda bulunduguna gére sistemin alam enversiyonla incelenecek-
tir, sek. 178, =
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Sek. 178

Kiirelerin, merkezi degme noktasinda bulunan meseld 26 yarigaph
kiireye gore enversleri paralel iki diizlemdir. ¢ yiikiiniin enversi, enversi-
yon merkezinden c¢’=4b*c uzakhginda bulunan 9" —=2b69/c noktasal
yiikiidiir. Paralel levhalar arasindaki uzakhk d = 26 + 2b%/a ve envers
yiikiin levhalardan uzakhg d,=2b%/a—4b* cosa/c ve dy=d—dy,=
25 - 4b* cos o/c dir.

a=b=R ve 0a=90° i¢in d=4R , dy=dy=2R,c’=4R%/c olacaktur.
Coziim simetriktir.

Problem envers sistemde sonsuz sayida imaj yardimiyle ¢oziilir.
Meseld simetrik halde P’ deki potansiyel

.

v

In 2

dir. ¢'=2Rgq/c koyarak P deki potansiyel igin

o R
gp = =W =g In2

bulunur.
Elektromagnetik Alan Teorisi F. 20
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5 — Noktasal yiikiin tesiri altinda bulunan sifir poiansiyelindeki
kiiresel kepin (kase) yiik yogunlugu bulunacaktir.

Kiiresel kep bir dairesel diskin enversiyonu ile elde edilebilir.
Mesela sek. 179 da @ yaricaph kiirenin, merkezi 0 noktasinda bulunan

fa

(&
Pz<

4

Sek. 179

2a yancaph kiireye gére enversiyonu ile elde edilen sonsuz diizlemin
iistiindeki p," yarigapli dairesel disk sekilde dolu ¢izgi ile belirtilen ke-
pin enversinden ibarettir.

Diskin potansiyeli ¢," ile gésterilirse merkezinden " uzakhginda
bulunan P’ noktasindaki yogunluk igin

PR e |
—_ b1 pnq_pr?

-3

yazlabilir. Sek. 180 de disk istinde P’ noktasindan gegen her hangi
bir kirig goriilmektedir. Geometride gériilen bir teoreme gére

po =00 =(po" 0"} (00— ) = (P'Py) (P'Py)
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¥
Sek. 180
yazlabileceginden yogunluk ifadesi
2“9@’ 1

L

= (PPY) (PPy)
sekline girer.

Sek. 181

Sek. 181 de a yanigaph kepin, merkezi kiire iistiindeki 0 noktasin-
da bulunan 2a yangcaph kiireye gére enversiyonu ile elde edilen daire-
sel disk iizerindeki kirig gorilmektedir. C noktast kepin kutbudur ve
P ise kep iistindeki her hangi bir noktayr gostermektedir. OCP den
gegen diizlem kiireyi tam bir daire boyunca ve dairesel diski PPy ki-
rigi boyunca keser. Sayet ¢’ yogunlugunun Kelvin transformasyonu ya-
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pilirsa 0 noktasindaki ¢ noktasal vyiikiiniin tesiri altinda bulunan sifir
potansiyelindeki kepin yiik dagihisi elde edilir.
C’P,’O ve P,CO iiggenlerinin benzerliginden faydalanarak
4a’k
CP,/'=CPy = =
’ * T ocy(ocy—#
yazlabilir. C'P'O ve PCO iiggenlerinin benzerligi yardimiyle de
C'P — 4a*(CP)
OCy (OC)* — (CPy?
bulunur. Disk iistiindeki kirigin P'P,” ve PP, pargalar: ise
’ ’ » ’ Ty 4“2 k V(OC)Z—(CP 2_(::P V(O—C-jz _'k2 »
PP :CP “CP-—_:—""‘—' — e e—— e ————
i OC  V(OC)'— & y(OCy—(CPy

P —crpr s op - 8 k\(OCYP=(CP) +CP(OCy — &2
PPy'=C'P,;/+CP’ = OC \/(_O_C)?:— ?‘2 J(L_—“_OCF—(CP)!

olacaktir. Béylece
o = 200 \OCF =B {OCF=(CP®
~ 2na? v k2 — (CP)?

yazabiliriz. Transformasyon yapilirsa kep iistiinde bulunan P noktasin-
daki yogunluk igin

r:r:cr'(

\

2a \* _ 4epsa  (OC)— K2
OP) — =(OP)y E—(CP)

bulunur. Diger taraftan ¢——8=zag’, aldugu gézéniine alimrsa

9 ___ . /(OCy -2
2= (OP)* Y 22— (CP)?

C=—

yazlabilir.

Sayet kep, ¢ yiikii yerine kepin iggal etmedigi kiire yiizeyi bolge-
sinde bulunan iiniform yitk dagihsimn (c,) tesiri altinda bulunursa prob-
lem su sekilde ¢éziiliir :

Sek. 182 de 0(a,0,¢,) ve P(a,0,4) noktalan arasindaki uzaklik igin

(OP)*=2a"1— cos 0 cos 0, — sin 0 sin &, cos (¢— )]
yazilabilir. ¢,=0 almak mahzurlu olmayacagindan
(OP)*=2a*1— cos 0 cos 8, — sin 0 sin 0, cos ¢)
alabiliriz. O daki dF=q?sin 0 ddd¢) yiizey elemamnin yitkii dg—c,dF=
apa’ sin 8,dfd¢$ olacaktir. Bu yiik P de tesirle



Sek. 182
G sin 0, d8,d & . /(OCy — %

do = — Z%{ " cos 0 cos 0, — sin 0sin 8,cosp Y k2 — (CP)*

yogunlugunu meydana getirir. Bu ifadeyi ¢ =0 ile $=2x ve B=0k
(kep agisi) ile 0=m= arasinda integre ederek

= 2r
0 f o SRR {ocy—&
o T = ’ sin 8 db ’ 1— cos 0 cos 0,— sin8sin G cos b Y &2 — (CP)
B 0
Yl _(g".( T+ cosb  _arct /"1 + cos B )
_'-7[ 'V cos @ — cos b, i gvaeﬂcosﬁ
bulunur.

Simdi uzayda serbest bulunan kepin yiik dagihgini aragtirahm. Sayet
biitiin kiire yiizeyi boyunca ¢,<—d, iniform dagihgimn bulundugu farze-
dilirse bu dagihig igin potansiyel

__ 4ma’, __ %
e -
olacaktir. Bu yikk dagihs: kepin isgal etmedigi kiire yiizeyi kismindaki
dagihsy kompanze eder. Kepin i¢ yiizeyi fistiine kiiresel simetrik yiik
dagiliginin bir tesiri olmayacagindan bu kisimdaki yogunluk oi=¢ olur.
Kepin dig yiizeyl ise ayrica o, yogunlugunu da tagiyacagindan
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—_ %[ ../ TFtost / 1+4cosf |
G = T et == ATCE e e
‘ﬂ( cos 0— cos B, i chosB——cOse..J

bulunur. Kep potansiyeli yardimiyle o; ve o, ifadeleri

EPx 1+cosb  _.ropoq/ 1+ cosby ),
Ta ( cos 0 — cos 0, * cos 0 — cos 0,

g =2 (‘n:-l- \f‘ 1 +cos —arctg _1+co ch_E;_: )
Ta | cos 0 — cos O cos 0§ — cos €

sekline girerler.
Kepin i¢ ve dig yiizeylerindeki Q; ve Q, yiikleri séyle bulunur:
Genigligi d0 olan bélgedeki yik (i¢ yiizeyde)
dQ; = 2ra’s; sin 0 db

olacagindan 0=0 ile 0=0, arasinda integre ederek
Qi = 2eap [sin O+ Ou— ’5‘(1 —cos eg]

o —

bulunur. Kepin yiizeyi 2ra? (1 — cos ;) oldugundan iiniform yik dagih-
sina tekabiill eden yik -
Q.=2mna%, (1—cos 0,) =2ncaqp(1— cos ;)

olacaktir, Dig yiizeyin yiki Q, ile gosterilirse Q.=Q.+ Q; olacagim
g6z0niine alarak

Q.=2¢cap, [sinﬁu + 0+ -?21(1 — Ccos Bg)]

bulunur, 0y—= (yani biitiin kire) i¢in Q;=0 ve Q.=4neaq, olacag ko-
layca gériilebilir. Kepin toplam yikii ise .

Q=0Q.+Qi=4eagy (sin 0+0)
olacaktir. Kapasite

C= & (sinBe-8;)
P

formiilii yardimiyle hesaplanir. §,—= igin Cy—=4=nza olacakhir (tam kiire-
nin kapasitesi).

34, iki boyutlu enversiyon.

Iki boyutlu enversiyon bir silindire gére yapilir. Bir silindirin en-
versi genel olarak yine bir silindirdir. Bu enversiyonda ¢izgisel yogun-
luklar ayni kahr. Analitik olarak @(p,¢) bir potansiyel fonksiyonu ise
@(R?*¢’,¢) nin de potansiyel fonksiyonu oldugu kolayca gdsterilebilir
(po’=R?). Iki boyutlu problemler igin konform tasvir metodu ¢ok daha
elverigli oldugundan bu enversiyon iistiinde fazla durulmayacaktir.



IX. KONFORM TASVIR METODU

35. Konform tasvirin esas:.

Konform tasvir metodu iki boyutlu potansiyel problemlerinin ¢6-
zumii igin elverigli bir metoddur. Metodun esasini analitik fonksiyonlar
teorisi teskil eder. Kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinden bilin-
digi gibi w=w(2)=u(x,y) + jo(x,y) fonksiyonu vasitasiyle z— diiz-
lemindeki noktalar w— diizlemine tasvir edilir, sek. 183. Ters tasvir
z—z(w)=x(u,v)+jy(u,v) ters fonksiyonu ile elde edilir. Sayet w(z)
fonksiyonu analitikse tasvir konform olur, Tasvirin konform olusu,

3 C;p
&
o 6 ‘

% :' Wz WiE) J "o
. — Ay o
a 55 0 7]
|
Jek. 183

z— diizleminde kesigen C,,C, egrileri arasindaki ag¢inin w—diizleminde-~
ki KK, tasvir egrileri arasindaki aciya yén ve degerce esit oldugunu
ve Wi, Abzlemdeki sonsuz kiiciik uzunluklar arrsindaki oranin sabit ol-
dugunu ifade ey, Bu iki oOzellik dw—=w’(z)dz diferansiyeli yardimiyle
elde edilir ve

ldw| = |w'(z) & » arg(dw)=arg(dz)-+arglw’(z)] (171)

seklinde ifade edilirr Bu &nklemler yardimiyle a=8 ve |dw;/dz,/=
|dew,/dz;=|w’(z)| yazilabilir. |w’@)» tasvir modiili adim alir ve her hangi
bir noktadaki tiirevin modiiliine egttir.

-
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Her hangi bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kisimlari

du _ dv du ___ dv
ax ~ dy’ dy  dx (172

geklindeki Cauchy— Riemann diferansiyel denklemlerini saglarlar. Ana-
litik fonksiyonun tiirevi igin

’ d 0 . d
w(z):dl;’:a%:—}ﬁ (173)

yazilabilir. Konformluk 6zelligi w’(2)==0 veya z'(w)=0 olan noktalarda
yoktur. Bu cesit noktalara singiiler (tekil) nokta denilir.

Sayet w=—w(z) fonksiyonunda bir z degerine bir tek w degeri te-
kabiil ederse fonksiyon ve tasvir bir degerli olur. z—z(w) ters tasviri
de bir degerli olan tasvire birebir tasvir ad1 verilir. Cok degerli tasvirleri
birebir tasvir haline getirmek igin Riemann yiizeyi kavramindan faydala-
mhr. lleride ¢ok degerli tesvirlerin celenirken bu konu gézden gegirile-
cektir.

Cauchy—Riemann denklemleri yardimiyle

a'v v

2 W‘—"—O(A'v =0)

%u S =
_ax.z - —a?-_O(Au-—O) 3 m

bulunur. Béylece analitik fonksiyonun reel ve imajiner kisimlarimin iki
boyutlu Laplace denklemini sagladiklann ve dolayisiyle harmonik fonk-
siyonlar olduklar1 anlasilir. u ve » ye eslenik harmonik fonksiyonlar
denilir. Ancak buradaki eslenik terimini bir kompleks sayinin eglenigi
ile karighrmamalidir.

w—diizleminde u=sab. ve v=sab. paralel dogrulan dik oldugun-
dan z—diizlemindeki u(x,y)=sab. ve o(x,y)=—sab. egrileri de dik olur-
lar, sek. 184. Bu sebeple mesela u ya potansiyel géziyle pakilirsa
u(x,y)—sab. egpotansiyel cizgilerin denklemini ve ol y)=—sab. ise alan
cizgilerinin denklemini gésterir. Alan iki boyutlugldugundan biitin pa-
ralel diizlemlerde ayni sekildedir ve bu sebep!r diizlemsel alan adim da
ahr. Dizlemdeki egpotansiyel gizgiler teoril glarak sonsuz uzunluktaki
silindirik egpotansiyel yiizeylerin izlerindg, jbarettir. Boyle bir alan el-
de edebilmek igin alamn kaynagi olan jetkenlerin (elektrodlarin) teorik

>



313

olarak sonsuz uzun ve paralel olmalar veya uzunluklarimn aralarindaki
uzakhk yaminda gok biiyilk olmasi gerekir.

J” A0,

Sek. 184

36. Kompleks potansiyel, kompleks alan siddeti, ak: ve kapasite.”

Yukaridaki agiklamardan iki boyutlu potansiyel alanlarimn w=u-ju
analitik fonksiyonu yardimiyle tam olarak karakterize edilebilecegi an-
lagilmaktadir. w ye kompleks potansiyel ve alan cizgilerini gdsteren
eslenik fonksiyona (z veya v den biri) aki fonksiyonu denilir.

u potansiyel fonksiyonu olarak almrsa alan siddetinin bilegenleri
E.= - du/ax ve E;——0au/dy olur. z—diizlemindeki kompleks alan giddeti

E=EtjE=— (2% +) -3-’-“—)

seklinde tarif edililir. Cauchy —Riemann denklemlerinden faydalanarak

Ay S (174)

z'(w)

yazlabilir. Tiirevdeki ¢izgi eslenik isaretidir. Kompleks alan siddeti iki

boyutlu alanda y6n ve deger bakimindan E vektoriiniin yerine geger.
Alan siddetinin her hangi bir noktadaki mutlak degeri komp'eks alan
giddetinin bu noktadaki modiliine egittir.
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Sek. 185 de gériilen sonsuz kiigiik ds, ve ds, uzunluklan igin kon-
formluk o6zelliginden faydalanarak ds,/ds,=du/dv yazlabilir., Zira son-
suz kiigiik olan taranmig dikdortgenler benzer sgekillerdir. Diger taraftan
v ve v+do ile isaretlenen alan cizgileri arasindan eksenel dogrultuda

3 5 @ J'v-} ®
Jq } (-7 v
o, o
P, 8
U “ro v %
o e o B A
Sek. 185

birim uzunluk boyunca gegen deplasman akisi igin
di =¢ E, ds,

yazilabilir. Cizgi, deplasman aksinin birim uzunluk boyunca hesapland-
gim belirtmektedir. £,—=—du/ds, ve ds,/ds,=—=dv/du koyarak

dy=—edo

elde edilir. Bu diferansiyel ifadeyi v; ve v, arasinda integre ederek bu
iki ¢izgi arasindan gegen aki bulunur. Béylece

¢:-s[du=s(n.—v,) (175)

oy

formiilii bulunur. Bu suretle ak: fonksiyonunun yalniz alan ¢izgilerinin
seklini tayin etmekle kalmayarak akinin hesabina da yaradig1 anlagilir.

v Ve v, degerleri iki elektrod arasindaki akiyi tam olarak olgtik-
leri takdirde _lb':s(v,-v;) akisi Gauss teoremine gére elektrodlarin bi-

rim uzunlugundaki Q yiikiinii gostereceginden birim uzunluktaki kapa-
site igin
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Sl o= & (176)

i — iy uy—u,

formiili bulunur. u, ve u, elektrodlarin potansiyellerini ve uy—u, ise
potansiyel farkim gostermektedir.

37. Potansiyel problemlerinin transformasyonu.

Potansiyel problemlerini konform tasvirle ¢ézmek igin iki metoddan
faydalamlabilir. Birinci metodda probleme tersten baglamr ve her han-
gi bir analitik fonksiyon secilerek eslenik fonksiyonlarin problemin si-
nir sartlanm saglayip saglamadiklari incelenir. lkinci metodda ise
z—diizlemindeki problem uygun bir w(z) fonksiyonu vasitasiyle w—diiz-
leminde daha basit bir probleme transforme edilir. w—diizlemindki ¢6-
ziim z— diizlemine transforme edilerek orijinal problemin ¢6ziimi bulu-
nur. w— diizlemindeki ¢6ziim yani kompleks potansiyel P{w) seklinde
gosterilirse z—dtilemindeki kompleks potansiyel

P(z) = Pla(z)] (177)

olur. Yani aranan ¢ozimii bulmak igin P(w) ifadesinde w yerine z cin-
sinden krrsithgim koymak gerekir. Eger transformasyonla w—dizlemin-
de elde edilen alan Gniformsa P(w)=w=u+ jov=q¢- j yazilabilir. ¢ ve
potansiyel ve aki fonksiyonlarim gostermektedir. z —diizlemindeki kom-
pleks potansiyel ise P(z)—w(z) olacaktir. w—diizlemindeki egpotansiyel
cizgiler ve alan ¢izgileri dik paralel dogrulardir. z—diizlemindeki espo-
tansiyel ¢izgileri ve alan ¢izgilerini z—=z(w) yardimiyle kolayca ¢izebiliriz.

Sayet w—diizlemindeki problemi ¢6zmek igin bir transformasyon
daha yapmak gerekirse yeni diizlemi ¢ ile ve bu diizlemdeki kompleks
potansiyeli P({) ile gostererek w— ve z— diizlemlerindeki kompleks
potansiyeller icin .

Plw) =Pl(w)] ,  P(z)=Plw(z)]=P{luw(2)]} (178)

yazilabilir.

Potansiyel problemlerini transforme ederken genel olarak simir gart-
larmi da transforme etmek gerekir. Bazi sinir gartlan transformasyonda
degigsmezler. Meseld potansiyelin z - diizleminde bir simr egrisi boyun-
ca aldig deger w—diizlemindeki simir egrisi boyunca aldign degerin ay-
nidir.,
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w— ve z—diizlemlerindeki kompleks alan siddetleri icin

E,z_(E) g.zﬂ("&_'f"_)z_ dP E)
dw : dz | dgy dz
yazlabileceginden

E=E|S2 (179)

bulunur. Béylece iki kompleks diizlemdeki alan siddetleri arasindaki
oranin tasvir modiiliine esit oldugu anlasihr. w—diizleminde alan iini-
formsa E,=1 olacaktir. z—>w—>{ transformasyonu igin

E =_(£:d_§d+w)
: d{ dw dz

olacagn kolayca gériilebilir. P({)= icin dP/d¢{=1 olur.

z— ve w—diizlemlerinde hacim elemanlarindaki enerjiler birim uzun-
luk igin

AW, = i~ ¢ E2 ds, ds, , d'fw',:;— ¢ B, du'de

™)

olacaktir. Diger taraftan ds,ds,=|z'(w)|?dudo oldugu gézdniine alimirsa
(179) yardimiyle dW,=dW, bulunur. Béylece iki diizlemdeki enerji-
lerin ayni olacag: anlasihir.

Birim uzunluk igin iki diizlemde ds, ve dv elemanlarindan gecen
akilar

dy,=eEds, , di, =¢E,dv

olacagindan ds,=|z'(w) dv oldugunu gézéniine alarak (179) yardimiyle
dy,=d{, bulunur. Elektrodlarin yuzeylerindeki yikler igin dQ, = dQ.
olacaktir. Bununla beraber yiizey yogunluklan

@, _do.

de, <. Y7 de

T2

olacagindan

d:’ =0,|w(z)| (180)

Oy =0
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bulunur. Bu sonucu (179) yardimiyle dogrudan dogruya da gérebilirdik.
Iki diizlemdeki kapasiteler igin

D= G C=_0

Uy — Uy M — Uy

yazilabileceginden Q. = Q, oldugunu g6zoniine alarak C,=C, bu-
lunur,

Asagidaki incelemelerde orijinal sistemin z—diizleminde bulundugu
farzedilecek ve w —diizlemi (ransformasyon igin kullamlacaktir.

Konform tasvirde onemli olan diger bir husus boyut problemidir.
Zira tasvirde rastlanan degerler boyutsuz sayilardir. z diizlemindeki bi-
rim taksimatin @ (cm) ve w—diizlemindeki birim taksimatin A(volt) de-
gerlerine tekabiil ettigi farzedilirse gercek degerleri + ile isaretliyerek
z*=az(x*=ax, y*=ay) ve w*=Aw(u*=Au , v*=Av) yazlabilir. Keza

A

E*=<=E, V*=A), C*=C

olacagn kolayca gdriilebilir.

Her hangi bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kismlarimin rolleri-
ni degistirerek iki alan gekli elde edilebilir. Yukaridaki sonuglar u yu
potansiyel olarak almak suretiyle elde edilmistir. Bu sonuglan degigir-
memek yani # nun potansiyeli ve v nin aki fonksiyonunu goéstemekte
devam etmesini istersek {=jw=-—wv{-ju seklinde bir ara tasvir yapmak
gerekir. Bu suretle w—diizlemi pozitif yénde 90° dénmiis olacagindan
u ile v nin rolleri degigmis olur.

38. Basit tasvir fonksiyonlari ve tatbikat:.

Asagida bazi tasvir fonksiyonlar1 ve tatbikati gozden gegirilmistir.
a) w=az+b tasviri.

Bu lineer tasvir fonksiyonunda a sabiti bir dénme ile bir homotesiye
ve b sabiti ise bir kaymaya tekabiil eder. Mesela pozitif reel eksen yé-
niindeki £, iiniform alaminin kompleks potansiyeli w=—FE;z seklinde
ifade edilebilir.
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b) w= —:— tasviri.

w=re’ 0 ve z=pe’ . koyarak r=1/p ve 0=—¢ bulunur. Bu, birim
daireye gére bir kompleks enversiyondur. Reel ve imajiner kisimlan
ayirarak
x cos ¢ y _ _sing

L T Ve 'ty e

bulunur. a=sab. ve v=sab. i¢in merkezleri reel ve imajiner eksenler
iistiinde bulunan ve hepsi orijinden gecen daireler elde edilir. Dairele-
rin denklemleri .

R . T4
s o= () #Hor &) = ()

seklinde yazlabilir.
Ters tasvir z=1/w dir. w=u+jv koyarak

—DAPRL G S
it - 22l A
bulunur ve u ile v yi elimine ederek yine ayni daire denklemleri elde
edilir. Sek. 186 da w=1/z tasviri gériilmektedir.

u?+o?

4 7
e
We 1/2 2
-
o i
v
“, 4
Sek. 186

u ya potansiyel goziiyle bakilirsa

B Jate: £
i 2ne z
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orijindeki ¢izgisel dipoliin ‘kompleks potansiyelini gosterir. m, birim
uzunluk igin dipol momentini gostermektedir.

w=1/z vasitasiyle 2—diizlemindeki birim daire w—diizlemindeki bi-
rim daireye tasvir edilir. Sek. 187 de yekdigerine tekabiil eden bolge=
ler goriilmektedir.

®

Sek. 187

Genel olarak bu fonksiyon vasitasiyle z—diizleminde orijinden geg-
miyen dairelerin ve dogrularin w—diizleminde dairelere ve orijinden
gegenlerin ise dogrulara tasvir edilecegi kolayca gosterilebilir. z—diiz-
lemindeki daire ve dogrularin denklemi genel olarak

a(x*++y?)+b x+cy+d=0
seklindedir. Bu denklem =0 igin dogruyu ve a=<0 i¢in daireyi goste-

rir. d=0 icin daire ve dogrular orijinden gecerler. B=(b-+ja)/2 koya-
rak denklem

azz+Bz+Bz+4+d=0
sekline sokulabilir. Bu ifadede z=1/w koyarak
dww+Bw+ Bw+a=0

bulunur. Bu ise d=<0 igin w—diizlemindeki daireleri ve d=0 igin dog-
rulan gosterir. _
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Bu tasvir fonksiyonundan faydalanarak teget veya ortogonal silin-
dirler i¢in potansiyel problemleri kolayca ¢ézillebilir. Mesela sek. 188
de gérillen ve sifir potansiyelinde tutulan iki ortogonal silindirle para-
lel dniform ¢izgisel yiikiin potansiyel problemi w = 1/z yardimiyle

¥,
-4
P '@ e
A U’Wf @
U 1/ay
U1ty
/) weilh
/ A
o 4 X B= l}’l\( 20 o fl =
Ve -1/ |
i
Sek. 188

w—diizlemine transforme edilerek ¢ok daha basit bir probleme irca edi-
lir. Silindirlerin caplan d, ve d, ile gosterilirse u=1/d, ve v=—1/ds
bulunur. z=jd noktasindaki ¢izgisel yiikk w—diizleminde w=1/jd=—j/d
noktasina transforme edilir. Béylece z—diizlemindeki problem w—diiz-
leminde ortogonal iki diizlem kargisindaki gizgisel yiik problemine irca
edilmistir. w—dizlemindeki problem ise imajlar yardimiyle kolayca ¢6-
zillebilir. Sayet cizgisel yiikiin ¢ok kiigik yarigaph bir tel seklinde ol-
dugu farzedilirse sistemin kapasitesi de kolayca hesaplanabilir. Telin
yarigap: ¢ ile ve tasvirinin yarigap: & ile gosterilirse ¢ok kiigik uzun-
luklar icin cari olan baginti yardimiyle

b=plw'(2)—ia =

bulunur. w—dizlemindeki telin ¢5 potansiyeli, kenarlari a=2/d, ve
b=2(d—d,)/dd, olan dikdértgenin kégselerinde bulunan dért ¢izgisel yii-
kiin potansiyellerini birlestirerek bulunur. Bu yiiklerden ikisi A ve di-
ger ikisi —\ dir. z—diizlemindeki orijinal telin ¢, potansiyeline esit
olan bu deger hesaplanirsa

G M " abd?
o g

ve birim uzukluktaki kapasite icin
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3y Wi 2me
€=, T _abd
pV a*+b*
elde edilir.
__ aztb W
c) . g tasviri.

Bu tasvire bilineer tasvir denilir. Bélme islemi yapilirsa

2l B

bulunur (A=a/c, B=A4/c?, A=bc—ad, C=d/c). c=<0 ve A=:0 olmahdir,
Bu ifadeye gére tasvir dort kademede elde edilebilir:

L;=2z+C (kayma), {;=1/%, (kompleks enversiyon), {3=B%, (homo-
tesi ve dénme), w—A+7, (kayma).

Bu tasvirde z— diizlemindeki her noktaya w—diizleminde yalmz bir
nokta tekabill eder. z—=—d/c noktasina w=—c noktas: tekabiil eder.
Tasvir bir degerlidir. Keza

dw—b
T —cw-a

ters tasviri de bir degerlidir. Yani w—diizlemindeki her noktaya z—diiz-
leminde yalmz bir nokta tekabiil eder. w=a/c noktasina z= noktas
tekabiil eder. Bu sonucu w=w(z) ifadesinde z=< koyarak da gérebi-
liriz. Bdylece bilineer tasvirin birebir oldugu anlagihr.

w=w(z) ifadesinde pay ve paydayr meseld ¢ ye bdlerek

_ az+B
Y= ey

yazilabileceginden (a=a/c , B=b/c, y=d/c) bilineer fonksiyon ii¢ bagim-
siz parametre ihtiva eder. Bu sebeple bu parametieleri z—diizlemindeki
tic nokta, w—diizlemindeki {i¢ noktaya tekabiil edecek sekilde tayin et-
mek kabil olur. Miitekabil noktalart (zy,z5,23) ve (wy,w,w,) ile gostere-
rek hesaplar yapilirsa

v S W MO SO 2 R

W— Wy Wy — W Z—2Zy Z;—2;
bulunur.

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 21



322

Sabitler reel oldugu takdirde
Ay
= (ex+dy + (ey)?

olacagindan A>0 i¢in z—diizleminin st yarnisimin (y>0) w—dizlemi-
nin st yansina {v>0) tasvir edilecegi anlagilir.
z —diizlemindeki a yarigaph daire igindeki bdlgenin w—diizleminin
iist yansina tasviri
P ¢ e

w="a+z

fonksiyonu vasitasiyle yapilir, Zira

@ —(x*+y?)
@@y +?

U =

oldugundan x*4y?=a? igin v>0 olur. Dairenin g¢evresi w—diizleminin
reel eksenine tasvir edilir, Sek. 189 da yekdigerine tekabiil eden bél-
ge ve noktalar gdrilmektedir.

Jt | @ Jo | ®

B R
—ao = C 1:8 L/:__ﬁ‘*”
-1 o

Sek. 189

d) w=2? tasviri.

Tasvir bir degerlidir, 1m=:re"rB ve z = pe i koyarak r=p? ve 0=2¢
elde edilir. z—diizleminin iist yarisi biitiin w—diizlemine tasvir edilir.
z—diizleminin alt yansindaki noktalarin tasvirleri iist yarisindaki nok-
talarin tasvirleri ile st liste geleceginden bir w degerine iki z degeri

tekabiil eder. z=Vw ters tasviri w—dizleminde iki degerlidir. Yani bir
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w degerine iki z degeri tekabil eder. Tasviri birebir yapmak igin w—
diizlemi iist iiste konmus iki yapraktan ibaret farzedilir. z— diizleminin
list yanisindaki noktalar alttaki yapraga ve alt yanisindaki noktalar ise
listteki yapraga tasvir edilir. Yapraklar pozitif reel eksen boyunca kesi-
lip, kesilen kenarlarni ¢aprazlama olarak yapigtirmak suretiyle iki yaprak
arasindaki sireklilik saglanir. w—diizleminde iist iiste gelen noktalardan
biri alttaki yaprakta ve digeri {istteki yaprakta bulunur. lki yaprakh
dizleme Riemann yiizeyi adi1 verilir,

u=x’—y* ve v—=2xy oldugundan u=sab. ve v=sab. i¢in ortogonal
hiperboller elde edilir. Sek. 190 da w— diizleminin iist yanisimin z—diiz-
lemindeki ilk dortde bir boélmeye tasviri gérilmektedir. Ortogonal iki

® @

Jy )
“ “f u‘a L ULep
Uz04 us o2
V3 e cZ Uy
iR ,0z0
o ‘;;a X zz‘/; U, o L{z w
Sek. 190

levha kargisindaki paralel ¢izgisel yilk problemi bu tasvirden faydala-
narak kolayca ¢o6ziilebilir. Zira z—diizlemindeki v=0 sinir yiizeyleri w—2z*
tasviri vasitasiyle w— diizleminde v=0 sonsuz diizlemine transforme edi-
lir. Boylece problem w—diizleminde sonsuz levha karsisindaki paralel
gizgisel yiik problemine irca olunur. Keza iki hiperbolik silindir arasin-
daki veya 90° lik bir kose ile bir hiperbolik silindir arasindaki alan bu
tasvirle elde edilir (v ye potansiyel goziiyle bakarak).

e) w=\z tasviri.

Tasvir z—diizleminde iki degerlidir. Yani bir z degerine iki w de-
geri tekabiil eder. Tasviri birebir yapmak icin (z=wn? ters tasviri bir
degerlidir) iki yaprakh z-dizlemi kullamlir. @ diizleminin st yarisi bi-
rinci yapraga ve alt yans: ikinci yapraga tasvir edilir.

x=u’—v* ve y=2uv oldugundan u ve v yi elimine ederek

P=4d(@—x) , y'=4v(v*+x)
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denklemleri bulunur. u=sab. ve v=sab. i¢in odaklan orijinde bulunan
ortogonal paraboller elde edilir, sek. 191. lki parabolik silindir arasin-
daki veya bir yari sonsuz dizlemle parabolik silindir arasindaki alan
bu tasvirle elde edilebilir. Keza bir yar sonsuz diizlem kargisindaki
cizgisel yilk problemi bu tasvirden faydalanarak bir sonsuz diizlem
karsisindaki ¢izgisel yik problemine irca olunur,

J-
LU =0
va
W=VE i
—— 1‘,50._
;—w,z i 0 U, e
Sek. 191

f) w=z" tasviri (n pozitif tam say1).

Bu tasvir w—diizleminde n degerlidir (z="/w). 8=n¢ oldugundan
z—diizlemindeki ¢ tepe agihi sektér w—diizleminde n¢ tepe agih sek-
tore tasvir edilir. =2x/n sektérii ise biitiin «v— diizlemine tasvir edilir. Tas-

viri birebir yapmak icin n yaprakli w—diizlemi kullanilir. z="/w degerleri

z=n\/r(cos O-+2%kn .o ﬁ+n2k1':)

n
seklinde hesaplanir (0=0=2r, k=0,1,2,...,n—1).
g) w=ln z tasviri.

w=In p+j( ¢ +2kx) oldugundan tasvir z—diizleminde sonsuz deger-
lidir (0=¢ =2r, £=0,1,2,...). k=0 igin w=Inp-+j¢ ye esas deger
denilir, z—diizlemi w - diizleminde 2= genisligindeki yatay seride tasvir-
edilir, gek. 192. Tasviri birebir yapmak i¢in sonsuz yaprakh z— diiz-
lemi kullamlir. Her yaprak bir yatay seride tekabiil eder. Bir yaprak-
la galigmak istenirse 0=¢ =2xn smrlan arasinda kalmak igin pozitif re-
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el eksen boyunca bir baraj diizlemi koymahdir. Bu barajin iist kenan
v=0 degerine ve alt kenari ise v=2n degerine tekabiil eder. Ters fonk-
siyon z=e" periyodiktir ve periyodu 2rj dir.

s ® . @
— A | &
__________ av
|2
m vio f_:.f" %
— u, o Wy «
ZaW
Sma 3/ 77
Sek. 192

u=Inp ve v=¢ oldugundan u—sab. igin ortak merkezli daireler
ve v=sab. igin yar1 sonsuz dogrular elde edilir, sek. 192,

u ya potansiyel gdziiyle bakilirsa bu tasvir fonksiyonu yardimiyle
ortak eksenli iki dairesel silindir arasindaki alan elde edilir. u;=Ing,
ve u;=lInp, oldugunu gézdniine alarak birim uzunluktaki kapasite igin

=  0—2x 2me 27
C=¢ e = +
Ingy—lnp, ;&2 4,00
P pr*

bulunur. p,*=a ve p,*=5, silindirlerin gergek yarigaplandur.
Orijindeki iniform gizgisel kaynagmn potansiyeli igin

A
p=u=— -51? ll'l P+k

yazilabilir. Béylece kompleks potansiyelin

Inz+K

w=-—

27e

seklinde gosterilebilecegi anlagiir. K, reel kismi k ya esit olan bir kom-
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pleks sabiti gostermektedir. Sayet z=z, igin w=0 segilirse K= 23““ In z,

olur.

Cizgisel yik her hangi bir z, noktasinda bulundugu takdirde komp-
leks potansiyel

In(z—z))+K

W —
2me

olacakhir.

Zy,2Z9y.y2Za NOktalarinda bulunan Ay, Ay,...,h gizgisel kaynaklarinin
kompleks potansiyeli icin siiperpozisyonla

g e 1 Z)\.ln(z W

bulunur. Mesela z; ve z, noktalarindaki A ve —A yiikleri igin

7‘. 21

w= — In + K
27e z— 2z,
bulunur. Potansiyel fonksiyonu
u(xg)=— —5-—1In | 2L +k=——L1 ——+k
: 2me z— 2z

olacaktir. R; ve R,, potansiyelin hesaplandigi z noktasinin z; ve z; den
uzakhigini gdstermektedir.

Simdi baz1 potansiyel problemlerini w=ln z tasvirinden faydalanarak
¢ozelim,

Sek. 193 de gériilen levhalarin potansiyel fonksiyonunu bulalim.
Levhalar arasinda z—ekseni boyunca sonsuz ince bir aralik bulundugu
farzedilmektedir. w—=Inz yardimiyle z —diizleminin iist yans1 w— diizle-
minde = genisligindeki yatay seride tasvir edilir. Bu suretle z—diizle-
mindeki problem w - diizleminde ¢, ve o, potansiyellerindeki iki sonsuz
paralel levha problemine irca edilmigtir. Paralel levhalar arasindaki {ini-
form alamin potansiyeli igin ¢ =Av+ B yaznlabileceginden kompleks
potansiyel

Plw)=—jAw+B
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seklindedir. Smir sartlari yardimiyle (v = = i¢in $ =0, ve v = 0 igin
b=,)

. ®
J’J ® Juor
f. 1aé. Ky -
e sab, w_-f: | o
N ,_t L — = 4 o £
¥ ¥ ¥ X %
Sek. 193

Pw)=—j 2 vt
bulunur. w=Inz koyarak z—diizlemindeki kompleks potansiyel igin
Pe)=—j 2P Inz+

elde edilir. Potansiyel ve aki fonksiyonlan

—_— ¢-—o
Qo= (Pl“q)! ¢)+CP;. ‘b:_ l“':p! Inp

dir (qbzarctg-‘%- , p=\x+g). Egpotansiyel cizgiler ¢ =sab. yan

sonsuz dogrularindan ve alan gizgileri ise p—=sab. yarim dairelerinden iba-
rettir

Sek. 194 de goriilen silindirin st yansi topraklanmig olup alt ya-
nsinin potansiyeli @, dir. Yanm silindirler arasinda A ve C noktalarin-
da z—ekseni boyunca sonsuz ince araliklar vardir. Sistemin kompleks
potansiyelini, yani silindir icindeki potansiyel ve aki fonksiyonlarini
bulalim. Birim daireyi

1=z

e

yardimiyle w —diizleminin iist yansina tasvir edebiliriz. w—diizleminde-
ki ¢bzlim
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J# | @® Jo @

%o 8
. =8
//‘ : " 12
£ A —

¥=¥, 'r;-o

=
]
0
o
W

Sek, 194
olacagindan
. 1= . 1—
== 2115 == TniTE 4 3

bulunur. Reel ve imajiner kisimlari ayirarak potansiyel ve aki fonksi-
yonlarn igin
1—z

1+ 2

=S yag ot or -
SR =" Mg =" » Wxg)ye—:i

elde edilir. Egpotansiyel cizgilerin denklemi
2 2 km _ e
X tytr2yty % =1 [o(xy)=k]

seklinde olup A ve C noktalarindan gegen daire yaylanm gdsterir.
k=0y/2 igin y=0 olacagnndan AC dogrusu 9=g¢,/2 egpotansiyel ¢izgisi-
dir. Alan ¢izgilerinin denklemi (x,y)=c yazarak bulunur ve merkez-
leri reel eksen iistinde bulunan daire yaylan elde edilir. BD dogrusu
da bir alan gizgisidir. '

Simdi

z—1

w = In
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tasviri vasitasiyle ¢dzilebilen bazi problemleri gdzden gegirelim. Daha
dnce de goriildiigii gibi bu fonksiyon yardimiyle z=—1 ve z=+1 nok-
talarindaki —2re ve 2me gizgisel yiiklerinin alam elde edilir.

Ters fonksiyon igin

Y ide o W w

= — 1---'::',tl'l 3
veya

e dt

z_.e""—-1-+“l

elde edilir. w—>z tasviri gu sirayla yapilabilir : §;==e", C=6—1, &=1/Ca
z=2%;+1. Sek. 195 de w—>z tasviri goriilmektedir. Ara tasvirler gizil-
memigtir,

4|

Sek. 195

¢ —diizleminde £=0 diizlemi ile intibak eden sifir potansiyelindeki
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levha kargisina ve £ =a noktasina ) cizgisel yiikii getirildigine gore
kompleks potansiyel icin imaj yardimiyle

{—a

P(Q)=— In(¢+-a)y=— —Q%Ing .

In(¢—a)+

27e 2ne
bulunur, Simdi bir {={(z) fonksiyonu vasitasiyle {— dizlemindeki
imajiner eksenin z—dizlemindeki C egrisine transforme ediidigini far-
zedelim. Bu esnada &;=a noktasi da z=z, noktasina tasvir edllecek
yani a={(z,) olacaktir. Béylece

ok o U)K )
P = = e T

fonksiyonu z — diizleminde C egrisi kargisina ve z=z, noktasina getirilen
cizgisel yiik probleminin ¢6ziimiini verecektir.

Alan siddeti igin

E= -—=Chu—cosv

1
T
bulunur.

w—diizleminde u,,0,u,,u; gibi dort u degerini g6zoniine alarak 2=
genigligindeki cesitli dikdortgenleri z—diizlemine tasvir ederek agagida-
ki potansiyel alanlar1 elde edilir :

w,=u=u, igin igice iki silindir arasindaki alan elde edilir ve birim
uzunluk igin kapasite
B 27e

Uy — Uy

olur (vy=0,v,=2x).

0=u=u, i¢in sonsuz diizlem ile paralel silindir arasindaki alan el-
de edilir ve

D
i
dir.
u,=u=u, i¢in iki paralel silindir arasindaki alan elde edilir ve

27e
u: _u1

C=

dir.
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z=z(w) de reel ve imajiner kisimlar1 ayirarak

A ot sin ©
~—Cha—cose’ Y= TChu—cosv

bulunur. u ve v elimine edilerek

ok ;
(x — Cth u)*+y*= Sh 7y
2+ (y—ctgo) = pres

denklemleri elde edilir. Bu denklemler, merkezleri reel ve imajiner ek-
sen istiinde bulunan daireleri gosterirler. u=sab. daireleri u>0 igin
sagda ve u<0 igin solda bulunurlar. u=0 igin x=0 olacagindan daire-
ler imajiner eksene dejenere olurlar. u=+ 0 igin x=-+1, y=0 ve
u=—9 igin x= -1, y=0 olur. v=sab. daireleri x=1 noktalarin-
dan gegerler. v nin degisme smn 0=v=2x dir. v=0,n, 2% igin y=0
olur ve v=sab, daireleri v== i¢in —1 ile 41 arasindaki dogruya ve
v=0 ve 2= i¢in —1 noktasimin solundaki ve +1 noktasinin sagindaki
yar1 sonsuz dogrulara dejenere olurlar.

Tasvir fonksiyonu

z=¢ E::-l‘—-—*c Cth ;—u

e"+1

seklinde alinirsa =1 noktalarinin yerine ¢ noktalar: gelir ve mesela
u=sab. dairelerinin denklemi

fon R s ey [ -
(x — ¢ Cth u) 'y_(Shu)

sekline girer.

Simdi yarigaplan ve eksenleri arasindaki uzaklik verilen iki paralel
silindir arasindaki kapasiteyi hesaplayalim. Silindirlerin yaraplan igin

= ol =
g Sh oy '’ S 'Sh u,|
ve d uzakhg igin
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d=c|Cth u,| + c |Cth u
yazilabilir. Bu denklemler yardimiyle

d?—R— Ry
Ch (lt'—u’)z -—-———-—-—-——-—-2 RIIR' 3

bulunacag'mdan birim uzunluktaki kapasite igin
D 2ne
g i R
2R, R,

formiilii elde edilir.
g
h) B ;—-(w-!- :—:”-) tasviri.

pozitif bir sabiti gostermektedir. w=r ej ? koyarak

1 z 1 %)
xzi—(r+:—) cos 0 =a cos 0  9=75 (r —c;)smﬁ bsin @

bulunur. » ve 8 y1 elimine ederek

x2 2 x! 2

a® j"b R 2 'sfizﬁ' L

denklemleri elde edilir. Birinci denkleme gére w—diizlemindeki r=sab.
daireleri z —diizleminde yar1 eksenleri @ ve b olan ortak odakh elipsle-
re ve ikinci denkleme gore 0=sab doZrulann ortak odakh elipslere ve
ikinci denkleme gére 0 =sab. dogrulari ortak odakh hiperbollere tasvir
edilir, sek. 196. Elipslerin ve hiperbollerin odaklari z=xc¢ noktalarin-
dadir. w—diizleminde yaricapi ¢ olan daire igin x=c cos 0, y=:0 olaca-
gindan bu daire odaklari birlestiren dogruya tasvir edilir. Odaklar ara-
sindaki dogruya dejenere olmus bir elips géziiyle bakilabilir.

“Ters fonksiyon
w=z+ \/z'—c?
oldugundan bir z degerine iki w degeri tekabiil eder. Tasvir z— diiz-

leminde iki degerlidir ve birebir tasvir igin iki yaprakh z—diizlemi
kullanmak gerekir. w—diizlemindeki r=¢ dairesi digindaki noktalar bii-
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rz
¥
c1
z-zi(-w.'.v.J
s W re0 g0
> O% i
./

3T/,

Sek. 196

tiin z—diizlemine tasvir edilir. r—¢ dairesinin igindeki noktalar ise ikin-
ci Riemann yapragna tasvir edilir. Bu sebeple r=c dairesine baraj go-
zityle bakalabilir.

2— diizlemindeki iki eliptik silindir arasindaki alam veya 2c genig-
ligindeki levha ile bir eliptik silindir arasindaki alani bu tasvir yardi-
miyle indeleyebiliriz. Ornek olarak iki eliptik silindirin birim uzunluk
igin kapasitesini bulalim. Yan eksenleri ayb, ve ayb, olan elipsler ry,r;
yarigaph dairelerin tasvirleri oldugundan

dir. Her hangi bir elips igin a* — 32 —¢? dir ve meselda A noktas: igin
yazilan

denklemi yardimiyle r = a + Val—c*=a+b bulunur. r>c oldugundan
kare kok icin pozitif igaret almmistr. Boylece kapasite igin

B
ay +_b:
n ay + b'l

C=-
1

elde edilir.
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i) z=Chw. z=Shw, z=cosw, z=sinw tasvirleri.
t=e" koyarak z = Ch w igin

z:Chw—_»%—(Z—i-%-‘J

yazilabilir. Bu tasvir yukarnida incelenmistir (c=1). {=e" yardimiyle
w— diizlemindeki yatay serit {— diizlemine tasvir edilir. {—z tasviri
yardimiyle de z—diizlemindeki elipsler ve hiperboller elde edilir. Odaklar
z—=+1 noktalarindadir. » = 0 i¢in birinci yaprak ve u=0 igin ikinci
yaprak kullanihr.

z=0; Ch;:E tasviri de benzer sekilde incelenir. ¢; ve ¢, reel sabitle-

2

ri gostermektedir. {=e"/*2 koyarak

7= -;—I(C > -2—)

yazilabilir ve tasvir w—>{—>z seklinde elde edilir.
Reel ve imajiner kisimlari ayirarak

L4

u v u
x=¢ Ch—cos — , y=¢,; Sh—sin
c Cy Cy

1 Ca

bulunur. Elipslerin yan eksenleri
a=uc; G -, b=c; Sh—
Gy Ca

ve yari odak uzakhg c¢=¢, dir. u, ve u, potansiyellerindeki iki eliptik
silindir arasindaki gerilim igin

a;+b,
a;+b,

U=u;—u;=c, In

bulunur. Pozitif reel eksen iistinde v=v;=0 ve pozitif imajiner eksen
iistinde v=w,=c¢,7/2 olacagindan birim uzunluktaki yiik i¢in Q=—2 nec,
bulunur. Buradan birim uzunluktaki kapasite igin daha &nce bulunan
formiil gikanhr,

Alan siddeti igin
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€

P A—
iy O v
\/ a? sin® — + b* cos’ —
2

Cq

elde edilir. v=0 igin E=Eau—C¢y/b ve o=cyn/2 igin E=Enn=c)/a ola-
cagn kolayca goriilebilir. ¢; yi silindirler arasindaki potansiyel farki
yardimiyle hesaplayabiliriz. -

2= Sh w fonksiyonunda {=e" koyarak

S

bulunur. t=Re/* koyarak

x:%(R — jle}cosa ' yz-%ﬂ(R -1'~-}Q)sina.

elde edilir. {—diizlemindeki birim daire z—==j noktalan arasindaki dii-
sey dogruya tasvir edilir. u=0 yanm sgeridinin tasviri sek. 197 de go-
riilmektedir. 2=0 igin diger Riemann yapragi kullamhr.

e ©

Jy ®@
s e 2m &
” L J
2= Srhw
Usd —- ”
o “‘ U.’, u
Sek. 197

z—cos w fonksiyonunda %,=jw koyarak
z—=cosw=Chjw=Ch{

ve §= et koyarak
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yazilabilir ve w—>{;—{,~>z tasviri yapilir. w— diizleminde 2r genisli-
gindeki u=0 diigey seridi birinci z yapragina ve u=0 digey seridi ise
ikinci z yapragina tasvir edilir. Reel ve imajiner kisumlar1 ayirarak

x=cosuChov , y=—sinuShv

bulunur, u=sab. igin hiperboller ve v =sab. i¢in elipsler elde edilir.
Elipslerin ve hiperbollerin odaklar aynidir.
z=sinw fonksiyonuz = — j Sh jw geklinde yazilabilir. {;= jw ve
Z,,zc;‘ koyarak
BT e T i(c —— —1:. h
7 2 3 gz)

bulunur. Tasvir w—{;—{,~>z sirasina gére yapilir. Reel ve imajiner ki-
simlani ayirarak

x=sinuChv , y=cosuShwv

bulunur. u=sab. i¢in hiperboller ve v=sab. igin elipsler elde edilir.
Odaklar aynidir

j)z=tgw, z=ctgw , z=Thw , z=Cthw tasvirleri.

z =tgw fonksiyonu

. eiv—1
= R
3 : : v G—1 2
sekline sokulabilir ve §,=2jw , Y;=eb, , L= ' z =—j4

tasvirleri yapilr.

z=ctg w=1/tg w tasviri {=tgw ve z=1/C seklinde elde edilebi-
lir. i

z=Thw fonksiyonu w=j¥, koyarak z=jtg{, sekline sokulabi-
lir ve sonug &, =tg ¥, tasvirini j ile carparak elde edillir.

z= Cthw fonksiyonu w=j¥, koyarak z=jctg{, sekline girer ve
sonu¢ &, =ctg ¢, tasvirini j ile carparak bulunur,
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39. Unicursal egriler.

Bir iletkenin simir egrisinin x=x(p) , y==y(p) geklinde yani bir p
parametresine baglh olarak ifade edilebildigi farzedilirse egrinin komp-
leks denklemi

z(p)=x(p) + jy (p)

olur. Bu denklemde p yerine —jw=—v—ju koyarak
2(w) = x(—jw) + j y(—jw) (181)

bulunur. Sayet u=0 alimirsa son denklem

z(v) =x(v) +J y(v)

sekline girer. Bu ise simir egrisinin parametrik denklemidir ve aradaki
fark p yerine v gelmesinden ibarettir. Boylece parametrik olarak ifade
edilebilen (unicursal) egri bir u=0 simir egrisi igin kompleks potansiyelin
dogrudan dogruya bulunabilecegi anlagilir. Zira z(w) fonksiyonunun
tersi z—diizlemindeki w(z) kompleks potansiyelini verecektir.

Sinir egrisinin denklemi poler koordinatlar cinsinden p=¢(p), p=4¢(p)
seklinde ifade edilirse

2w)=p(— je)d ® L) (182)

olacagn kolayca goriilebilir,

Bu metod yalmz parametrik olarak ifade edilebilen egrilere (unicur-
sal egriler) tatbik edildiginden kullanma alam g¢ok dardir. Asagida ba-
z1 ornekler gozden gegirilmistir.

Yarigapi a olan iletken silindirin parametrik denklemleri x=a cos ¢,
y==a sin ¢ oldugundan

z(w)=a cos (—jw)+ja sin (—juw)=ae"
ve kompleks potansiyel igin

—tn 2
w(z)=In -

bulunur, x=ae® cos v, y=ae" sin v oldugundan egpotansiyel cizgilerin
denklemi x?+y’=a’* olur.

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 22
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Yan eksenleri a,b olan eliptik silindirin parametrik denklemleri
x—=a cos p , y=b sin p oldugundan

z(w)=a cos (—jw)+j b sin (—jw)
veya b/a=Tha koyarak
z (w) = Va*—54? Ch (w+a)
bulunur. Kompleks potansiyel

2 S 2

w(z) =Ch! Ja—p =

dir. Reel ve imajiner kisimlari ayirip v yi elimine ederek egpotansiyel
gizgilerin denklemini gdsteren

x Cha 3+ y Sh o ’_1
a Ch (u+ a) bSh(u+a) |

bulunur. u = sab. igin elipsler elde edilir.
40. Schwarz—Christoffel tasviri.

Schwarz—Christoffel tasvir fonksiyonu vasitasiyle z—diizlemindeki
bir poligonun i¢i w—diizleminin {ist yarisina ve poligonun simiri ise
u—eksenine tasvir edilir. Bu 6nemli tasvir fonksiyonu

T Y2

d — — 14 Tn = — e
—Z=A(w—u,) w—u) T...(w—u,) "‘=AH(w—u..) T (183)

dw r=l

denklemini integre ederek bulunur. Bu ifadede A bir kompleks sabiti,
Y. ler poligonun dig agilarim ve u, ler ise u—ekseni iistiindeki noktala-
r1 gosterir, sek. 198. Poligonun z, noktalarina tekabiil eden u, noktala-
r igin w,—y>u,>u,,, dir. Poligonun yénii tasvir edilecek olan bdlge
solda kalacak sekildedir. vy, agilar1 poligon ydniinde ilerlerken rastlanan
yon degismelerini gosterir. u, noktasinda =>v,>0 icin bir kdse ve
Y,<0 igin bir dirsek vardir, sek. 199. v.=m= icin kése sonsuza gider ve
Y.=—= igin dirsek sonsuz ince olur, sek. 200. Sonsuzdaki noktaya iki



339

J¢

H

el

au

Ur  Uptr -

Sek. 198
6] ®
L A
Y,
z, 5>
\
Koge Dirsek

Sek. 199

i

paralel dogrunun kesigme noktasi géziyle bakilabilir. [ >

gt  © ®
/\4*-0 ///,-///4/{
% ; ; /: Z /{
&3y T -7
Cey »
Sek. 200

Poligonun simirimin z—eksenine tasvir edilecegini goylece gorebiliriz:
dz/dw nin argiiman

arg (%): arg A— Y“l arg (w—u) —...— 7; arg (w—u,)



340

dir. dw=du igin arg (dz/dw)=¢ olacaktir. Bu ise du elemamnin tas-
viri olan dz nin pozitif reel eksenle yaphg aqidir, sek. 198. Sayet w
reelse ve u. ile u,., noktalan arasinda bulunuyorsa (w — ay)yeees(w — u,)
faktorleri hep pozitif reel sayilar olacagindan argiimanlan sifirdir. Bu-
na karsihk negatif reel sayilar olan (w — u,q),...,(w — u,) faktdrlerinin
argiimanlan = ye esit olur. Béylece dz nin argiimam igin

d.=arg A—(Yrs1+ ... + 7o)

bulunur. z, ile z., arasindaki dz elemanlar pozitif reel eksenle ¢, agi-
si yapan poligon kenarim meydana getirirler. Benzer gekilde z.., ile
Z.yo arasindaki kenar icin

¢>r+| - ﬂrS'A'—(‘rrﬂ'i'-.- “I“Yn)

agist bulunur. Bu iki dogru arasindaki aqi ¢ ,.,—¢,=y, dir. Bu suret-
le poligonun iki kenar elde edilmis olur. Diger kenarlar benzer sekil-
de elde edilir.

Alan siddetinin bir kosede sifir ve bir dirsekte sonsuz olacagim
gozoniine alarak tasvir edilen bélgeye gére dig agilarin dogiu tarafta
alindigim kolayca gérebiliriz. Gergekten E=1/|z'(w)| oldugundan v,>0
i¢in E—>o ve v,<0 igin -0 degerini alir.

(183) denklemini integre ederek z(w) igin

z=A fﬁ(w - u,)—

o p=}

r

"dw+ B (184)

42

bulunur. 4 ve B nin nasil tayin edilecegi érnekler incelenirken goriile-
cektir. Homotesiye ve donmeye tekabiil eden A4 sabiti poligonun z—diiz-
lemindeki durumunu ve kenar boyutlarini tayin eder. Kaymaya tekabiil
eden B sabiti ise poligonun kése ve direseklerinden birinin yerini tes-
bit eder. Schwarz integrali

w n i¥e
z:AfH(w-—t'z) T dw + B
sy \‘“U{\

seklinde yazilirsa w=0 igin z=58 olur.

Schwarz— Christoffel tasvir fonksiyonunu aragtirirken asagidaki nok-
talar gézéniinde tutulur:
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a) z—diizlemindeki dirsek ve kdselerin sirasi u—ekseni istiinde-
ki noktalann sirasina uymahdir. Bu sira tasvir edilecek bolge solda ka-
lacak sekilde yapilan ilerlemeye (ok yonii) gére tesbit edilir.

b) Dis agilar icin pozitif yon saat yéniiniin tersidir.

¢) Sayet v, dig agilan yerine a. i¢ agilar1 alinirsa

Ot Y =T (185)
oldugundan (183) denklemi
ar
n —“— = 1
4 = Al &= (186)
r=

sekline girerer.
d) u, noktalarindan ii¢ii gelisi giizel segilebilir. Ancak bu noktala-

n segerken integralin kolay kesaplanabilen tiplere benzemesine g¢ahsilir.
Sayet noktalardan biri sonsuzda secilirse bu noktaya tekabiil eden fak-
tér integralde bulunmaz.

e) Dis agilarin cebrik toplami 2= dir. Bundan agilarin dogru ah-
nip alinmadigim kontrol etmek icin faydalamlir.

f) Sayet w—diizlemindeki u, noktasi z—diizlemindeki y,=7 kose-
sine tekabiil ederse parale! dogrular arasindaki uzaklik

Tr

r L
Dy=—j=A n (up—u,) =—j= [(w—upl ® -&—-] (187)
W |w=up
rp

olur, sek. 201. u== o noktasi y,== kogesine tekabiil ettigi takdirde

3; Ew(“p =o)

(188)
olur.
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Yukandaki formiilleri géylece ¢ikarabiliriz. z—diizleminde paralel
dogrularin arasindaki uzaklik
2
D= [dz =2z —z
g
dir. Diger taraftan bu integrasyon w —diizleminde w=u, tekil noktas:

etrafinda gizilen kii¢iik bir yanim daire boyunca integrasyona tekakiil
eder. u, ye ¢ok yakin olan noktalar i¢in w—u,~u,—u, yazlabilecegin-

den (r=kp) w—u,=Re’ 6koymak (dew= jReIedG) ve integrasyon simrlarimn
% ve 0 oldugunu géz6niine almak suretiyle

_Ir 0
Dy=AJl —u) T [id0
refp -

yazilabilir (v,=x=). Integral hesaplanirsa (187) formiilii elde edilir. dz/dw

t e [
yi —]n(w—u,)Y"ﬂ ile carpip w=u, koyarak ayni sonucun bulunacag
kolayca gériilebilir.

(188) formiilii de benzer gekilde ¢ikarihr. w—diizlemindeki integras-
yon up;=zx o noktalarimi birlegtiren ¢ok biiyiik yarigaph bir daire bo-

yunca yapilir. Sonsuzdaki u, ye ¢ok yakin noktalar i¢in wﬁn,mReie
alinabileceginden (R—)

™
D=4 [ (ReP) iR a9 =jr4
G

bulunur. ZY.:Qn oldugundan ve (w u,) /% faktéri integralde bulun-

r
madigindan islerin toplami —1 dir.

Sayet y,#n ise (183) diferansiyel denklemini integre ederek birin-
ci ve ikinci hal igin
LA T
z=A4 H (up—uy) Tl5./(1;?13 ) T jRe db : (a)
refp
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Ma
7=A f (Re %) "/ \Rei%p ()

yazlabilir. Integraller hesaplanirsa

< %)
z = =, I ) ; H (up—u;) ?‘% ei("] RJB+ B -, (e
% r=p
i U s A ] Y Y
el ¢ e

bulunur. (¢) denklemi —==y,<= simrlan arasindaki her hangi bir v,
aqis1 i¢in merkezi z=z,—B de bulunan daireyi gosterir ve R—0 igin
daire kaybolur. w—diizleminde 0 agis1 0 ile = arasinda degigince z —z,
nin argiiman: 0 ile = —y,—a, arasinda degisir. y,=-= igin (a) integ-
rali yardimiyle

.
z'—‘:[ H(u,—-u,) = ]jﬁ—+~B (e)
refp

bulunur. Bu ise poligon yéniine z, den nce ve sonra dik olan bir dog-
rudur. z,” de 8== ve z,” de ise =0 oldugundan D,=z,"—z," yardimiy-
le (187) bulunur.

(d) denklemi —n=vy,<= simrlan arasindaki her hangi bir y agisi
icin merkezi z=2,=8 de bulunan bir daireyi gosterir ve R—oo igin
daire kaybolur. w—dizleminde 0 agisi = ile 0 arasinda degigince z—z,
nin argiimani —(w -v,) ile 0 arasinda degisir. v,—-+= igin (4) integra-
li yardimiyle

z=Aj0+B ()
bulunur. Bu denklem poligon yéniine z, den 6nce ve sonra dik olan

bir dogruyu gosterir, Bu sefer z,” de 0=0 ve z,' de ise 0== olacagin-
dan D,=z,"—z," yardimiyle (188) bulunur.
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g) u. degerlerinden iigii gelisi giizel secilebildiginden ve sabitlerin
sayist n+2 oldugundan (4,8 sabitleri ve n tane u, degeri) tasvir fonk-
siyonunu bulmak i¢in (n+42)—3=n—1 bagimsiz denkleme ihtiyag var-
dir. Bu denklemler yekdigerine tekabiil eden noktalardan faydalamlarak
elde edilir.

41. Schwarz—Christoffel tasvirinin tatbikati.

Asagnda cesitli poligon tipleri icin tasvir fonksiyonlan ve teknik
tatbikati gozden gegirilmistir.

1 — Bir agil poligonlar.

n=1 icin integrasyonla

%4
nA L
T — (w—u) + B
%

bulunur. u;=0 ve B=0 ahnirsa
ay

z=Cw*®
yazlabilir. z=0 noktasi w=0 noktasmna tekabiil eder. C nin reel oldu-
gu kabul edilirse “z—diizlemindeki sektér w~—diizleminin iist yarisina

tasvir edilir, gek. 202. Sek. 203 de a;=7/2,37/2,2n i¢in poligonlar ve
tasvir fonksiyonlari gériilmektedir.

@
WAHE L 2
SR

e T2 (¥s=T2) ®ew I (W e-72) olpe 2M( X5 ==M)
de Cvw FeCwi2 ZalCw?

Sek. 203
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Bu tasvir yardimiyle cesitli potansiyel problemleri kolayca ¢oziile-
bilir. w—diizlemindeki sonsuz levhamin iniform alam z—diizlemine
transforme edilerek yiiklenmis bir kégenin, bir dirsegin veya bir yan
sonsuz levhanin alami elde edilebilir. Keza farkli potansiyellerdeki iki
yar1 sonsuz levhamin alam da w—diizleminde izleri pozitif ve nega-
tif reel eksenlere intibak eden iki yarn sonsuz levhanin alamm
z— diizlemine transforme ederek bulunabilir. Bir kdse veya dir-
sek ile paralel uniform ¢izgisel yik problemi de w— diizlemin-
de imaj yardimiyle c¢ozilerek z— diizlemine transforme edilebilir.
Ornek olmak iizere gsek. 204 de ¢, potansiyelindeki yarn son-
suz levhalar arasina getirilen paralel c¢izgisel yik problemini

A ¥
v, 1
w=(2/c) \
— - £ |
Ll A e

A |

-2 $ wo

Sek. 204

¢ozelim. Sistem w:(z,fC)n/a‘vasntasiyle z—diizlemine transforme edile-
rek problem ¢, potansiyelindeki sonsuzlevha kargisina getirilen ¢izgisel

yik problemine irca edilir. Cizgisel kaynak w—diizleminde u:oz(z',/C)“/u'

noktasindadir. w—diizlemindeki problem imaj yardimiyle ¢ozilerek
kompleks potansiyel igin

Pla) == ln 2= 4 g,

bulunur. z—diizlemindeki kompleks potansiyel ise

Y n/ay__ m/ay

z
A e 2me lnzﬂ/a, -(Z—)‘I’t/a|+ b
—(2o

olacaktir. Reel ve imajiner kismmlan ayirarak potansiyel ve aki fonksi-
yonlan bulunur.
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2— Sifir agih poligon.
o, =0(y,=mn) i¢in u,==0 ve B=0 alarak

z=A [d—w:Aln w
2 w

bulunur. 4 nin reel oldugunu kabul edelim. w=1 igin z=—o dir.

w::relekoyarak 0=0 igin x=A4In r, y=0 ve 0=n i¢in x=A Inr, y=n4
elde edilir. Boylece w—diizlemindeki pozitif reel eksenin z—diizleminin
reel eksenine ve negatif reel eksenin y=nA olan yatay dogruya teka-
biil ettigi anlagilir, sek. 205. w—diizleminin {ist yarisi z—diizleminde
nA genigligindeki yatay seride tasvir edilir,

@

Ue ~o0

Jo ;I ) Jy L
. (i

[#¢- 1)

3 L IR
wpp, — g,
I u +f

Sek. 205

Sifir potansiyelindeki iki paralel levha arasina getirilen ¢izgisel yik
problemi bu tasvir vasitasiyle kolayca coézilebilir, sek. 206. a—=nA4 ol-

" ; A =
dugundan A—=a/n bulunur. z—diizlemindeki sistem w=e i vasitasiyle
74| 2 5) " @
VPP ///Ai’/,f o 9
a wese T 8
5 a1 I ;
’//,///,5///'/‘]“; A3 7 ;23//‘0//////,-]////;7,“
b

Sek. 206

w—diizlemine transforme edilerek sonsuz levha karsisindaki gizgisel kay-
nak problemi elde edilir. w—dizlemindeki kompleks potansiyel

a2 w—w,
P(w)"_‘_JQ:n:a In 1;—-;00 +P0
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dir. Py 1 bulmak igin P(+1)=0 koyarak P,—

om In (—wy) ve

Pl e Ny W0

2nre  1—ww,

bulunur. Bu ifadede w:eﬂz}a ve wo:em“faz J xhia koyarak z—diiz-
lemindeki kompleks potansiyel i¢in

N nz/a ej‘rrb/a

— e =
P(z)=— e In T Ty

bulunur. Hiperbolik fonksiyonlardan faydalanarak

o

z b
arc tg (Th 5q €3, )

P(z)=—j

TE

yazilabilir. Sayet levhalar arasina ayrica bir U gerilimi tatbik edilirse
yukaridaki kompleks potansiyele bu gerilim tarafindan meydana getiri-
lecek olan iniform alamin kompleks potansiyelini eklemek icap eder.
Uniform alamin kompleks potansiyeli '

Py(z)=—j —&U—' z

dir.
3 — Paralel kenarlh poligonlar.

Asagida paralel levhalardan meydana gelen bazi énemli tertiplerin
tasvir fonksiyonlar1 ve tatbikati gézden gegirilmigtir.

llk é6nce sonsuz ve yar1 sonsuz iki paralel levhanin tasvir fonksi-
yonunu bulalim. Tertip sek. 207 de goriilmektedir. n>1 oldugu vakit
tasvir fonksiyonunu arastirirken bir cetvel hazirlamak elveriglidir.
u—==%9, u;=—1, u3=0 segerek hazirlanan cetvel agagda verilmistir.
u, degerlerini segerken su hususlar gézéniinde tutulmugtur: 1 noktasinda
11/ =2 en yitksek deger oldugundan u;= + = segerek integrali sadeles-
tirmek digiinilmiistiir. 3 noktasinda y;=n dir ve sonsuzda bir kdésge



5l 0R)
X% -m ® ©
3’ : o
T IR . ] :
l ior S T . Lo
= 7] ¥ i =~ - ,0\-2 - g
3}-7! % 9’2
Sek. 207
| z—diizlemi ¥ 1 2 3
| S Fe : K ———
‘ o 1" —oofjg | *otid ¥ = ]
e | 2% — || T [
Tn"‘“ ‘ 2 -1 | 1
| |
R e R 3 5
1" —oo .

vardir. Bu kdse iki espotansiyel cizgiyi, yani iistteki ve alttaki levha-
lara tekabiil eden ¢izgileri, aywdigindan u,—0 secerek w—diizleminde
standart bir problem tipi elde edilmistir (orijinde ayrilan yari sonsuz
levhalar). 2 dirsegi 1 ile 3 arasinda bulundugundan u,——1 secilmisgtir.
Béylece

dz = g2t

dw w
denklemini integre ederek

z=A(w + Inw) + B

bulunur. 3 noktas: igin (187) formiilii yardimiyle Dy=—jx A=—id ya-
zar%k A=d/= elde edilir. 2 noktas: icin yazilan

e bid= g[—z 3% (-1)] +B
denklemi yardimiyle de



B:-.rg + i
k11

bulunur. B nin degeri x; ye baghdir ve xy=—d/n alimirsa B=0 olur.
Tasvir fonksiyonu

z:‘—i(m%—lnm)

sekline girer.

Bu tasvir yardimiyle paralel levhali kondansatériin kagak alammi ya-
ni kenar tesirini inceleyebiliriz, sek, 208. Kondansatériin i¢ taraflarinda
alan tniformdur ve E;=U/d dir, Senarlara yaklagilinca iiniformluk bo-

4
ol N

Jy
£>5 [
=" i
U

Sek. 208

zularak kenar tesiri kendini gdsterir. Kenar tesirini hesaplamak igin
sistemdeki simetriyi g6zoniine alarak yalmz bir levha ile simetri diizle-
mi arasindaki alam incelemek kafidir. Bu sureele sek. 207 deki tip el-

de edilir. Simetri diizleminin potansiyeli qa.:-%- (9; + @) dir.

@y =—@,=U/2 alinirsa ¢,=0 olur.

Ustteki levha w—diizleminde negatif reel eksene ve simetri diizlemi
pozitif reel eksene transforme edileceginden w—diizlemindeki kompleks
potansiyel i¢in daha once gorildigi gibi

P(w)z—j-%lnw

yazilabilir. z—diizlemindeki kompleks potansiyeli bulmak igin w=w(z)
ifadesini gikarmak gerekir. Fakat ekseriya oldugu gibi burada da w yi
z cinsinden ifade edemeyiz. Bununla beraber z(w) yi reel ve imajiner
kisimlara ayiwrarak bulunan



x=-:—(rc059+lnr) A y=§—(ﬁ+rslnﬁ)

ifadelerl yardimiyle egpotansiyel cizgileri ve alan ¢izgilerini ¢izebiliriz.

P(w) yi Schwarz tasviri yardimiyle bulmak i¢in w— diizleminin iist yaris:
{ = In w yardimiyle {—diizleminde = genigligindeki yatay seride tasvir
edilir, gek. 209. {—diizlemindeki paralel levhalarin Gniform alam igin
kompleks potansiyel

PO=—) 48

olacaktir Bu ifadede { = In w koyarak P(w) denklemi bulunur.

w=e" oldugundan

®

7 %¥ ®
g |, 3
3
7
Ly s%éz//?
B 7 T S ks
Sek. 209
z=-;—i-(8§+ﬁ)

yazlabilir. Reel ve imajiner kisimlara ayirarak
ol _d .
i E(E+e€ cos 'q) g P= ;(Tﬁ-eﬁ sin 1]) ,

bulunur. n=sab. igin & yi —oco ile + oo arasinda degistirerek espotan-
siyel gizgileri ve E=sab. i¢in n y1 sifirla = arasinda degistirerek alan
cizgilerini cizebiliriz, gek. 210.

Kompleks alan giddeti igin
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Sek. 210

w1 1+4eb

(T E =i
= dw / dw

bulunur. Alan giddetinin mutlak degeri ise

£y

i Eﬂ ED
T |lwt1]

E —
|1+ et V14e¥k+2ek cosn

dir. Simetri diizleminde 1=0 oldugundan

= Lo
E=11a

olacaktir. £— ekseni simetri diizlemine tekabiil ettiginden kenara dogru
yaklagtikga £ biiyiiyecek ve dolayisiyle alan zayiflayacaktir. Ustteki
levha i¢in n=n= oldugundan

. Eo
= 1—ek
bulunur. 2 dirsegine dogru yaklagildizi takdirde & negatif degerler ala-
rak kiiciileceginden e% terimi gittikge biyir ve dolayisiyle alan giddeti
yiikselir. E=0 igin yani 2 dirseginde E—>eco olur. Alanin dirsek civa-
rinda gok yiiksek degerler almasi izolasyon maddelerinin delinme de-
neyleri igin mahzurludur. Bu mahzuru énlemek igin dizlem bigimindeki
elektiod yerine, uygun bir egpotansiyel yiizeyle intibak eden bir iletke-
ni elektrod olarak kullanmak diigiiniilmiigliir. Bu espotansiyel yiizey us-
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tiindeki noktalarda alan giddetinin £, iiniform alaninin iistiine gtkmama-
s1 gerekir. Simdi bu espotansiyel ¢izgiyi bulahm. Her hangi bir n=sab.
cizgisi iistiinde alan giddeti 9£/9E parsiyel tirevini sifir yapan § degeri
i¢in maksimum olacagindan

e54-cos =0
denklemi elde edilir. Bu denklemi £ ye gére ¢ozerek
E=In (—cos 1)

bulunur. Negatif sayilarin logaritmasi olmadigindan ancak n>m/2 gar-
timi saglayan egpotansiyel c¢izgiler iistiinde alan siddeti maksimum deger
alabilecektir. Sek. 210 da n=ny=m/2 sinir ¢gizgisi kesik ¢izgi ile belirtil-
migtir. n=n, igin

T%Y

e 14-e%

olacagindan £ sabiti —o ile 4 arasinda degisince £ alam sifirla £,
arasinda degisir ve hi¢ bir noktada E, dan yiiksek olan bir degere ¢ik-
maz. & espotansiyel yiizeyine intibak eden elektroda Rogowski elek-
trodu adi verilir.

Sek. 211 de goriilen iki yar1 sonsuz paralel levha igin uy = £ o,
uy——1, uy—0 secerek asagdaki cetvel hazirlanir.

z—i:lt'izlemi1 1 2 3 4
1 —o T 3 —oco+jd b
Ll —eiia | H |y
¥e - 3= —= ® —_%
Yo/ 3 —1 1 | —1
= - | el S ——
u, e -1 3; 0 T
1" —o 38

4 noktasi 3" ile 1" arasinda bulundugundan >0 dir. 4—1" yoniinii
1"—2 yoniine getirmek igin 3= aqs1 kadar donmek gerektiginden v,;=3=
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alinmigtir. ZiraZ2rn kadar dénme ayni yonii verecektir. w—diizleminde

Mg <

' SR Q,__ 2
3! \ \-._:_v
D, d »
7—— S s O
1"ye % ¢, S
ges Men o %2
Sek. 211

yalmz ii¢ nokta secilebildiginden 4 noktas! igin u,=<7 alinmgtr ve bu
deger tayin edilecektir. Tasvir fonksiyonu icin

dz
=

yardimiyle

2

(wt1) (w—73)
w

e
z=A|l+— +(1—7w—<hw| + B

bulunur. 4,B ve = y1 bulmak igin iic denkleme ihtiyag vardir. Bir denk-
lem 3 noktas: icin (187) yardimiyle ve diger iki denklem de yekdigeri-
ne tekabiil eden z, w, ve z, w, noktalarindan faydalanarak yazilir,

Boylece
cansE.
Dy=—jnA H (us—u) T =jmA=—jd .
r=k3
zg=jd=A [«%-— —(1-—-.)—}11:] + B ﬂ:'" j,?./._
7T

2
z,=b=A l% +(1—=)r—<ln ‘r] +B //

bulunur. Birinci denklemden A=-—d/7:‘t§cig edilir. Bunu son iki denk-
lemde yerine koyarak diger sabitler bulunur. Son iki denklem yardimiy-

le © y1 bulmaya yarayan

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 23
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ale

S LY A
1:--In.+-§—('r 1)

denklemi bulunur. Bu denklem ancak grafik veya niimerik bir metod
yardimiyle cozilebilir,

Levhalarin potansiyelleri ¢, ve ¢, ile gosterilirse w—diizlemindeki
kompleks potansiyel igin

P(w)=—] ‘E}_:;_f_?z Inw + o,

bulunur. Kompleks alan giddeti ise

EZ— P1—@; . 1
AR ey e

olacaktir. 2 ve 4 dirseklerinde w,—=—1 ye w,—t oldugundan alan sid-
deti sonsuz olur.
Sek. 212 de goriilen paralel levhalar igin uy—==+ o0 , yy——1 , uy—0
secerek yazilan
dz __A(w+l)(w—'t)
dw — w?

denklemini integre ederek

zzA[w+'—:‘;+(1-r) In w]-i— B

Y | -7 A'ye U
= Y Y | ®
r
7 ”
TR O P L
L o x L N3 7,

] 2 [~ —_— — T
; 5| Yevy=or v M
N, e X

3 “.

Sek. 212
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bulunur. A,B,= sabitleri 2 ve 4 noktalan icin yazilan denklemler, yardi-
miyle hesaplanir.

Sek. 213 de goriilen tertip i¢in a;—=am=a ve by=b,—=0 oldugundan
hesaplar yapihirsa A=a/2, B=0, ==1 bulunur. Tasvir fonksiyonu

a 1
z—--2—(w+-;)

dir. Levhalarin potansiyellerini ¢, ve @, ile gostererek w—diizleminde-

Jy | @
" > Y4 % ¢
VAL 54 2 4 sl &
- i— 0 ‘——‘—-3-‘ X
3 - O -ate O
Sek. 213

ki kompleks potansiyel igin

L=
P(w) =—]| %—:‘-"— Inw+o,
bulunur. z=2(w) denkleminden
2
w=—+ V(i) —1
a a

bulunur. Bu denklemde z=0 koyarak w=+] elde edilir. z=0 noktas:-
nin tasviri w—diizleminin st yansinda bulunacagindan kare kék igin
+ igaretini alarak z— diizlemindeki kompleks potansiyel i¢in

Plz)=—j 22 Ch-'= + 4,

yazlabilir. Bu ifadede z=x+a koyarak simr sartlarimin saglandigim ko-
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layca gérebiliriz. Egpotansiyel ¢izgiler ortak odakli elipslerden ve alan
cizgileri ayni odakh hiperbollerden ibarettir.

Alan siddetinin mutlak degeri hesaplanirsa

— 1
E — P2— P
= NA—a

bulunur. z=xaq i¢in £~ olur. Alan siddeti reel eksen boyunca

E=— P2— O 1
1': |\/ s

seklinde degisir ve orijinde £=U/ra degerini alr (U=o,—9¢,). Bu ise,
levhalarinin uzakhifn a olan paralel levhali kondansatérde ayni gerilim
altinda elde edilen alandan = defa kiigiiktiir.

Sek. 214 de goriilen iki sonsuz ve bir yan sonsuz levha sistemin-
de yy==o , uw,—=—1, uy=0 secerek

T+1
Ck— é—ln ____(w—-‘r)___+3
T w

bulunur. (187) ve (188) formiilleri yardimiyle D,=jrA=—jb ve
L

Tr

Dy=—ixA Tl tn-n) “=-B=p
r==3 )
. ® @
JY| :
4n Jor )
b 3

nl
DN
&
*
=
2
iin
(*Y
Q -
«
&
.
(3 B

Sek. 214
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yazarak A=—b/x , <=b/c bulunur. D=—(Dy+Ds) oldugundan 4 nok-
tasi igin yamlacak denklem bagimsiz degildir. B yi bulmak igin 2 nok-
tasindan faydalanarak
n_———
c

19

B=ib+

elde edilir. Eger b=c almirsa tasvir fonksiyonu

o B o=l L at % g
X w b4

olur.
Sek. 215 de goriilen iki yar1 sonsuz Ve bir sonsuz levha sisteminde

u=0, ay=+1, u==x secerek
dz _ , (w—p)(w—q)

dw w(w—1)?

- 2 4 | & wif 0 4—l # 7
it 1 ~p
J"
Jye s |"—‘1"'"‘
Sek. 215

diferansiyel denklemi elde edilir. Tasvir fonksiyonunda p ve ¢ gibi iki
parametre vardir. Dy=—ix Apg=— b ve Ds=irA=jb ifadeleri yardi~
miyle A=b/x ve pg=1 bulunur. Diferansiyel denklemi integre ederek

bulunur. B, p, q degerleri 2 ve 4 noktalan icin yazilan

z7=—(a+ib) = g—[ln p— 2_'?('_{;*1_‘!)_]+B ;
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14

zi=a—ijb=—> [In q— '-%%Tﬂ]w

denklemleri yardimiyle hesaplanir. w-diizlemindeki kompleks potansi-
yel

Plw)=—i ~— Inw +¢,

oldugundan kompleks alan giddeti icin

g AL =) o

bulunur. z—diizlemindeki negatif imajiner eksen w—diizleminde r =1

yangapli yarim daireye tasvir edilir. £ ifadesinde w:e”B koyarak si-
metri ekseni iistiindeki degerler elde edilir. Mesela 8== i¢in (M noktas:)
y=0 olacagindan bu noktada

dir. Ey=(p,—,)/b, aralarindaki uzaklik & olan levhalar arasindaki iini-
form alandir. Béylece bir paralel levhali kondansatorde levhalardan bi-
rinin iki pargaya ayrilmas: halinde M noktasinda alanin iiniform alandan
zayif olacag anlasihir.

Sek. 216 ve sek. 217 dgki tertiplerin tasvir fonksiyonlar1 da benzer
sekilde bulunur. Bu sistemlerde bilinmiyen parametre sayisi tigtiir.
Sek. 216 da uy=*+ , wy=—1, us=+1 segerek

y o ® P

1" 2_3 L A
—— e -
-1 u
er-.PJ
I
R 37

%% % %2 L2
Sek. 216
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JY | ® g ®
e 2 !
t 4 3 P 2 3 2 6 e
F7] 6 X -1 o4 ; 17}
ﬂ A Jt g&“ l-—lp--;-Q*-i .
y 31 Ju 5-' 6 -j" ‘-——v———’!" ‘____’: = e
% % ¥
Sek. 217
de w'—1

do =A@t No—pa—9)
ve gek. 217 de uy==+o , uy=—1, u~—0 segerek

dz _ jwlwtp) (w—7)
dw (w+1) (w—q)

diferansiyel denklemi elde edilir. Levhalara cesitli potansiyeller tatbik
ederek w—diizleminde hepsi ayni diizlemde bulunan (x—z diizlemi) ge-
sitli potansiyelde olan levhalar elde edilir. w—diizleminde kompleks po-
tansiyelin nasil hesaplanacag: bir az sonra goriilecektir.

4—Dik a¢ihi poligonlar.
Sek. 218 de gériilen tertipte (sonsuz diizlem karsisinda 90° lik dir-
sek) u;=0 , u,=+1, us—==oo segerek yazilan

de_ . \,"’u_i—l_
&= A
diferansiyel denklemini integre ederek

z=2A (Vw—1 —arc tg\Vw—1)+B

bulunur. 1 noktas: igin D;=xAd=a olacagindan A=qa/= dir. z, ve w,
nokta cifti yardimiyle de B=a bulunacagindan tasvir fonksiyonu

z 2%(\/w -1-—arc tg\/w—l )-i— a
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seklini alir. w —diizlemindeki kompleks potansiyel

Plw)=—j2=% jn g 4 g
oldugundan
E=9%—% 1

a JVi—w

bulunur, w—>0 igin yani 1 noktasina yaklaginca £ =(¢1—9)/a buluna-
cagindan i¢ tarafta alamin tiniform olacag: anlagilir.

JI @ jd

3 @
-7 3 ye
\ : ’ Tk 37 2 3
s ¢ e ] TR "<
4% N 3
- T ‘ff ‘,2
¢V Dy -:%
7

Sek. 218

Sek. 219 da simetriden dolay: yalmz simetri diizlemi ile bir dirsek
arasindaki alami inceleyebiliriz. Simetri ¢izgisi bir alan cizgisidir.

g ®

9::0

% U7 Fpz=U/2
ol ST x

AR

WA

i

Sek. 219
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Sek. 220 de goriilen tertip (yan sonsuz levha kargisindaki dirsek) igin
=100, uy=—1, uy=0 secerek

Vw+l +1) + B

v
g b n\/w+1 -1

bulunur. 3 noktas: igin Dy=jrtA=ja yazarak A=a/az ve 2 noktasi
icin z,=0, w,——1 oldugunu g6zoniine alarak B=ja bulunur. Tasvir
fonksiyonu

Veot+l +1

al2 r——=
e S N o
E n('r Vet S Tl =t

Jri
dir. 4 noktas: igin yazilan denklem yardimiyle © y1 bulmaya yarayan

i:‘[:_g—J-t_'_l +ln_.._...—u1-*—1__|.1
a T =+1-—1

denklemi elde edilir.

| . @
e G- 3‘”:;2 e |
st | 15 |
@ |pz 1" 2 & 4
% gl s ars --l "a
0 TR X e
Hk % —] . T AT
% %

Sek. 220

Sek. 221 de goriilen iki dik aqil yatay serit igin uy=x o0, u=—1,
03=+1 seq.erek
z=A Ch~'w+B

bulunur. 1 noktasi yardimiyle A=2a/m ve 3 noktasi yardimiyle B=0
bulunur. w=Ch(xrz/a) du.
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JY @ @
2 1% Jor
_ - T 1’\ w
T2 4 D, 15
0 la, 4, X ‘f’ —g 3 £ 4
- i -1 0 *d v

Sek. 221
Sek. 222 deki diigey serit igin #y=x oo, uy=—b, uy=b segerek

z=j A arc sin —? + B

bulunur. 1 noktas yardimiyle 4 = — j2a/% ve 2 noktas: yardimiyle
B =0 elde edileceginden tasvir fonksiyonu

Jy
4‘ I ‘ ’ @ JU‘ @
E———— |
O]
——ta—y 17 2 3 7°
P + -
= W 2 ! 3 -b 0 5-: u
2%/2 2 $ 4
Sek. 222

v TR
w = b sin =——

2a
dir.

Sek. 223 de goriilen basamak bigimindeki tertip igin wy==o ,
w=—1, wuy=-+41 secerek
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79 | ; s |
~T/2 7 ye 4’
Z;': 27 E
o 1 a n 1!
1.7 /2 Sons i i_ 2 - 3 it
v 0 X -1 o +1 o

Sek, 223

z — A(Vw*—1—Ch3'w)+B

bulunur. 2 ve 3 noktalan yardimiyle A=a/n ve B=ja elde edilir. Tas-

zZ —

vir fonksiyonu
%\/w"’—-l — Ch~'w)+ja

dir.
Sek. 224 deki tertip igin uy=*~ , w=0, u;=+1 segerek

® Jo

74 |

o 7' 25 -3 -k
x o 1 u
— T —

Sek. 224
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Tt /e Vi1, Vicw+ VE=Dw ]
z=—2jA [arc sin \/?- + 5 In Ve e + B

bulunur. 1,2 ve 3 noktalan yardimiyle A=—jb/x , B=0 ve

2
=1 -} ';:T
elde edilir. Tasvir fonksiyonu
&g LT
2 : w a \/1 il Ve
z= —— b|[ arc sin ————5 . =In —
: ep g B oy
B 14 5 =3 Yw

dir. w—diizlemindeki kompleks potansiyel
Plw)=—j &;—‘*’3— In (w—1) + o,

olacaktir. Buradan kompleks alan siddeti icin

F=—ton (i /o)

bulunur, 4 noktasinda w=+ oldugundan alan siddetinin £— o (dirsek)
ve 2 noktasinda w=0 oldugundan £-0 (kdge) degerini aldign gériil-

mektedir.
Sek. 225 deki tertip igin uy% oo | =0, uy=+1 segerek

©

Sek. 225

g
- SR e, SRR
o +1 «
-~ T —
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zzA[Ch_,li’w——(-:-H) 1_ Ch-! {1+l)w—21]+ B
v—1 Vp 1)

bulunur. 1,2 ve 4 noktalan yardimiyle A=—b/x , B=jb ve t=b%/a?
elde edilir,

Sek. 226 daki tertip igin uy=:eo , u,:-—l u,=0 segerek
A [(t+1)Th""R+('r—1) R +yh ]_,_B( R—-\/""H)

bulunur. 2,3 ve 4 noktalar1 yardimiyle A_—b/1 Vr, B=0ve a+b=
a(t+1)/2y~ denklemi bulunur. Bu denklemi = ya goére g¢ozerek

Jy ® Jo ®
7 J::” 2
b T
. ’_‘ i
il
4‘!
L bl P 90 Y, N A 1’
v, 0 x i |"-'f _cll «
Sek. 226

t=2k? — 1 + 2k Vk?—1 elde edilir (k=1+b/a). =>1 oldugundan kare kék
igin 4 igareti ahnmgtir. Levha kalinhg ihmal edilemeyen kondansator-
de kenar tesirini incelemek icin bu tasvirden faydalamiwr.

Sek. 227 deki tertip igin uy=+o , u;=0, u=+1 secerek

dz _ 4 V(w+p) (w—1)
dw w(w—q)
q

diferansiyel denklemi elde edilir. y=x olan i{i¢ kége bulundugundan
integrasyonu yapmadan A,p,q sabitlerini bulabiliriz.

Sek. 228 de simetriyi gozdniine alarak meseld yalmz alt taraftaki
bélgeyi inceleyebiliriz. uy= 1. ug=x =, us=—1 segerek

dz _ , Viw+p) (w—g)
dw w?—1
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Sek. 228

diferansiyel denklemi elde edilir. A, p, q degerlerini integrasyon yapma-
dan bulabiliriz. w—diizlemindeki kompleks potansiyel

P

Plw)y=—j 2= Ch-1g4q,

dir. 5—1 ¢izgisi (z—diizlemindeki simetri ¢izgisi) bir alan cizgisidir,
Kompleks alan siddeti
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¢ _!i?;:%_[ _____E”_:l___.]
b (w+p) (w—q) .

dir. Bu tasvirden elektron optiginde faydalamhr.
§ — fikiden fazla dik agqih poligonlar (eliptik integraller).
Her dik aq1 dz/dw ifadesine bir kare kokiin girmesine sebep oldu-

gundan w—diizleminin Gst yansini z—diizlemindeki dikdértgenin igine
tasvir eden fonksiyon -

w

dw
| e — + B
& bf \/ (w—ﬂt) (w"‘“z) (w—us) (w—uy

seklinde olacaktir. Simetriyi gbzoniine alarak uy=—1/k, u,= —1, u=+1,
u,~1/k alinirsa

w
ne dw
Sk E[ TG

elde edilir, sek. 229. Integral, birinci nevi bir eliptik integraldir. (Le-
gendre standart tipi). Eliptik integral F(k,w) seklinde gosterildiginden

@ ®
W P J'u'“
/ ¥

Jé

1

b

4P ”
1

L L £
51:/-2.— D e et | 2} -1 E
0 3 X oL %
| Y —> = WY

R
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z=k AF (k,w)+B

bulunur. F(k,w) degerleri reel w degerleri icin cetvellenmistir. z;—z,—a
yazarak A—a/2k/F(k,1) bulunur. F(%k,1)=K{(k), birinci nevi komple elip-
tik integrali gosterir. zg—=kAF(k,1)-+B yardimiyle B=a/2 bulunur. Tas-
vir fonksiyonu

a
=5 K(k) Flkw)+ 5-

dir. z,—z,—jb den faydalanarak

a K& _ Kk
2%~ KkWi—k) K&

yazilabilir. K(k) ve K'(k), k¥ modiiliiniin fonksiyonu olarak hesaplanabi-
leceginden K/K'=f(k) egrisini ¢izerek verilen bir kenar oram igin mo-
dili bulmak kabil olur. F(k,0)=0 oldugundan w=0 i¢in z==a/2 bulu-
nur. Ust kenarin ortasi w==c noktasina tekabiil eder. Sayet B = 0
almirsa dikdortgenin disey kenarlari1 z= +a/2 noktalarinda bulunur.
Eliptik integralin hesab: icin literatiire miiracaat tavsiye edilir.

z—diizleminde diigey kenarlar arasindaki tniform alanmin kompleks
potansiyeli

P@)=-""N 7+ ¢

dir. Yatay kenarlar alan ¢izgilerini gosterir. w—diizlemindeki seritlerin
kompleks potansiyeli ise

+ 9,

01T
Flk,w) + i

Plw) =

2K(k)

olacaktir. Cizgilerin rolleri degistirilirse w—diizleminde ayni potansiyel-
de tutulan iki yari sonsuz levha arasindaki seridin alam elde edilir.
z—diizlemindeki kompleks potansiyel

Pley=—] Y5 5 4 o,
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Dikdértgenin smir1 boyunca her hangi bir potansiyel dagihsinda
problemi ¢6zmek icin dikdortgen yukaridaki fonksiyon vasitasiyle w—
diizleminin iist yarisina tasvir edilir. Sayet w—diizlemindeki problem bi-
linen standart tiplerden birine uyuyorsa ¢ozim kolayca bulunur. Eger
w=diizlemindeki problem standart tiplere uymuyorsa bunu saglamak
icin yeni bir tasvir veya gerekirse tasvirler yapihr.! Siphesiz z—dizle-
mindeki her hangi bir problemi arka arkaya yapilan tasvirlerle bir iini-
form alana kadar gétirmek kabildir.

Sek. 230 daki sistemde, simetriyi go6zonine alarak yalmz sagdaki
bélgeyi inceleyebiliriz. Tasvir fonksiyonu

JS" % @
bt b Jovq ©
v
¢ L L L—-‘ff'c—"“ﬂk
A% e
Sek. 230

__. l ‘/1 k! —-‘—:~£(k,w)+B

seklindedir. E(k,w), ;kmc: nevi standart eliptik integrali (Legendre tipi)
gostermektedir. 4,B ve k degerleri yukandakine benzer sekilde bulu-

nur. Simetri diizleminin potansiyeli @,=(p,+9,)/2 dir. w - diizlemindeki
kompleks potansiyel

P (w) = —j =22 Ch-'urt-q,
standart tipidir.
Elektromagnetik Alan Teorisi F, 24
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Sek. 231 deki sistemde, simetriyi goézoniine alarak, meseld yalmz
soldaki bélgeyi incelersek daha once gek. 224 deki tertip i¢in bulunan
tasvir fonksiyonunu elde ederiz. Ancak burada simetri gizgisinin bir
alan ¢izgisi olmasina karsihk gek. 224 de bu ¢izgi bir egpotansiyel ¢iz-
gidir. w—diizlemindeki kompleks potansiyeli bulmak igin bu diizlemin
iist yanisim {—diizlemindeki diigey seride tasvir edelim. Diferansiyel
denklem

dC N

\/ w (w—l)
seklinde olacagindan tasvir fonksiyonu igin

=A-—

=4 ljz + B

buluruz. 3 noktasi yardimiyle A=—jg,/n ve 2 noktas: yardimiyle B=0
bulunacagindan

= cpo \/w-—l

zg2==—] \/._+1

elde edilir. {—diizlemindeki iiniform alamn kompleks potansiyeli

J, | ® Jvl @ JY | @
- i :
’ 3
3 =% |2 £ 23 4 ¥ 1 %
L 0 X a_:% “@ 0 2 @
“ A ‘ e
Y. ¥, Yoo
b =~
#' 4
Sek. 231
P)=C=o+i}
dir (E=¢, n=4{). {=Y(w) yardimiyle
Vo —1 I"‘U‘Po V P 5 CmU%

Voo +1 YT ™
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yazlabileceginden bunlari z(w) fonksiyonunda yerine koyarak egpotan-
siyel gizgiler (p=sab.) ve alan cizgileri (y=sab.) cizilebilir.

Alan siddetinin mutlak degeri igin Ez=1 oldugunu gozoniine ala-
rak yazlan '

| df/dw |
E-—i dz/dw |
yardimiyle
e T
4 § W pm
bulunur.

Dik ag1 sayisi dordii gegtigi takdirde hipereliptik integraller ile
kargilagilir.

6 — = ve ©/2 den farkh agqih poligonlar.

Sek. 232 de keskin kenarh iki elektrod goriilmektedir. Simetriyi
gozoniine alarak yalmz istteki bolgeyi gozden gegirelim. z—diizleminde
siir egrisinin 2 ile 3 arasindaki kismi bir alan cizgisidir. w = % o=,
u;—0, us=+1 segerek yazilan

94 %, 1

1 4%

Sek. 232
5k k.
dz = ™
a;; :—_ (w > l)
denklemini integre ederek
L e
™ ki3
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bulunur. Bu integral, ikinci nevi Euler integralidir (Beta fonksiyonu),
A sabiti

x

1 — e —
d=2(1)—2(0) = A [w -1 Ydu
0

belirli integrali yardimiyle hesaplanabilir. Bu integral Gamma fonksi-
yonu yardimiyle ifade edilebileceginden

34
Al 3 ™

=24
elde edilir.

w—diizlemindeki kompleks potansiyeli daha &nce sek. 213 deki
tertip i¢in bulunan standart tipe irca edebiliriz. Imajiner ekseni 1/2 ka-
dar kaydirmak ve a yerine 1,2 almak suretiyle

Plw)=—j 2= Ch-'(2w—1)+,

bulunur.

w—diizlemindeki kompleks potansiyeli Schwarz tasvirinden faydala-
narak da bulabiliriz. w—diizlemindeki problem kangik (3. nevi) bir si-
nir degeri problemidir. Zira 2—3 gizgisi bir alan cizgisidir ve bu g¢iz-
gi boyunca siur sarti 39/ n—=0 dir (alan gizgisi boyunca alan siddeti-
nin normal bilegeni sifirdir). w— diizlemi-
nin st yarnistm Z—diizlemindeki digey :
seride transforme ederek problem para- ¥ A ®
lel levhalar arasindaki iiniform alan

problemine irca edilir, sek. 233. Elektrod- #* ¢
lar arasindaki gerilimi U ile gdsterelim. !
w —diizleminde u;=—+ o0, u,=0, us=-1+1
oldugundan
=A== B fes: o
w w—
44 o bl *

denklemini integre ederek
¢=2Aarc sinVw+B Sek. 233
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bulunur. %(1)=U ve %(0)=0 sartlan yardimiyle A=U/x ve B=0 buluna-
cagindan

= 2U arc sin \/ w
x
yazlabilir. w—diizlemindeki kompleks potansiyel
Plw)=Yw)= :’TIU arc sin Vw

dir. a==/2 igin sonsuz levha kargisindaki keskin kenarh elektrod siste-
minin alam elde edilir.

7 — Poligon digimin tasviri.

Poligon digindaki bélgeyi w —diizleminin ist yarisina tasvir etmek
icin poligon yoniinii degistirmek lazimdir. Tasvir fonksiyonu

r

z=.4f ﬁ(w — u,)— I
r=1

dw
P T i gk
dir. wy, z=—co noktasimin tasvirini gostermektedir ve istendigi gibi se-
cilebilir (iist yar: diizlemde). Kapal bir poligonda dig agilarin toplam:
(n+2)= oldugundan v, agilarinin toplam —2=% olur. Poligon digimin tas-
virine érnek olarak ince yarik igin tasvir fonksiyonunu bulahm, sek. 234.
wo=j secerek (189) yardimiyle

jy @ Jo ! @

"w‘..J
ﬁ” 7
(i — ot < Rt 2, 7 .t
= = A2 S Seg S I
o

Sek. 234

e dw - w
z=A j’ (@—1) gy +B=—A L + B
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bulunur. 1 ve 3 noktalann yardimiyle A=—2b , B=0 bulunacagindan

_ 2bw
T 14-w?

elde edilir. Sonsuz ince yarigin, birim uzunlukta A yiikiini tasiyan ince
bir gerit oldugu farzedilirse, alan ¢izgileri sonsuzda son bulacagindan
burada —\ yikiiniin bulundugunu kabul etmek gerekir. Diger taraftan
z=-cc noktasi w,=j noktasina transforme edildiginden bu noktadaki yiik
—) olacaktir, Boylece imaj yardimiyle w—diizlemindeki kompleks potan-
siyel igin :

S w—j
-__2:'!5 In _Hw+] +"Pn

Plw) =

bulunur. ¢, seridin potansiyelini gostermektedir. Kompleks alan giddeti

ise
dP dz . M (1Fw?
R ( ’dw) "mb(l—w*)

olacaktir. w==1 igin, yani 1 vé 3 noktalarinda £-> oldugu goériilmek-
tedir. w=u koyarak serit iistindeki alan degerleri hesaplanabilir.

8— Yuvarlak k&seli veya dirsekli poligonlar.
Sek. 235 de keskin olmayan bir kése goriilmektedir. Béyle bir kdse
(veya dirsek) igin Schwarz formilinde (w—u,) _Y"/nfaktﬁrﬁ yerine

[(w—-p)_y'xﬂ-ﬂw—q)_lr'/xl almir. Bu faktér kullanihinca A dan B ye

o e
A(w-9) 6) g ®

A
% O _17
8 ;
=%
Sek. 235

dogru ilerlerken yén degigiminin v, agis1 kadar olacag: kolayca gosterile-

bilir. Ancak bu degigmenin (w—u,)_T'/ﬂ faktériinde birdenbire olmasi-
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na kargihk yeni faktérde degigme tedricidir. Bu faktoriin kullanilmasiy-
le keskin kése veya diresegin yerini bir egri almig olur. Bu egrinin
gekli M(<1) parametresini uygun bir gekilde segerek daire yayina yak-
lagtinilabilir,

Ornek olarak sek. 236 daki tertibi inceleyelim. u=tc ve u;=0
segerek yazilan

4 )
o | ae=smp ® o ®
A .
4‘\& i 1" 38 & A
o b 7 0 u
3 Sy
- ?z "9‘
i
et
Sek. 336

dz _ 4Vw—ptWe—q

dw w

diferansiyel denklemini integre ederek

z=2A [\/w_—-;;-—\f;arc tg‘/‘_"-_;—é + l(\/w_—_q-— Vagare tg\/‘_"__;_.?)]-i-B

q
bulunur. 2 noktasi yardimiyle
A= --—-—..:-q——-—
=(Vp + Waq)
elde edilir. 3 ve 5 noktalarindan faydalanarak (04==a)
am b= ANG=p—VaTh \/T=2+B
q

a+ b=24Wq—0p —\f;arctg\/?_-_ﬁ + B
P
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elde edilir. A reel oldugundan bu denklemlerden B=ea bulunur. p,g ve
) w1 bulmak igin ya u—ekseni iistiinde iicincii bir nokta daha segilebi-
lir veya A parametresine 0 ile 1 arasinda bir deger vererek p ve ¢
degerleri hesaplanir. 3—5 egrisini daire yayma yaklagtiracak )\ degeri-
nin bulunmas: gii¢ oldugundan meseld p-+1=—=q alarak yukarndaki denk-
lemlerden p ve ) degerleri hesaplanir. Bu suretle elde edilecek olan tas-
vir fonksiyonunun verecegi egri tam bir daire yay: olmiyacaktir, Daha
iyi bir sonug L degerlerini deneyerek bulunabilir.

w—diizleminde logaritmik kompleks potansiyel yardimiyle alan sid-
detinin mutlak degeri igin

g | Vp+Mg

Vs 2 ivo 0

bulunur. Ey=(¢,—9,)/a, w=0 igin yani i¢ bolgede elde edilen iiniform
alam goéstermektedir.

Ikinci bir 6rnek olarak paralel gubuklardan meydana gelen bir ka-
fesin alamm inceliyelim. Ik énce gaplar, aralarindaki uzakhga nazaran
kiigiik olan ince teller icin alanin nasil hesaplanacagimi gérelim. Sek.
237 de goriilen ve esit arahkh, egit yiikli sonsuz sayida telden tesek-
kiil eden kafesin alam

Jy |

B8, 5 B ¥

Sek. 237

W= — —-l—~ ln(2.sin I-IE-)
2ne o

kompleks potansiyeli yardimiyle elde edilebilir. Bu ifadenin reel kism
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x In 2 \/ Ch? -n—y—cos‘—n- x
a a

2ne

dir, Biiyiik y degerle:i i¢in Ch -:—:— y= ;—eﬂy /a alinabileceginden, ikinci
terimi ihmal ederek, u=—Aiy/2ea bulunur. u ya potansiyel goziiyle ba-
kilirsa bu ifade imajiner eksen dogrultusundaki iniform alamin potan-
siyelini gosterir. Boylece yukandaki kompleks potansiyelle elde edilen
alanin reel eksenden uzak olan noktalarda tiniform hale gelecegi anlagi-
lir. Buna kargihk ¢ok kiigiik x ve y degerleri igin

T g 2 n 1 Lo AP
Cha—y‘ﬂl+ 2—(-;'_{}) » cos-&—xmi—-—g-(; x)

alhinabileceginden

= A In?f-
 ohs a

el A P I
21!: p (p—\/x +y)

elde edilir. Bu ise, orijin civarindaki alamn bir gizgisel kaynagin ala-
mina idantik oldugunu gosterir. Potansiyel degerleri x yerine x-+ka
(k=0,1,2,...) almakla degismiyeceginden alanin reel eksen boyunca pe-
riyodik oldugu anlagilir. Periyod teller arasindaki e uzakhgidir,

Sek. 238 de goriilen sistemde sifir potansiyelindeki kafes ve iletken
diizlem iiniform bir alan i¢indedir. Topragin varligim imaj yikleri ile
hesaba katarak potansiyel igin

g B gt SLisil
X Ch a(y h) — cos — X
‘P=Eo5'— 4 In

nE

Ch? —:}—(y +h) — cos“—;i x

elde edilir. y=0 igin ¢=0 olacag goériilmektedir. Tellerin d caplan a ve
h uzakliklan yaninda ¢ok kiigik oldugu takdirde kafesin potansiyeli
igin

) ik nd/2a
=Eh— —— In ——5—
Foa e, 2me Sh 2:}1_

yazilabilir. Kafes topraklanmig oldugundan ¢,=0 yazarak tesirle mey-
dana gelen yiik yogunlugu igin
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’/////////////75,4 LIS T77777777 77 .;

Sek. 238
i . 2neh
(___ /Sh2m&)

elde edilir. Potansiyel ifadesinde bunu yerine koyarak

5 cmiw—m—myi«

P =E y--i-_""‘—‘f In ‘—'

4 2h.’ﬁﬁ Ch 2 y-+A)— cos? *
Sh2

bulunur Sek. 238 de £=0 igin alan gizgileri goriilmektedir. Potansiyel
ol = + ka cizgisi boyunca

T
Ch—-a—(y—-&)

In

cm£@+m

( Sh 21:&)

seklinde degisir. Buradan alan siddetinin mutlak degeri icin

»=1£E |y-h
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ok Th = (y-"!) =18 —-(y-f-ﬁ)
|El=Ey |14+ — S & = e
MG
bulunur. y=0 igin, yani iletken diizlem istiinde alan
Th
- AR 7

|E||=Eo b

e

minimum degerini alir. y=A igin

n 254

S

elde edilir. Bu ifadelerin kargilagtiriimasindan|E,| nin |E; den biiyik ol-
dugu goriiliir. Sayet A»a ise

A
El=E, [1— =

2k
2nh 1 a

l‘-‘.s?e

Wt . Sh
a
koyarak
BN k. e &N i a0
Gl ~ o1+ 5o I 7)o 1B~ o2 I 2

yazilabilir. Bu suretle kafesin ekran rolinii oynayarak alttaki bélgeyi
dis alanin tesirinden korudugu anlasilir. Pratikte iletken diizlem mesela
bir duvardir, Son formiillerin incelenmesinden teller arasindaki uzakhk
tel yiiksekliginden ne kadar kiigiik segilirse, yani kafes ne kadar sik
yapilirsa alt taraftaki alanin o kadar zayif olacag ve kafes seviyesin-
deki alanin £,/2 degerine yaklasarak a==d igin bu degeri alacag an-
lagihir.

Yukaridaki hesaplar ancak tel ¢api @ ve A ya nazaran kiigiik oldu-
gu zaman yapilabildiginden bulunan sonuglar kalin gubuklardan tesek-
kiil eden bir kafes igin kullamlamaz. $imdi gubuklardan tegekkiil eden
kafesin kompleks potansiyelini Schwarz formiili yardimiyle bulalim.
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Sek. 239 da reel eksen boyunca yerlestirilen gubuklar goriilmektedir.
Simetriden dolay: yalmz taranmig bolgeyi incelemek yetecektir, p——1,
q=++1 segilirse

®

A4 74|

o

Cé 4
f.

/1'_

ARG

. b

NN
=

3

L7 i ) OS5
LV

X ..}OM__J u

7

'
1

A

Sek. 239

dz _ Vot+l+Wo—1
dw " V(w’—1) (w—-)

diferansiyel denklemi elde edllir. w—diizlemindeki R—> yarigap" ya-
nm daire boyunca integrasyon yapilirsa A=ja/2x(1--)) bulunur. Dife-
ransiyel denklemi integre ederek

z= ZA(Th“ \/%:—3_ + Th—! ;ail) + B

w—T

elde edilir. 2 ve 4 noktalar: yardimiyle
L@y ’- \/ 2
J '2— — 2A. Th m -+ B,

il N\g 2 \/*"2‘_

= 2A Th e B

yazilabilir. Buradan B-=0 bulunur. Iki denklem arasinda = y1 elimine
ederek ]

rd(14+d) nd(1-+4)
Cth = = oo ——prt
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bulunur. csc¢/Cth orammmi A ya bagh olarak c¢izip oramin 1 degerine le-
kabiil eden A y1 grafikle bulmak kabildir. X bulunduktan sonra = para-
metresi

nd(1+)) nd(14+%)
2ah 2a

7 = Cth? + ctg?

denklemi yardimiyle hesaplanir. w—diizlemindeki ¢6ziim problemin si-
nir garlarina baghdir.

9 — Poligonun birim daireye tasviri.

w—diizleminin iist yarisinin

j—w

e

analitik fonksiyonu vasitasiyle {—dizlemindeki birim dairenin igine
tasvir edilecegini daha 6nce gormistik. Bu tasvirde u—ekseni istiindeki

uy,...,u, noktalan dairenin gevresi iistiindeki &,,..., ¢, noktalarina te-
kabiil ederler. Ters fonksiyon

oldugundan

— 2 =% W e ) R
W=Tr G

bulunur. Bunlar Schwarz integralinde yerine konulursa

n Sty

c=AfJle-t Tda+5 (190)
elde edilir. Bu formiil |{/=1 sartiyle birlikte z—diizlemindeki poligonu
w—diizlemindeki birim daireye tasvir eder.

42. Poisson integrali.

Riemann tasvir teoremine gore basit irtibath bir bélge bir analitik
fonksiyon vasitasiyle birim dairenin igine konform olarak tasvir edi-
lebilir. Yukanda bir poligonu birim daireye tasvir eden fonksiyon
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goriilmiigtiir. Keza bir yar1 diizlemin birim daireye nasil tasvir edilece-
gini de biliyoruz. $imdi bir Lélgenin z—diizlemindeki birim daireye her
hangi bir sekilde tasvir edildigini farzederek z—diizlemindeki ¢Oziimii
arayahm. Daire gevresindeki potansiyel dagihigi bilindigi takdirde bir
Dirichlet problemi bahis konusu olacaktr. Sek. 240 da z—diizlemin-

deki R yaricaph dairenin gevresindeki noktayr {=R f/ v ile gosterelim.

J'gc{ @

z
R
¥
0 ] ¢ e P—
= X
|
Sek. 240

Bélge icindeki her hangi bir nokta z=pe’ e dir. Cauchy—integral for-
miliine gore basit kapal egri tarafindan sinirlanan basit irtibath bolge-
de analitik olan w(z) fonksiyonu igin

1 w(E)dg
2nj {— z
4

w(z) =

dir. Burada C, bélgenin simir egrisidir. Bu integral vasitasiyle w(z) nin
bolgede aldign degerler simirdaki degerlerden hesaplanabilir. Formiilii
R yangaph daireye uygulayarak
2
e
w(z) = I : =
0

bulunur, (dZ=;¢d{). Bélge diginda kalan bir z, noktas: icin :’—_(_?; fonk-

P

siyonu bélge iginde analitik olacagindan



2n
1 [ tw@) o
2n I ;—‘Zo d¢_0

ve dolayisiyle
2
w() =5 [tula) (25 — g2z,
U

_R j$ _— Al
yazabiliriz. Sayet R=T-8 alimirsa (pg=R%p , ¢o=1¢)

"’(‘)"2 f R*—2Rp cos(qb ¢)+p‘w(t‘)d¢

bulunur. Bu ifadede w=u + j v koyarak reel kisim hesaplamirsa

u(p;¢)=§1-f o o G D d (191)
0

formiilii elde edilir. » icin de benzer ifade bulunur. Poisson integrali
denilen bu formiil daire igin Dirichlet probleminin ¢dziimiini gosterir.
R=1 koyarak birim daire igin

u (o) = f - zpcos@, e UL (192)

Poisson integrali bulunur. Daire gevresi boyunca u(d) dagihs: bilindigi
takdirde Poisson integrali yardimiyle daire igindeki noktalanin potansi-
yelini hesaplamak kabil olur.

Daire merkezindeki potansiyel

2n
u(0) =+ [ a(y)dd . (193)
]
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olacaktir. Boylece u(0) potansiyelinin u({) nin daire c¢evresi boyunca
hesaplanan ortalama degerine esit oldugu anlagihir.

R yarigaph dairenin kompleks potansiyeli igin
Rej Re' "+ =z

P()—— i

P(¥) dd (194)

yazilabilir (u yerine ¢ konmugtu;’]. Zira bu fonksiyonun reel kismi o(p,d)
potansiyeline egittir. Birim daire igin

P =5 fej LY (195)

olacaktir (Schwarz kompleks potansiyeli). Simdi bir érnek olmak iizere
daha dnce ¢ozilen bir Dirichlet problemini Poisson integrali yardimiyle
¢ozelim, sek. 194. 0= == igin 9=0 ve n=U=2r i¢in 9=, oldugundan

R s
A _ld,‘,___j‘?_fflnl_z_

P@)=3 ,e,nb % 14

Po
552

bulunur.

- Potansiyel problemlerini birim daireye transforme edecek yerde
w—diizleminin iist yarisina transforme etmekle ekseriya ¢oziimii basitleg-
tirmek kabil olur. z—diizlemindeki birim daire

w__"1+z

analitik fonksiyonu vasitasiyle w—diizleminin st yarisina transforme
edilir. Bu fonksiyonun tersi
—

~jtw

.

oldugundan birim daire gevresi t’istiindeki noktalar igin

- 1 e

J+"
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yazlabilir. Burada o , u—ekseni iistiindeki integrasyon degigkenini
gostermektedir. z—diizlemindeki degisken U agisidir. Bu ifadenin dife-
ransiyeli

2 du’
=1

dir. Schwarz potansiyelinde z.e" Y ve dl yerine yukandaki esitlerini ko-
yarak w—diizlemindeki kompleks potansiyel igin

+ oo
Sl S A D
Plw) = % / e =Ty e (196)

integrali elde edilir. o(u’) , u—ekseni boyunca potansiyel dagihigim
gbsteren fonksiyondur. w , kompleks potansiyelin hesaplandign nokta-
dir. Bu ifadenin reel kism

=+ oo
1
olu,0)=_ f e L L (197)

dir. (196) formiilii Dirichlet probleminin w—diizleminin {ist yansindaki
genel ¢oziimini ve (197) formiilii de Poisson integraline egdeger olan
dotansiyel fonksiyonunu gdosterir.

Simdi érnek olmak uzere sek. 241 de gorillen Dbasit tertibin kom-

®

s

I L L

U, Y _32
oluy $
LN ~ i b ———

% %

Sek. 241

Elektromaguetik Alan Teorisi F. 25
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pleks potansiyelini bulahm. Soldaki ve sagdaki levhalarin kompleks po-
tansiyeldeki paylari igin

u"y
=%y 1-vde o el ow—afy 1. 14D
M=y = J (1+u7) (w—u) i ( . w—u'y L 1+dy? )?
u’,
u’y
=jRf 1tve o, .o o w—ily 1. 14u’?
Pi(e) = (1+u"?) (w—u’) o = In w—u'y P 2 In 1+4u'?
u’,

bulunur. u,"=u," oldugunu gézéniine alarak siiperpozisyon yapilirsa
P Axa 3 WOy V3
P(w)=P;(w)+ Pyw)=j 2 1:% ja YA, ~ % ln‘/l—--lj'i,1 —I—j%ln Vitdy

1
w—uy" n w—u, w—u',

elde edilir. Bu ifadede u,"=0, u, '=—oo

» Uy =+ koyarak

Ploj=—i 2 in o + ¢

bulunur. Bu sonug¢ daha 6nce bulunmustur.

Genel olarak u—ekseni boyunca potansiyelleri sabit olan n parga-
nin bulunmas: halinde kompleks potansiyelin

. n—1 {1_“*__;-"2"
Pw)=L ¥ @—o)in ¥ T% 4 q (198)
=3 4

Jo ®

ra o
4, 93
- 0 -1 o

—_—— e e
et g0 Yo~z
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formili yardimiyle hesaplanacag: kolayca gosterilebilir. Meseld sek. 242
de goriilen ii¢ levhah sistem icin hesaplar yapilirsa

U 2 U
Plo)=igh -3

bulunur.

Birim dairenin ¢evresi boyunca 3¢/dn degerlerinin verilmesi halin-
de bir Neumann problemi ve cevrenin bazi kisimlarinda ¢ degerlerinin
ve geri kalan kisimlarda da 3¢/8n degerlerinin verilmesi halinde bir
karnigtk sinir degeri problemi bahis konusu olacaktir, Bu problemler
i¢in Poisson integrali gibi genel karakterde bir ¢6ziim bulunamaz. Bu-
nunla beraber simir ¢izgisinin simetriden dolay: kismen alan gizgilerin-
den tesekkiil etmesi halinde potansiyel problemini konform tasvirle ko-
layca ¢ozebiliriz. Bu husustaki Ornekler daha once goriilmiigtiir. Kon-
form tasvirle ¢oziimleri gii¢ olan Neumann tipi ve karigik tip problem-
leri iki boyutlu harmoniklerle ¢6zmek daha pratiktir.



X. DIGER COZUM METODLARI

43. Green fonksiyonlar1 metodu.

Potansiyel teorisi igin énemli olan birinci ve ikinci Green formiil-
leri uzayda

[ (9Ad+ grad . giad §) dV = g; , (199)
f(rpaqa ¢A=p)dV-95 W _y a"‘“’) dF (200)

seklindedir. ¢ ve , skaler fonksiyonlardir. B bélgesi F kapah yiizeyi
tarafindan simirlanmgtir ve pozitif normal yonii bélgeden disan dogru-
dur. Simdi Green formiilleri yardimiyle potansiyel teorisinin esaslarim
kisaca gozden gecirelim.

Potansiyel teorisinin simir degeri problem!enmn, potansiyel denkle-
minin siirda

o=g @, =g O, Lthe=g @

sartlarindan birini saglayan c¢o6zimlerini bulmaktan ibaret oldugu daha
once gorilmiistir, g ve A bilinen fonksiyonlani veya degerleri géster-
mektedir. Bu sartlar sira ile 1. nevi (Dirichlet), 2. nevi (Neumann) ve
karigik problemleri belirtirler.

Sayet 9=\ ve ¢ fonksiyonu B bélgesinde harmonikse (A¢=0) bi-
rinci Green formiilii yardimiyle

/.(grad 9)dV = §~p gg dF (201)

B F
yazilabilir. Aynica F simir yiizeyinde ¢=0 oluyorsa grad ¢=0 ve dola-
yisiyle ¢ = sab. bulunur. Diger taraftan smmirda ¢=0 oldugu kabul edil-

diginden bdlge iginde de ¢=0 olmak zorundadir. Buradan daha &nce
goriilen teklik teoremleri elde edilir. Potansiyel igin iki farkh ¢éziimiin
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bulundugu farzedilirse Dirichlet probleminde simrda ¢,=—¢, olacagindan
@==¢; - @, farkimn sinirda sifir olmasi gerekir. Yukaridaki sonuca gére
bélge iginde de =0 olacagindan ¢,=q, dir.

(201) denkleminin sag tarafi d9/dn=0 icin de sifir olacagindan bu
sart yerine geldigi takdirde bélge iginde 9=sab olur. Neumann prob-
leminde simr yiizeyinde 39,/dn=239,/dn olacagindan bdélge iginde ¢;,—9,
=sab. olur, yani iki ¢éziim ancak bir sabit kadar farkedebilir.

Sayet harmonik fonksiyon (¢) sartim saglayacak olursa sinir yiizeyinde

A9 —,)
——-—(q"anq” +h(oy—92)=0

olacaktir. (201) formiili o,—¢, fark: igin yazilirsa son bagintiyr géz6-
niine alarak

/ Egrad (o1—w2) J'd V—i—ﬁé; (91 —9)dF=0
B F

elde edileceginden A>0 oldugu takdirde %=, olacag goriiliir. Zira
son denklem ancak bu sartla gerceklenebilir.

Ikinci Green formiiliinde U=1 koyarak

§>aidf =0 (202)
an
F
bulunur.
Sayet ¢=1/r ahmrsa Green formiilleri yardimiyle
1 39 AL ks i)
é[ L cp—é;l—-( - )]dF [ Favdv=kelP) (203)
B

bulunur. P noktasi bélge diginda ise k=0 ve bélge iginde ise k=4dn
dir. Eger o fonksiyonu B bélgesinde harmonikse

18, foilede. 99 3 (1
°(P) =37 [T"é:—m*a':(_';)]d"' (9

elde edilir. Bu formiili daha énce gérdiigiimiiz (165) denkleminde p=0
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koyarak yazabiliriz. Kaynaklar bélge digindadir. (204) denklemine iigiin-
cii Green formiilii denilir. Potansiyelin ve normal tirevinin simrdaki
degerleri biliniyorsa bélge icindeki potansiyeli bu integral yardimiyle
hesaplamak kabil olur. Bu formiilii R yarigaph kiireye uygulayarak

¢(P)=?1;!§,—§)cpdf' (205)
F

bulunur. Béylece kiirenin merkezindeki potansiyelin potansiyel fonksi-
yonunun kiire yiizeyi lzerinden hesaplanan ortalama degerine esit ol-
dugu goériilir. Bu ortalama deger teoremine gére bir bélgede harmonik
olan fonksiyonun ekstrem degerlerinin yanhz simrda bulunacag: an-
lagilir.

Diizlemdeki iki boyutlu Green formiilleri

f(:pmla-{— grad ¢. grad ) dF = /“cp gf ds . (206)
B ¢

f(mq, —Jap)dF= f(q, gi: e —33%) ds (207)
B B4

geklindedir. B bélgesi C egrisi ile ssmrlanmigtir ve pozitif normal yénii
bélgeden digann dogrudur, sek. 243. Egrinin pozitif yénii ise bolgeyi
solda birakacak gekildeder. Teklik teo-

G remleri- benzer sekilde elde edilir. (202)
ve (205) denklemleri
ff)ai =00 (208)
& an
n C
i watde 1l
os Py = msﬁcpds (209)
Sek. 243 C
seklindedir.
¢=1In ;‘ = — In r alarak (203) yerine
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X r an ‘pa_l'-'l
(4 B
elde edilir. P noktas: bolge disinda ise k=0 ve bolge iginde ise k =2n
dir. ¢ fonksiyonu B bélgesinde harmonikse ve P bdlgenin i¢ noktas: ise

(204) yerine
- 1 99 ap 3
¢(P}—E§[ n L a_n_“’a?( In -;)]ds @11)

ﬁ[ In 1 aif— 9 ( In %)]ds—l‘ln —:— Ap dF=k ¢ (P) (210)

bulunur.

Potansiyel teorisinin esaslari hakkinda verilen bu kisa bilgiden
sonra gimdi simr degeri problemlerinin Green fonksiyonlar: ile nasil
coziilecegini gorelim. Asagidaki incelemelerde bir F yiizeyi veya C eg-
risi tarafindan simrlanan i¢ bélge B; ile ve dig bélge B, ile gosterile-
cektir, sek. 244. Pozitif normal dis bolgeye dogrudur. Potansiyelin he-
saplandign nokta P ile, simrdaki nokta S ile ve i
degrigken nokta X ile gdsterilecektir. Ug nevi
potansiyel problemi igin simr sartlari

AS)=g() , e (S)=2(S)

P -
o S)HAS) e (S)=g(S)

Sek. 244

seklindedir. Béylece iigii i¢ problem ve gl

de dig problem olmak iizere 6 farkli potansiyel problemi ile kargilag-
labilecegi anlagihr. [k 6nce ig bélge igin Dirichlet probleminin Green
fonksiyonu ile nasil gozilecegini gorelim. ¢ ve & fonksiyonlan B; de
harmonik olduklari takdirde ikinci Green formiili

b 99 =%
#("a_n = aﬁ)dF—O (212)
F

sekline girer. Bunu 1/4x ile garpip (204) den gikarirsak

q»(P):—a%éSlqa e R (% -}—)-gi‘:l—]df (213)
F | ;

.
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buluruz. Bu integral yardimiyle Dirichlet problemini ¢6zebilmek igin
normal tiirevi elimine etmek gerekir. Eger U fonksiyonu simirda

1
b+ =i 0
olacak sekilde segilirse bu saglanmis olur. P(x,y,z) ve X(§,n.Z) nokta-
lar1 arasindaki uzakhig gosteren r

r=y (x—&P+ (y—n)*+ (z—¢)?
dir. § fonksiyonu hem P nin ve hem de X in koordinallarinin fonksi-

yonudur. Simirda sifir olan J+ Lr fonksiyonunu G ile goéstererek

GPX)={ (P.X) +— (214)
yazalim. Béylece potansiyel ifadesi
9(P) = — 4= o (S) L G(PS)dF 215)

sekline girer. (214) denklemi ile tarif edilen G ye birinci nevi Green
fonksiyonu adi verilir. Green fonksiyonu X noktasinin fonksiyonu ola-
rak su ozellikleri haiz bulunmaktadir: G fonksiyonu B; bélgesinde X=P
noktasindan bagka her yerde harmoniktir (AG=0) ve bu noktada 1/r
gibi sonsuz olur. Green fonksiyonu sinmirda sifir olur, yani G(P, S)=0
dir. Boylece Green fonksiyonunun ¢ gibi bir sinir degeri probleminin
¢oziimii oldugu anlasihr. Ancak sinir sarti G—=0 oldugundan bu prob-
lem orijinal problemden daha basittir. ¢ (P, X) fonksiyonu biitiin i¢ bél-
gede harmoniktir ve sinirda

YRS =——

sartim saglar.

Dis problemin ¢6ziimii envers yiizeyin i¢ problemine irca edilir. Bu-
nun igin B; de bir noktay: orijin segerek orijinal yiizeyin enversi bulu-
nur. Orijinal ylizeyin disi envers ylizeyin igine tekabiil eder,

Green fonksiyonunu bulmak igin her hangi bir P noktasina ¢—=4ne
noktasal yikiiniin getirildigini farzederek F smirimin potansiyelini sifir
yapacak imaj yiikleri bulunur. ¢ yiiki ile imaj yiiklerinin potansiyelle-
rini siiperpoze ederek Green fonksiyonu bulunur. Bu fonksiyon bulun-
duktan sonra potansiyel fonksiyonu (215) integrali yardimiyle hesapla-

>
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mir. Bir potansiyel problemini Green fonksiyonu vasitasiyle ¢6zmek igin
orijinal problem kadar gilic olmamakla beraber yine bir simr degeri
problemini ¢6zmek ve ayrica bir integral hesaplamak gerektiginden
metodun knllanildig: yerler ¢ok fazla degildir. Bununla beraber bir ¢ok
birinci nevi Green fonksiyonu bilinmektedir ve bir noktasal yiik ihtiva
eden her imaj problemine Green fonksiyonu géziiyle bakabiliriz.

Simdi ilk 6nce bir diizlem i¢in Green fonksiyonunu bulalim, gek. 245.
Green fonksiyonu

S
2-xy) P(x, %)
4% -2 - R
h." A
g X
X(§,7)

Sck. 245

G(x!ytz 3 E.Tbﬁ)—‘“- ,1, =~ _':.-_ (tl‘:_"‘_a)

olacaktir., r ve r’ uzakhiklar

r=VE—xj+Mn—y)P+C—2)
r'=VE—x)+(n—y)P+E+z2)

dir. Diizlem iistiinde {=0 olacagindan r=r" ve G=0 olur. Green fonk-
siyonunun normal tirevi sinir yiizeyinde

(?E) o= X
X fr=0  [E—x)+Mm—g)y+2P7

degerini alir. Boylece {=0 diizlemindeki her hangi bir ¢(&,1,0)=g(&,n)
potansiyel dagilisi igin potansiyel fonksiyonu
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+o0 400
. ¥ g(§,m)dE d'l] Arrl
Pxg,2) = 21:,/- / [E—x)* + (n—y)* + 22p7

integrali yardimiyle hesaplamr,

Ikinci bir &rnek olarak kiire icin Green fonksiyonunu bulalim,
sek. 246. P(p,0,4) noktasindaki 9=in: yiiki ile P'(R%p,0,$) noktasinda-
ki ¢'=—Rg/p imajimn X(2,8,4) noktasinda meydana getirecekleri po-

Sek.” 246

tansiyel Green fonksiyonuna esit olacagindan

G‘P,B,‘;b i “tspl'b) = : ne ‘f; _:_,— ( = — ‘-pf—,)

bulunur. » ve »* uzakliklar

2 \2 2
r*=p’+o?—2rocos vy , r":(—RE—) + 02— 2 J—:—- o Cos Y

ifadeleri yardimiyle bulunur. cos Y—=cos 0 cos 5-+sin 0 sin & cos (¢ —1) dir.
X noktas: kiire yiizeyi ile intibak edince p=R olacagindan r/r'=p/R
ve G=0 oldugu kolayca gériilebilir.

Green fonksiyonunun normal tiirevi hesaplanirsa =R igin

(..a_q e 5 - iR s
9 Jo—r (R*+r*=2Rr cos y)? TR

1
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bulunur. Kiire yiizeyindeki o (R5,0) = g(8,9) potansiyel daglis igin po-
tansiyel fonksiyonu

x 2%
OAE . AN g (3,0) R? sin §d3 dy.
P (P)9r¢') e 41".’R , (R2+p'l "'2R9 cos ,Y)gn

(216)
5=0 U=0

dir. Bu ifade kiire igin Dirichlet probleminin ¢&ziimiini gosteren Pois-
son integralidir. r=0 igin yani kiirenin merkezinde

0 O = 4oz s 4:9) oF
F

olacaktir (ortalama deger teoremi). g=%o = sab. igin ¢{0) = sab. olaca-
& kolayca goriilebilir. (216) ifadesi kiirenin igi igin ¢ozimi gosterir.
Dis problemin ¢dziimi isaret degistirerek elde edilir.

Poisson denklemi de Green fonksiyonu vasitasiyle gozilebilir. (203)
yardimiyle k=4= i¢in

V[ 1 g RN
o(P)=— 5[ F-dV 41:-]5[ an(r) ! an]dF
B F

yazlabilir. Diger taraftan Ay=0 icin ikinci Green formiilii yardimiyle
e e (R I A
0= — L fusodv - G(o 5 —4 ) 4F
B F

yazilabileceginden bu iki denklemi toplayarak

1 ] 1 1 1 1
oy=— 4[4+, ) a0 dV - 74'1?95[“’ o+ :) e (‘“‘ ,—)—3%] 4e
B F ‘

bulunur. Normal tiirevi elimine etmek icin yine

GPX)=UPX) + -

koyarak
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e 1 aG
qp(P)—Hpr dv + 5—do oF dF (217)
B F
elde edilir (Ap = — p/¢). Simrda G (P,S)=0 dir. Bu denklem Poisson

denkleminin Dirichlet problemi igin ¢6ziiminii gésterir.
Green fonksiyonunun simetrik oldugunu, yani

G(P,X) = G(X,P) (218)

ozelligine sahip oldugunu yukarida bulunan fonksiyonlarda x,y,z ile
End y1 ve r,0,¢ ile p,6,0 yi degistirerek kolayca gérebiliriz.

Neumann problemini Green fonksiyonu vasitasiyle ¢ézmek igin
fonksiyonu simirda

d AR .
& (tb-l- -r—) =k=sab.

olacak sekilde segilir. Zira
= e 0TS W gr—
ﬁan (r)_— (s 93 an dF=0
F F
oldugundan normal tiirevi sifira esit yazamayiz. Boylece

N(P.X)=4(PX) + + (219)

koyarak potansiyel fonksiyonu igin

U By 09 4 K
o (P) = - &N(P,S) 39 4F — — gpq) dF (220)
F F

elde edilir. N ye ikinci nevi Green fonksiyonu veya Neumann fonksi-
yonu adi verilir. Bu ifadede ikinci terim sabit bir degerdir, Neumann
fonksiyonu potansiyeli bir sabit fark: ile tiyin eder. Esasen ikinci ne-
vi problemin teklik teoremine gére bu sonug agiktir. Neumann fonksiyo-
nu B bélgesinde P =X uoktasindan bagka her yerde harmoniktir ve simr
yizeyinde 3N/dn =k sartim saglar. G gibi NV fonksiyonu da simetriktir.
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Ugiincii nevi siir degeri problemi de Green fonksiyonu yardimiy-
le incelenebilir.

Iki boyutlu simr degeri problemlerini Green fonksiyonu vasitasiyle
¢ozmek igin §Byle hareket edilir: ¢ ve  fonksiyonlan B bélgesinde har-
monikseler iki boyutlu ikinci Green formiili

§>(w Ny )as= (221)
¢

sekline girer. Bunu 1/2= ile carptiktan sonra (211) den gikararak
mat L 1o . 234 2
9 (P) = ﬂ(dwm r)an qo.an{u-i-ln r)] (222)
C

bulunur. Dirichlet problemini g¢Gzerken birinci terimi elimine etmek
igin ¢ fonksiyonunu simir egrisi iistiinde

1
l!-'-l—ln—r-—(}

olacak sekilde tayin etmek icap eder. Béylece
GPX)=4(PX) +In - (223)

koyarak potansiyel fonksiyonu igin

0 (P)=— 5= olS) - G(PS)ds (224)
C

elde edilir. (223) denklemi ile tarif edilen iki boyutlu Green fonksiyo-
nu P noktasindan basa her yerde harmoniktir ve bu noktada logarit-
mik olarak sonsuz olnr. lki boyutlu Green fonksiyonunu P noktasina
getirilen A=2re cizgisel yiki ve imajlar yardimiyle hesaplayabiliriz.
Mesela sek. 247 de goriilen silindir i¢in G yi bulahm. P noktasina ge-
tirilen A=2r: cizgisel kaynag ile A’=—\ imaji yardimiyle

Gl s o) =In" B (¢ = In %’)

bulunur. r ve 7 uzaklhklar
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A=2T¢

Sek. 247

R?
P

2 2 2 ’ \? R!
ri=g*+o*—20cos(¢p —0), r2= ( )+a?—-2 FT::rcos{q&—t;:)

dir. =R igin 7/r"=p/R ve G=0 olur. Normal tiirev hesaplanirsa c=R
icin

6) _ 1 e S
(ac )g=g“ R R ¢"—2Rs cos (6 —0)

elde edilir. Cevre iistiindeki potansiyel dagihigi @(R,b)=g(l) olduguna
gore potansiyel igin (ds = Rdy)

2=
_ R—g g(d)dy
‘P(ps‘f))_" 27 "/.Rz_;_p?——?Rp 003(4’ _‘!’) (225)
0

bulunur. Bu ise daha énce Cauchy—integral formiilii yardimiyle bulu-
nan Poisson integralidir. Dairenin merkezinde

2n
l -
?(0) =55 [2 (1) ds
0
dir.
Dis bélge igin (225) in isareti degisir.
Sek. 248 de sag yan diizlem igin Green fonksiyonu

(x+E)2+(y—m)?
(x—8)*+)y—n)

f 1
G(xry H E»"l) zlﬂir- = —2 ln
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olacaktir. Ust yan diizlem igin Green fonksiyonu

‘y
Pixg,~2) P(xY,2)

-

'
& A

\Q

56200 X (§29

Y

Sek. 248

(x—8)*+(y+n)?

o
Glay s W=7 I Ggyr(y—ny

dir.

Iki boyutlu Green fonksiyonlarini konform tasvir yardimiyle de bula-
biliriz. Bir degerli @(¥) analitik fonksiyonu B bélgesini, L=z noklas 1w=0
noktasina tekabiil edecek sekilde, w — diizleminde birim daireye tasvir
ettigi takdirde bu bolgenin Green fonksiyonu

Glxy ; Em)=— In (@) = In G:(liﬂ (226)

olur. Gergekten In |w(Z) , In w({) nin reel kismi oldugundan B bolge-
sinde {=z noktasindan bagka her yerde harmoniktir. Bu noktada G lo-
garitmik olarak sonsuza gider. L noktasi C simr egrisine yaklaginca
\w(2)l=>1 olacagindan G simrda sifir olur. Béylece yukaridaki ifade yar-
dimiyle hesaplanan G nin Green fonksiyonunun biitin ozelliklerine sa-
hip oldugu anlagiir. Bir 6rnek olmak iizere sag yan diizlemin Green

fonksiyonunu bulahm. Sag yan diizlemin

_5—z

w (%) {432
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vasitasiyle =z noktasi1 w=0 noktasina tekabiil edecek sekilde birim
dairenin icine tasvir edilecegi kolayca gériilebilir. Zira L=z igin w=0
dir ve

()] = / =8P+ (y—n)?
g il i e

oldugundan £=0 igin lw|=1 ve £E>0 igin |w|<1 dir. Bu ise x=0 ekse-
ninin birim dairenin cevresine ve {- diizleminin sag yanisimin birim da-
irenin igine tasvir edilecegini gdsterir. w({) fonksiyonu aranan sartlar
sagladigindan (226) yardimiyle Green fonksiyonu hesaplamirsa yukarida
bulunan sonu¢ elde edilir. £—diizleminin tist yarisim {=z noktasi w=0
noktasina tekabiil edecek sekilde, w - diizlemindeki birim daireye tasvir
eden fonksiyon

al-+b
cl+d

w(l) =

lineer fonksiyonu ile kolayca bulunur. Yan diizlemin simn reel eksen
gevreye tasvir edileceginden n=0 igin |w|=1 yazarak |a/=lcl, bl=l|d|
ve arg (b)—arg (a)==[arg (d)—arg(c)] bulunur. arg (a)—arg (c)=a ve
(=~ Ib/aiej(argb_arg a) koyarak ve —igaretini alarak (-}-alinirsa w=—=sab.
¢ikar)

w(l) =eJ% —z--_f-

{—z

bulunur. (%) nin modiili

Sz
lw(Q)|= t—i

dir. Bunun 1 den kigik olabilmesi /m(£)>0 igin (st yar diizlem)
Im(z)>0 olmasina baghdir. w({) yardimiyle iist yar diizlem igin yuka-
ridaki Green fonksiyonu elde edilir.

Dairenin Green fonksiyonu

SeEe L A G
i g B

analitik fonksiyonu vasitasiyle elde edilir. Bu fonksiyon [{/=R dairesinin
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icindeki bélgeyi |w|=1 dairesinin igine tasvir eder ve {=z i¢gin w=0 olur.
Fonksiyon su gekilde bulunur: [{|=R dairesinin i¢indeki bélgeyi p—diiz-
leminin ist yarisina tasvir eden fonksiyon

_R=L
R¥T

seklindedir. Diger taraftan p—dizleminin st yarisim w— diizlemindeki
lw|=1 dairesinin i¢ine tasvir eden fonksiyonun

w=e/oE "t
[
oldudu yukarida goériilmiistiir. Bu iki ifade arasinda p yi elimine ederek
|t/=R dairesini |w|=1 dairesine tasvir eden fonksiyon elde edilir. Boy-
lece
al + bR
b% + aR

w(f) =

scklinde Biz ‘iade (Malanur, o vo b=+ T2 . duilie= Pt
kisaltmalarini  géstermektedir, =z igin w=0 olacagini gdzdniine ala-
rak ve a nin reel oldugunu kabul ederek w(z) i¢in yukanidaki ifade bu-
lunur. Dairenin Green fonksiyonu

z—3%
G(A‘.y H E.Tﬂ=—ln TR' e
z R?
— —C
z
R !
olacaktir. Bu ifadede |z—U{'=r ve! —¢=r" koyarak

z

-y 1 r’
G (xsy ’ E:TI) = In T+ In "ﬁ
elde edilir, gek. 247. X noktasi daire g¢evresinde bulundugu vakit OPS
ve OSP’ ii¢genlerinin benzerligi yardimiyle p/R=r/r" yazlabileceginden
Y =Inr ve G=0 olur.

Elektromagunetik Alan Teorisi F. 26
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44. integral denklemleri.

Bilinmiyen fonksiyon integral isareti altinda bulunan bir denkleme
integral denklemi ad: verilir. Pratik bakimdan énemli olan integral denk-

lemleri
b

f)= [ Kixgpot)dy
a (227)
b
Plx)=f(x) ) f K(x9)o(y)dy
a

seklindeki birinci ve ikinci nevi Fredholm integral denklemleridir. ¢(x),
bilinmiyen fonksiyonu ve K{(x,y) ile f(x) bilinen fonksiyonlar1 gésterir.
K(x,y) fonksiyonuna integral denkleminin cekirdegi denilir. Sayet
K(x,y)=Kl(y,x) ise ¢ekirdek simetriktir. A, bir parametredir ve integral
denklemlerinin ¢6ziiminde énemli bir rol oynar. fix) bozucu fonksiyon-
dur ve f(x)=0 igin ikinci nevi integral denklemi homogen hale gelir.

Simdi integral denklemlerinin ¢6ziimiine gegmeden Once simir dege-
ri problemlerinin integral denklemlerine ircaim1 gézden gegirelim. Yu-
kandaki integral denklemler bir degiskenlidir. Aranan fonksiyon iki ve-
ya li¢ degigkenli. olabilir. Problemin boyutuna bagh olmayigi, integral
denklemler icin biiylik bir avantaj tegkil eder.

Uzayda bir F kapal yiizeyi {istiindeki basit tabaka dagihiginin po-

tansiyeli igin
= o(s)dF
oP) = T
F

yazilabilir (yazis tarzlarimi basitleslirmek i¢in 4negp yerine @ konmustur).
Potansiyelin hesaplandign nokta P ile ve yiizeydeki degisken nokta s
ile gésterilmistir, gek. 249. P noktas: yiizey iistiinde bulundugu takdir-
de p ile gésterelim. Boylece

[ ols)dF
olp) = FI) :
/
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elde edilir. Bu ifadede K(p,s)=K(x,y,z; & m, %) =1/r koyarak

p3(57)

7 (%Y%)

Sek. 249
o (p) = §)K(p ; s)o{s)dF
F

integral denklemi elde edilir. Simr yiizeyinde belli bir 9fp)=e, potan-
sivel dagiligina tekabiil eden o (s) yiik dagihst bu integral denklemini ¢o-
serek bulunur. Potansiyel fonksiyonu ise yukaridaki integral yardimiy-
le hesaplamr ve bdylece Dirichlet probleminin ¢dziimii elde edilir. Bu
integral denklem ii¢ degiskenli birinci nevi Fredholm integral denkle-
midir. Dirichlet problemini ikinci nevi Fredholm integral denklemine de
irca edebiliriz. Uzayda F yiizeyi istiindeki cift tabaka dagihsimin po-

tansiyeli icin
ey TSR3 7
? ()= .(s)an(, )dF
F

yazabiliriz. =(s) momentinin, yiizeyde belli bir potansiyel dagihsi mey-
dana gelecek sekilde, tayininin istendigini farzedelim. Yiizeye igten yak-
lagma halinde potansiyelin alacag: degeri ¢_=¢ ile gostererek g—=o,—2n<
yardimiyle

i 3 LR (L
(p) = 2ﬂgfp)+2ﬂ§‘.(s)an(r)dp
F

1 @ (1
K(p ;-‘:‘):‘2—1“3—”(7)

veya

koyarak



S0 == ) + PK (i ) 3 (9 dF
F

bulunur. Béylece Problem ikinci nevi Fredholm integral denklemine ir-
ca edilmis olmaktadir. Integral denklemini ¢ézerek <(p) fonksiyonu ve
buradan da potansiyel fonksiyonu bulunur. Dis problem de benzer se-
kilde integral denklemine irca edilir.

Neumann problemi basit tabaka dagihgindan faydalanarak integral
denklemine irca edilebilir. Simrda 39/3n normal tiirevinin verildigini
ve ¢ yogunlugunun arandigim farzedelim. I¢ problem igin simir sarhi
(dp/dn)_=g seklinde olacagindan

_(%
g-—(an)' + 2na

yardimiyle
o(p) = ‘}"g(p) — ﬁ;!{(p ;s) o (s) dF
2z *
F

integral denklemi elde edilir. Dig problem de benzer sekilde integral
denklemine irca edilir.

Kangik sinir degeri probleminde simir garti i¢ problem igin

seklindedir. Basit tabaka dagihsi yardimiyle

_ [ 09
g == (_-an )..{. 2no + ho,
yazarak

7 () = 5 glp) — gSK(p; $) o (s) dF
F

bulunur. Cekirdek
1 1 1
Ke3 ) = o (7 )+ ) 1|
dir.
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Iki boyutln simr degeri problemleri de benzer tarzda integral denk-
lemlerine irca edilir. C egrisi iistiindeki ¢ift tabaka dagiligimn logarit-
mik potansiyeli

gL | 9
o(P)=— E#n (s) 5 (Inr) ds
C
dir (2rep yerine ¢ koyarak), sek. 250. I¢ problem igin o _—g=p.—7%%
yardimiyle
1
(p)=— g0+

X)y’g) ‘s{y?t
25 } ;) K (p; s)=(s) ds

=
G
bulunur. Cekirdek
¢ Ky iEm=—— =(nr)
P(x:$2) dir.
Sek. 250 Basit tabaka dagihginn

logaritmik potansiyeli icin

¢ (P)=— g'ms) ii4108
¢

yazlabileceginden i¢ problem igin

e ()= Lu () — PK (o )19 s
C

integral denklemi bulunur.
Kangik problemin integral denklemi de

s =2 g0) —Kpis) 7 (9 ds
C

seklindedir. Cekirdek



K(p;s)= — % [-é-a;-(ln r)+A(p) In r]

dir.

Ug nevi sinir degeri probleminin integral denklemine ircai hakkin-
da yapilan bu kisa agiklamadan sonra simdi kisaca integral denklemle-
rinin direkt olarak yani diferansiyel denkleme bagvurmadan nasil ¢6zii-
lecegini gozden gegirelim. Basit ve parsiyel bir diferansiyel denklemin
simir degeri problemi bir integral denkleme irca edebilir ve ayni simir
sartlarim saglayan problemlerin ¢éziimleri idantik olur

Sayet cekirdek a«(x)B7y) seklindeki terimlerin toplamm ise integral
denkleminin ¢6ziimii bir cebrik denklem sisteminin ¢oziimiine irca edi-
lir. Boyle bir ¢ekirdege carpim cekirdek adi verilir. Cekirdek

K (xy) = k}:l o (%) Be (9)
seklinde gosterilirse Fredholm denkleminin ¢éziimii
@ (x)=f(x) + 2 Z ax (x) Au (228)
r=]

olur. Ay degerleri

z Gu—raw)A=b (i=1,2,...,n)
k=1

denklem sistemini ¢ézerek bulunur. &, Kronecker sembolidiir ve ik
icin sifir ve i=k igin 1 dir. & ve ay

b b
b = f[(x)ﬂ,(x)dx y Qi = [Bl (x) o (x) dx

integralleri yardimiyle hesaplanan bilinen degerlerdir. Denklem sistemi-
nin katsayillar determinantim D()) ile gosterelim. D(A)=0 denkleminin
koklerine gekirdegin 6zel degerleri denilir.
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Sayet A, bir &zel deger degilse homogen olmayan ikinci nevi Fred-
holm integral denkleminin bir ¢6ziimii vardir. Buna kargihk homogen
integral denkleminin yalmz trivial ¢oziimii vardir.

Eger ), bir ozel degerse bu takdirde homogen integral denklemi-
nin 6zel degerlere tekabiil eden ve ozel fonksiyonlar denilen lineer ba-
gimsiz ¢oziimleri vardir. Homogen olmayan integral denkleminin genel
olarak ¢oziimi yoktur.

Ci—="0ik— Maik koyarak denklem sistemi

n

2 cik(}“)Ak=bl
k=1

sekline sokulabilir. ca(}) nin cebrik komplemam Dy () ile gosterilirse
¢oziim igin

b
o) =f(x) + [T (W) f (9) Ay (229)
a
yazilabilir. Burada
Mol = 3 Deil a6 0)

ik=1

dir ve integral denkleminin goziicii gekirdegi adim alir.

Ikinci nevi Fredholm integral denklemini cebrik denklemlerin ¢ozi-
miinde kullamlan iterasyon metodu yardimiyle de ¢ozebiliriz. Birinci
yaklagik fonksiyon oo(x) = f(x) secilirse bununla integral denkleminin
sagina giderek

b

@y ()=fly) + > [ K (x.y) fly) dy

\
elde edilir. Bu fonksiyonla tekrar integral denkleminin sagina giderek

b b
0 (X)=f(x) + } [ K(xy)f(g)dy + N [ K> (x,9) f(y) dy

yazlabilir. Burada



b
K, (xy) = f K(x,y)K(ny) dn

dir ve K(x,y) nin ikinci iterasyon ¢ekirdegi adin alir, Birinci iterasyon
gekirdegi K,(x.y)=K(x,y) dir. Bu fonksiyonla tekrar integral denklemi-
nin sagmna gidilir ve béylece devam edilirse

A% b
oa(x) =f(x) + ) [ Ko,y f(y)dy+ ...+ fx. (x,9)f (y) dy

bulunur. Her hangi bir iterasyon gekirdegi
b
Ka(xg) = [Kues(xm) K (n9) dn

a

seklinde hesaplanir, n— oo i¢in Neumann serisi elde edilir ve

P(x,y,\) = Z K, (x,y)

n=1

koyarak
b

(x) = f(x) + fr(x,y.uf (9) dy (230)
a

yazilabilir. I'(x,y,\), ¢éziicii cekirdektir. Neumann serisinin yakinsakhk
kriteryumu

M <

bb L
\/_[ fiK x.g)Pde dy

aa

dir,
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Integral denklemini Fredholm metodu ile ¢dzmek igin, belirli integ-
ralin bir toplamin limiti olarak tarif edilebilmesi gergeginden faydalani-
lir. y degigkeninin a—b arahgindaki

g=a; Ppr=a+8,.,Ja=a +(n—1)8 (6= 4 : a) degerleri igin
yaklagik olarak
b
[K (xg) 0 ) dy = K (5 @) + . + K (x32) 2 (52)
a

yazilabilir. Béylece ikinci nevi Fredholm integral denklemi
o ()= f(x) + M[K (x,9) @ () + ...+ K (x,95) @ (30)]

sekline girer. x degiskenine de ayni degerleri vererek
oy =f1+ M(Knort-tKuod)

Pa =fn + )'8 (Knl (p1+'-- +Klll ¢l)
lineer denklem sistemi elde edilir. Kisaltmalar
‘P1=‘P(xi) ’ fi:f(xi) s Kn= K(Xi.l'ﬂ

dir. f ve Kq bilinen degerleri ve ¢; ise bilinmiyen degerleri gosterir.
Denklem sistemini ¢ézerek bulunan ¢; degerlerine o(x) fonksiyonunun x==x;
igin aldign yaklagik degerler géziyle bakilabilir. Katsayilar determinanti-
mi sifirdan farkh yapan A degerleri igin sistem ¢ozilebilir. Denklem sis-
teminin ¢6ziimi

b
o)=1(2) + i [ (=9 (o) dy (231)

seklindedir. Burada

D(») = z a, W, Dlxy)) = Z A, ‘xly)}‘-v
v=0

y=A)

ve
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AP

a=1, a,=- 1

b BIK(EE) ... K (EnEv)|
dEy...dE, ,

a a |K(§,5) ... K(EvE,)
Ao (xy) =K(xy) ,

b b |K\ELE,) . K(ELEY) K(Ey,y)

(—=1) // $3i8 Ta ok a3 R
o J K (Ev,Ey) oo K (Ev,EV)K(Ev,Y) |
a  a [K(x,E)..K(x5E) K (x,y)

Au(x,y) = dgv

dir. Bu sonug n—><~ limitine gegerek elde edilir. av ve A, lerin hesabina
yarayan formiillere Fredholm formiilleri denilir.

Sayet cekirdek simetrikse 6zel degerler reel olur ve béyle bir gekir-
dek en az bir 6zel degeri haizdir. Simetrik cekirdegin iki farkl ozel
degerine tekabiil eden 6zel fonksiyonlar ortogonaldir. ), ve A, 6zel de-
gerlerine tekabiil eden 6zel fonksiyonlar

b b
o1(x)=N f K (xg)ody)dy , zp,(x)=>-=/ K(x,9) o:y)dy
a a

olduguna gdre A==k, icin ortogonallik sart:
b

f @1(x)@a{x)dx=0

a
seklinde olacaktir,

Yukanida, integral denklemleri hakkinda ¢ok kisa bir bilgi veril-
mistir. Konu hakkinda daha etrafli bilgi edinmek icin kitabin sonunda
verilen literatiire miiracaat tavsiye edilir.

45. Varyasyon hesabi.

Varyasyon problemlerinde karakteristik olan nokta integralleri
ekstremum yapan fonksiyonlarin aranmasidir. Simdi konuyu agiklamak
maksadiyle iki basit varyasyon problemini gézden gegirelim.

Diizlemdeki Py(x;,y;) ve Py(xs,y;) noktalarim birlestiren egrinin uzun-
lugu minimum olacak sekilde bir y(x) fonksiyonunun bulunmas: isten-
mektedir. Egrinin uzunlugu
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Xz
J=[ViTaia

X1

integrali ile hesaplanir. Varyasyon problemi bu integrali minimum ya-
pan ve y(x,)=yyylx,)=y, simr sartlarim saglayan fonksiyonun bulun-
masidir. Sinir sartlanm  saglayan yani P, vé P, den gegen bir y,(x)
fonksiyonu ile / integraline gidilirse belirli bir /, degeri ve yine ayni
simr gartlarim saglayan diger bir y,(x) fonksiyonu ile bagka bir /, de-
geri elde edilir. Bu farkh fonksiyonlar arasinda integrali minimum ya-
pan fonksiyon problemin ¢éziimii olacaktir. Bu problemin cevabi “dogru,
seklinde olmakla beraber analitik olarak ifade sekli yukandaki gibidir.

P, ve P; noktalarindan gecen egrinin x—ekseni etrafinda dénme-
siyle elde edilen yizey minimum olacak sekilde y(x) fonsiyonunun bu-
lunmas: istenmektedir. Varyasyon problemi

Xy

j: 2r /.y\/ih-;;'idx:Min.

Xy

seklindedir ve simir gartlann yukaridaki gibidir.

Bu basit 6rneklerden sonra gimdi varyasyon problemlerini genel
olarak ifade ederek c¢oziimlerini aragtirahm. En basit bir varyasyon
problemi y(x;)=y:1 , y(x,)=y, simr sartlarim saglayan ve

J= f P e (232)
Xy

integralini ekstremum (maksimum veya minimum) yapan y(x) fonksiyo-
nunun bulunmasidir. Céziimii gosteren ylx) egrisine yakin olan ve ayni
noktalardan gegen

g (x)=y(x)+2n(x)
egri ailesini gézoniine alalim, seki 251. Burada n(x) , siirekli olarak
tiiretilebilen ve n(x,)=n(x;)=0 sartlanim saglayan her hangi bir fonksi-
yonu ve € ise x degiskenine bagh olmayan kiiciik bir parametreyi gos-
termektedir. y(x) fonksiyonu ile (232) ye gidilirse
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3} ;
200 lfe):ff (xy+en, y +en)da

A %1
g | . J g
2 : elde edilir. ¢ degistikce / de degisece-

! H ginden / ye ¢ degigkeninin fonksiyonu

of x Xz x goziiyle bakilabilir. £=0 igin y(x)=y(x)
‘ oldugundan ve y(x) ise / integralini eks-
tremum yapan fonksiyonu gésterdigin-

Sek. 251 den /(&) fonksiyonu =0 igin ekstremum

olacaktir. Bunun icin de
T 11
ro=(gf) =o
olmahdir. Bu suretle varyasyon problemi bir fonksiyonun ekstremum

problemine irca edilmis olmaktadir. //(0) hesaplamirsa

X3
" d *
JO= [(fy— g f|ndr=0
X1
elde edilir. Bu integralin n(x;)=n(x,)=0 sartlarim saglayan herhangi

bir n(x) fonksiyonu igin sifir olabilmesi, parantez icindeki ifadenin sifir
olmasiyle saglanabileceginden

2 e
h—gfy =0 (233)

diferansiyel denklemi elde edilir (f,=af/ay , f,=af/ay’). Agik olarak
f!_f!r' _fn'y'_fy‘y‘y'zo (239)

seklinde yazlabilen bu denkleme yukanidaki varyasyon probleminin Eu-
ler (veya Euler-Lagrange) diferansiyel denklemi denilir ve ikinci basa-
maktan adi bir diferansiyel denklemdir (f,’,’+0 oldugu kabul ediliyor).
Euler denkleminin ¢éziimlerine varyasyon probleminin ekstremalleri de-
nilir. Genel ¢éziimde iki integrasyon sabiti bulunacagindan ekstremaller
iki parametreli bir egri ailesi teskil ederler. Varyasyon probleminin her
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¢Oziimii bir ekstremal olmak zorunda ise de her ekstremal bir ¢dziim
degildir, Bilindigi gibi bir degiskenli fonksiyonlarda birinci tirevin si-
fir olmasi bir ekstremum icin gerekli ise de yeterli degildir. Zira
y'(x0)=0 igin x, noktasinda bir ekstremum bulunacag gibi tegeti x—
eksenine paralel olan bir boyun noktas: da bulunabilir. Bunu belirtmek
icin x, noktasimin bir stasyoner nokta oldugu ve bu noktada fonksiyo-
nun y(x,) stasyoner degerini aldifn sGylenir. Burada stasyoner terimi, y(x)
fonksiyonunun x, noktasimin ¢ok yakinlarinda ¢ok az degigtigini belirt
mektedir. Benzer sekilde her ekstremalin (232) integraline bir stasyoner
deger verdigi soylenebilir. J'(0)=0 sarti bir ekstremum igin gerekli bir
sart olmakla beraber yeterli degildir.

Varyasyon hesabinda &y=yl(x)—y(x) e y(x) egrisinin varyasyonu
denilir, y(x)=y(x)+en(x) igin varyasyon 8y=en(x) dir. Keza

5)=eJ'(0) (235)
J integralinin birinci varyasyonu adim ahr. lkinci varyasyon 82 /=¢?/"(0)

seklindedir vs.. Varyasyon problemi § /=0 seklinde de yazlabilir.

Euler denklemi o0zel hallerde sadelesir. Mesela f fonksiyonu y ye
bagh degilse f,"=sab. denklemi ve x degigkenine bagh degllse =5y
=sab. denklemi elde edilir. Sayet f fonksiyonu yalmz y* ye bagh ise
ekstremal y(x)=ax+b seklinde olur.

Yukarida verilen birinci 6rnekte f=y1-+y" oldugundan ekstremal-
lerin denklemi y=ax+5 dir. « ve b sinir sartlann yardimiyle bulunur.

Ikinci érnekte f =y V1 + y’? oldugundan Euler dedklemini ¢6zerek eks-
tremaller igin

a Ch‘—i’

bulunur. @ ve & simir sartlarindan bulunur.
Sayet varyasyon problemi

’ f f 9’y y™)dx =0 (236)

Xy

seklinde ise Euler diferansiyel denklemi



414

g i . 0 o {32
fy_ a‘;fy + E;‘z_fy —t(— 1) dx® f)f(“""o (237)

olur. Simir sartlart y(x))=y, , ¥ (x)=y,",...ys¢(x,) =y, ve ylxy)=
929 (X2)=Y sy N x )=y =V dir.

Bilinmiyen fonksiyonlarin sayis: birden fazla olursa varyasyon prob-
lemi

X3
) /.f(xlynyzs"-aymyl'sylﬂr---:ya’) dx=0 (238)

X1
olur, Burada simr sarti olarak yi(x,) ve gi(x;) degerleri verilmistir
(i=1,2,...,n). Bu problem igin

d ’
fo— < [i=0

seklinde n Euler denklemi elde edilir.

Buraya kadar varyasyon problemlerinde yalmz bir bagimsiz degig-
ken bulunmaktadir. Bagimsiz degisken sayisi birden fazla olursa iki,
¢ ve gok kath integraller elde edilir. lki katli bir integral igin
en basit varyasyon problemi

5 j /}(x.y,n.u.,u,) drdy =0 (239)
B

seklindedir. Burada wu=u(x,y), u=—au/dx, u,—du/dy dir. Problem, B
bélgesini sinirlayan C egrisi boyunca verilen bir degeri alan ve J in-
tegralini ekstremum yapan u(x,y) fonksiyonunun bulunmasidir. Varyas-
yon probleminin Euler diferansiyel denklemi

d d ol
f.. o _Bx-f“'_ _a';‘—fuy—o

dir. Bu parsiyel diferansiyel denklemin her ¢éziimii varyasyon prob-
leminin bir ekstremalidir. Meseld Dirichlet varyasyon problemi

J== / /'(u,=+u,2;dx dy=Min. - (240)
°B
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dir. Bu problemde smir egrisi tstiinde verilen bir degeri alan ve [/ in-
tegralini minimum yapan u(x.y) fonksiyonu aranmaktadir. Problemin
Euler denklemi

d'u d%u
=t I =0 T T

dir. Bdylece iki boyutlu Laplace denkleminin, Dirichlet varyasyon prob-
leminin Euler diferansiyal denklemi oldugu anlagilir.

Ug kath integral igin en basit varyasyon problemi

6 [ [ [ fesnammiis dyde=0 o)
A

dir. u=u(x,y,z) dir. Burada, uzayda B bélgesini simirlayan F yiizeyi
boyunca verilen bir degeri alan ve integrali ekstremum yapan u(x,y,2)
fonksiyonu aranmaktadir, Euler diferansiyel denklemi

J d Qe
fn _“_a;' ful""_?y__fuy'_? .fnl_o (242)

dir. Masela uzaydaki Dirichlet problemi

J= [ [ [ tctis-+ut)ax dy de=Min (243)
J.

dir ve Euler denklemi

’u d’u o’
u:ux:+uyy+uu= -8? + —'Ey‘!‘ 1 —37‘;'_‘ =4

seklindedir. Béylece ii¢ degiskenli Laplace denkleminin uzaydaki Dirich-
let probleminin Euler diferansiyel denklemi oldugu anlagilir.

Potansiyel teorisinin birinci nevi simir degeri problemi ile Dirichlet
varyasyon problemi esdeger problemlerdir.

Simir sartlarindan bagka bir takim integral sartlanm da ihtiva eden
varyasyon problemlerine isoperimetri problemleri denilir. Basit bir iso-
perimetri problemi siir sartlarim ve
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X3
[ #x,9') dv=k=sab.

X1

integral sartim saglayan ve

X3

= [fxga)ds

Lot
integralini ekstremum yapan y(x) fonksiyonunun bulunmasidir. Problemin
Euler diferansiyel denklemi
' A

dx

hy — A =0 (244)

seklindedir. Burada
h(xg,y) = foy.y') + h gloyy)

dir. A, bir parametreyi gésterir ve simir sartlarindan bulunur.
Bazen varyasyon problemlerini parametrik olarak ifade etmek elve-
rigli olur. Basit bir varyasyon probleminin parametrik sekli
ty
5 /F (x,9,x.y) dt =0 (245)

51

dir. Burada x=x(t) , y=ylt) , x=dx/d¢, y=dy/dt dir. Integral
degerinin parametrik gosteris tarzindan bagimsiz olmas: igin fonksiyo-
nun x ve y ye gore birinci basamaktan pozitif homogen olmasi, yani
k>0 olmak iizere

F(X.y,k:f,ks});: kF (xtya“:s.'})

sartimn saglanmas: gerekir. Meseld f = \/ x? + gy? igin bu sart sagla-
mr. Varyasyon probleminin Euler denklemleri

d d

F,'— df-F'. =3l F,—'EFF; =0 (246,
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seklindedir. Bu iki denklem bagimsiz degildir.
Asagidaki

X3
5 f fx,y,y')dx =0

X1
varyasyon problemi i¢in /°(0) hesaplamrsa

X3

J©)= [ (Rn+2Qm+Pr)dx (247)

X1

bulunur. Burada P,Q ve R

P(x)=fyy Qlx)=fyy » R(x)=f,y

kisaltmalanim gostermektedir. lkinci varyasyon ise §/=¢?/"(0) dir. Mi-
nimum kriteryumu bakimindan su sorulan cevaplandirmak icap eder: 1)
Hangi sartlar altinda ikinci varyasyon pozitif olur? 2) lkinci varyasyo-
nun pozitif olmasi bir minimum tegekkilii igin yeterlimidir? Ikinci
soru ancak baz sinirlamalar ile pozitif olarak cevaplandinlabilir. Birinci
soru ise stabilite problemlerinde dnemli bir rol oynar. Elverigli bir mi-
nimum kriteryumu elde etmek maksadiyle (247) de parantez igine, x; ile
x, arasindaki integrali sifir olan,

—d%— (on?)=wn?+2umm’

terimini ilive edelim. Burada w(x) , siirekli olarak tiretilebilen her
hangi bir fonksiyondur. Béylece /(0) igin

X2
J7(0) = f [RY? +2AQ + wym’ + (P + w)ntldx
X

elde edilir. Eger w(x), Riccati tipindeki

w=—pt {QEY (248)

diferansiyel denklemini saglayacak gekilde segilirse
Elektromagnetik Alan Teorisi F. 27
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JO= [R () e
Xy
yazilabilir. Bu ifadenin pozitif olmas: 1¢in x;=x=x, araliinda
R(x)=f,",'z0 (249)

sarti saglanmalidir. Buna Legendre sarti denilir, Bu sart, bir mini-
mum i¢in gerekli fakat yeterli degildir.

Euler diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii y(x,a,b) seklinde
gostererek u,(x)=2ay/da , uy(x)=2dy/db yardimiyle bir

A (x,x1) = 1y (x) uy (x1) — ua (x) 1y (x7)

fonksiyonu tarif edilirse minimum sarti x,">x; seklinde belirtilebilir
(Jacobi sart1). Burada x,", A fonks:yonunu sifir yapan ve x; den sonra
gelen ilk x degerini gostermektedir. x;" e x; in eglenik degeri ve P,
ile P, den gegen ekstremal iizerinde bulunan x," absisli noktaya P; in
eslenik noktas: denilir. A fonksiyonu

Ut {g u,+ QEP u=0

seklindeki Jacobi diferansiyel denkleminin, x==x, i¢in sifir olan bir ¢6-
ziimiinii karakterize eder.

Ornek olarak iki nokta arasindaki en kisa yol problemini inceleye-

lim. f=V1 + y" oldugundan

A .

= U+s™
dir ve Legendre sarti gerceklenir. Ekstremallerin denklemi y=ax + b
seklinde oldugundan u;=x , u,=1 dir. A fonksiyonu igin A (x,x;)=
x—x; bulunur. P=Q=R’=0 oldugundan (R=sab. dir) Jacobi diferan-
siyel denklemi d?:;/dx*=0 seklindedir. A fonksiyonunun bu denklemi
sagladigim ve x=x, igin sifir oldugunu kolayca gérebiliriz. A nin x=x,
den bagka sifir noktasi olmadigindan Jacobi sarti da saglanir.

Diger bir ornek olmak iizere

Sj-(y"-—-lzy’) dx=0
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varyasyon problemini inceleyelim. Sinir gsartlan y(0)=y(/)=0 dir. Prob-
lemin Euler diferansiyel denklemi y"+2%y=0 seklindedir. Ekstremallerin
denklemi

gy (x)=a sin Ax + b cos Ax

dir. R(x)=2 oldugundan Legendre sarti saglamir. u, =sin hx , w=
cos Mx oldugundan A = sin Ax olur. P=—2)0* , Q=0 , R=2 oldugun-
dan Jacobi diferansiyel denklemi

d?u

H.;E +l’u=0

dir. A, bu denklemin x=x,=0 igin sifir olan ¢oziimiidiir. x,=0 1 takip
eden sifir noktasi x,"==/A dir. Integralin minimum olmas: igin Jacobi
sarhh w/A>1 dir.

Varyasyon problemlerini ¢6zmek icin Euler diferansiyel denklemini
¢ozmek ve ¢oziimii smir gartlarina uydurmak gerekmektedir. Cozim
giic oldugu takdirde diferansiyel denklemin simir deger problemini yak-
lasik olarak ¢6zmek yoluna gidilebilir. Keza diferansiyel denklemlere
bagvurmadan varyasyon problemini yaklagik olarak ¢ézmek igin direkt
metodlar da gelistirilmistir. Simdi bu direkt metodlardan biri olan Ritz
metodunun dayandign prensibi kisaca agiklayalim. Coziilecek varyasyon
problemi

X2
5 f f(x,9,y") dx=0

X1

seklinde olsun. Aranan fonksiyon belli sinir sartlarim saglamaktadir.
Diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢éziimlerinde yapildig1 gibi bu fonk-
siyonu bir seriye agmayi diigiinebiliriz. Ancak bu serinin, problemin

sinir sartlarina uyan terimlerden tegekkiil etmesi gerekecektir. Bu mak-
sadla meseld

Yn (x) =69 (X) + ses 1+ Calu (x)

ikamesini yaptigimzi farzedelim. Burada ¢y(x),...,@.(x) ler, simir gartla-

rina uyan ve bunun diginda istendigi gibi segilebilen fonksiyonlardir.
Bu ifadeyle integrale gidilirse
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X3
Jermnsta) = f £(,G0rta)dx

Xy

bulunur. J yi ekstremum yapan ¢ degerleri

3 .. =0

86‘1 — Uyuuey ac, =

denklemlerini ¢6zerek bulunur. Buradan bulunan c leri y, ifadesinde ye-
rine koyarak aranan ¢6ziim elde edilir.

Pratikte ekseriya bir simir degeri problemini ¢6zmeden meseld ka-
pasite, dalga direnci, Ozel frekans vs. gibi bir skaler biiyiikliigiin bu-
lunmas: arzu edilir. Varyasyon hesabi yardimiyle diferansiyel denklem-
leri ¢ozmeden bu biiyiikliikler tayin edilebilir. Bunun i¢in de aranan bii-
yiikligi, alam karakterize eden biiyiikliikleri ve bunlarin tiirevlerini ihtiva
eden bir fonksiyonun integrali seklinde ifade etmek icap eder. Keza
bir varyasyon probleminin bahis konusu olabilmesi i¢in gercek alanin
bu integrali ekstremum yapmas:1 gerekir. Meseld bir kondansatériin ka-
pasitesi icin

£

2W .
C=-1n =7 jE’dV
B

yazilabilir. Burada W, sistemin potansiyel enerjisini ve U ise elektrod-
lar arasindaki gerilimi goéstermektedir. Verilen bir gerilimde gergek

=
E=—grad ¢ alam i¢in

W= j}grad ¢)’dV =Min.
B

olacaktir. Zira konservatif bir sistemde kararlh denge durumunda po-
tansiyel enerji minimumdur. Gergek potansiyel fonksiyonundan farkh
olan bir ekstremal icin W enerjisi daima ¢ i¢in alacag: degerden biiyiik
bir deger alir. Aranan biiyiiklik igin varyasyon problemi formiile edil-
dikten sonra, probleme uyan basit fonksiyonlar segerek direkt metodla
biiyiikligiin yaklasik degeri hesaplanabilir.



421

Varyasyon hesabi hakkinda sirf bir fikir vermek maksadiyle kita-
bin gergevesi i¢ine alinan bu bahise son vermeden énce fizikteki baz
varyasyon prensiplerini kisaca gozden gegirelim. Bu prensiplere daya-
narak varyasyon problemlerini formiile etmek kabil olur. Optigin Fer-
mat prensibine gére i1k yolu

integrali minimum olacak sekildedir. Burada n=c/v, kirilma endisini
gostermektedir. v ile ¢, isigin  ortam igindeki ve bogluktaki hzlaridir,
Hamilton prensibine gére bir konservatif mekanik sistemde hareket

ty
W= /(T—U; dt

t

integrali stasyoner bir deger alacak sekilde geligir. 7 ve U, kinetik
ve potansiyel enerjileri gostermektedir. Dirichlet prensibine goére de
bir konservatif sistemde potansiyel enerji minimum oldugu vakit ka-
rarlh denge meydana gelir.

46. Diferens denklemleri,

Daha 6nce iki kiire problemini incelerken

] 1 k

Gn+y Ga—1 G

seklinde bir diferens denklemi ile kargilagmis ve ¢6ziimiint gérmiistiik
(k=sab.). Bir diferens denkleminde bagimsiz degisken siirekli olarak
degismez ve aranan fonksiyonun degerleri egit araliklarla zuhur eder.
Sabit katsayilh lineer diferens denklemi genel olarak

Yssp T A Yrsp—y oot @Gy =0 (250)

seklindedir. Bagimsiz degigken x ile ve aranan fonksiyon y, ile gos-
terilmigtir. Bagimsiz degisken yukarida oldugu gibi n ile gosterilirse
bu denklemde x yerine n alimir. f(x), bozucu fonksiyondur ve sifir ol-
dugu vakit denklem homogen olur. Diferens denkleminin basamag: en
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yiiksek ve en algak endisli terimlerin endisleri arasindaki farka esittir.
(250) diferens denklemi p. basamaktandir. Meseld

yl+3_4yl+1+yx=0

2. basamaktan homogen ve lineer bir diferens denklemidir. x yerine
x—1 koyarak denklem

Yrg1 — 40T Yy =0

seklinde de yazlabilir. llk énce 2. basamaktan

Yasa Tt Q1 Yesy T A2 ¥ =0

homogen diferens denkleminin ¢6ziimiinii g6relim. Bu maksadla y,—u*
ikamesi yapilirsa

g utt - aput =ut (W - ayu4-ap) =0
bulunur. u==0 olacagindan
w?+au+a;=0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri u; ve uy ile
gosterilirse agagidaki hallerle karsilagilir:

1) Kokler reeldir ve uy=ku, dir. Diferens denkleminin genel ¢oziimii
yx=Au"+Bu'

dir. A ve B simir sartlar1 yardimiyle bulunur. Niimerik hesaplar igin
¢oziimii hiperbolik fonksiyonlar yardimiyle ifade etmek elveriglidir.
Bu maksadla, u;=—ret ve uy=re—* koyarak

ys=r*(aShix+45Chix)

bulunur (a=A—B, b=A+ B). r ve A, uyus=r*=a, ve u;tus=2r
Ch A=-—a, denklemleri yardimiyle hesaplanirlar.

2) Kokler eglenik kompleksdir, yani
ul=tx-|—j|3:rezj'1 § = a— jﬁ::v-e“f'1

geklindedir. Genel ¢oziim
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ge=r"(Ae’" 4 Be—1™)
veya

ge=r*(asinAx+ b cosi x)

seklinde olur [a=j(A—B), b=A+ B].r=\a*+p* ve tgh=4f/a
dir.

3) Kokler esittir, yani u;=u, dir. Genel ¢6ziim
y:=u"(A+Bx)
dir.

Yiiksek basamaktan sabit katsayih, lineer ve homogen diferens
denklemleri de benzer gekilde ¢oziiliir,

Homogen olmayan sabit katsayili lineer diferens denkleminin ¢6-
ziimii, homogen denklemin ¢oziimiine denklemin partikiiler ¢dziimiini
ilive ederek bulunur. Ornek olarak

Yriz— 6Yusy T8y =x

diferens deklemini ¢ozelim. Karakteristik denklemin koékleri u,=4,uy =2
oldugundan homogen denklemin ¢oziimii

y=A4+B2
dir. Partikiler ¢6ziim igin y,=cy+ c;x ikamesi yapilabileceginden

bununla diferens denklemine giderek ¢y =2/3,¢,=1/3 bulunur. Genel
¢6ziim

2
B=y+yp=AC+BY +5+3

dir.

Diferens denklem sistemleri de diferansiyel deklem sistemlerinde
kullanilan metodlar yardimiyle ¢oziilir. Mesela

izt Yt 2Zesy —22.=0 ,

y-+1—'2.9-—-z.=0
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sistemini ¢6zelim. lkinciden z,=g,.; — 2y, bulunur. x yerine x 41
koyarak z;4;= Yz+s — 2 ys4, yazilabilir. z, ve z., ile birinci denkle-
me giderek y, igin 2. basamaktan

29i49— 411 T+ 59:=0

diferens denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zerek y, bulunduktan
SONra z;== yy4, — 2y, yardimiyle z, bulunur.

Diferens denklemlerinden elektroteknikte bir ¢ok yerlerde fayda-
lanilmaktadir.

Iki boyutlu veya eksenel simetrik sinir degeri problemlerinin anali-
tik ¢oziimii giiglestigi veya miimkiin olmadig takdirde yaklagik ¢ozii-
mil elde etmek igin diferens denklemlerinden faydalanmlabilir. Metod,
parsiyel diferansiyel denklem yerine diferens denkleminin akinmasina
dayanir.

Iki boyutlu Laplace denklemi

Yo Vo __
e Togr =0

seklindedir. @ (x,y) fonksiyonunu (x,y,) noktas: civarinda Taylor
serisine garak

P(59)=9(00) + | (= x5+~ i) @
+‘21T [(x—xo)’% +2(x — x0) (y — w0) -s;a;-y— + (y_yu)zb_zz]aq,

+o 4 pfe— g+ a—wg o+ (251)

elde edilr. Sek. 252 de goriildigi gibi, incelenen bélgeyi esit kare-
lere ayirarak bir sebeke ¢izelim. Karelerin kenarlar: 4 ile gésterilmis-
tir. Taylor serisinde ikinci basamaga kadar giderek 1,2,3,4 noktalan-
mn potansiyelleri igin

Pt =P ‘f—h(%;)o*‘?

At ( 213:)0 P=q+h (%Lyp)o +§23 (%}2%0
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e (2] 5 ) 2= (3,5 G

bulunur. Zira 1 igin x—xo="~A,9 — %o =0,2 i¢in x —xo=0,4 — Yo=Ah,
3 igin x—x—=—hy— yo=10,4 igin x — xo=0, y—yo=—hdir. Bu
denklemler yardimiyle

0
1 ANp| 1
(%})nz i (1 — 290 + Ps) » (?0? )0: i (P2 — 290 + Pa) (252)
elde edilir. Boylece Laplace denklemi
B=x (@ +or+m+0) (259)

gekline girer. Bu diferens denklemine gore, kenari 2k olan karenin

| #

_le Le ks - 3
3 0 {
1
4
i %
%
e &
Sek. 252

ortasindaki potansiyel bu nokta civarindaki dért noktanin potansiyel-
lerinin ortalamasina esiltir. Karenin A kenarn ne kadar kiigik ve
dolayisiyle sebekedeki kare sayisi ne kadar goksa bu diferens denkle-
mi de o kadar iyi bir sekilde parsiyel denklemin yerine geger, yani
ona esdeger olur. Sistemdeki sinir sartlanimi gézéniine alarak sebeke-
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deki her nokta igin diferens denklemini yazarak n nokta igin n lineer
denklemden tegekkiil eden bir denklem sistemi elde edilir. Bu denk-
lemlerdeki bilinmiyenler n gebeke noktasinin potansiyel degerleridir.
Bu sistem iterasyonla ¢dzilebilr.

Taylor serisi 5,6,7,8 noktalar1 igin yazilirsa
1
%0 =7 (P51~ Ps + P71-s) (254)

bulunur. Buradaki potansiyel degerleri 24 kenarh karenin diyagonal-
leri dstiindedir (diyagonal formiilii).

Sayet Taylor serisinde 6. basamaga kadar gidilirse
6
(9= (xog0) + Y o | — x) > + (v — vz |
Py =P X0 Yo Z“! X — Xp ax‘l ¥y— % ), P
n=]

elde edilir, Bu formiili 1,2,3,4 ve 5,6,7,8 noktalarina uygulayarak

] At [t hi
Zl=¢'1+%+%—r~q;‘=4% b hs(A‘?’)o“FI_'Z(S}—I-gS%)n

8
= gT(ﬁ. parsiyel tiirevli terimler) , (255)

Zt-—%‘l-%+IP:+%-—4%+253(6‘PJ0+12( s+ 125 +

2354—)0—{-»3]—(6. parsiyel tiirevli terimler) (256)
bulunur. Eger 0,2 ), 0,05 ), toplami teskil edilirse

4 1
0,2 2 40,05 2 =@y + 0,3 2% (A9), +-0,3 :'—i (A%p)y+- 2-!— (6. parsiyel tii-
1 2
revli terimler) elde edilir. Burada

dip Vp

i
™ T 25

+ 39

A’t‘.p:AAlP._

dir, Bu ifade yardimiyle
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0I2 2 0|'05 —— bl Il . . '
I—I})'g th, Fo =(Ag), + V) (A%), + 5?3(6- parsiyel tiirevli te-
rimler) yazlabilir. (Ap),=0 ve dolayisiyle (4%p), = 0 oldugundan yiik-

sek basamaktan terimler ihmal edilirse (255) ve (256) formiilleri (253)
ve (254) sekillerini alirlar.

Yukarida gdriilenlerden Laplace denklemi yerine

P=0,2), + 0,05 ), (257)
diferens denklemi alindign taktirde hatanin A* mertebesinde olacag: anla-
gilir. Buna kargihk (253) veya (254) kullamildign vakit hatamin mertebesi
A* dir. Bu suretle, 6. parsiyel tiirevlerin ¢ok biiyik degerler almamas:-
sartiyle, kare sayisi az olsa bile (257) diferens denklemi ile (253) ve
(254) den daha az hatali bir sonug elde edilecegi anlasilir. Yukanda-
ki diferens denklemi ile gahgildign vakit de her gebeke noktasi igin
denklemleri yazarak bir denklem sistemi elde edilir.

Incelenen sistemde dielektrik sabitleri farkh bélgeler bulundugu
taktirde simir yiizeylerinde @,=q@, ve £ 0¢,/dn==¢,0qy/On sartlarim
saglamak gerekecektir. Bu gesit ikinci meri sinir degeri problemlerini
de diferens denklemleri metodu yardimiyle ¢ézebiliriz.

Sayet sebekedeki noktalar esit aralikli degilse bu takdirde diferens
denklemi

(7554_7-7}%7) h,—]l—}.a (i: e e H,* ( ) (258)

seklinde olur, sek. 253. Bu formiilden karelerin gizilemedign hallerde
faydalanilir.

Birinci nevi simir degeri problemlerinde simir egrisi boyunca po-
tansiyel dagilisi verilmigtir ve bdlge igindeki noktalarin potansiyelleri
aranmaktadir. Sinir egrisi bir karenin veya dikddrtgenin gevresi ola-
cag gibi her hangi bir egri de olabilir ve prensib bakimindan hig
bir degisiklik olmaz. Daha kolay anlagilmasim saglamak maksadiyle
sek. 254 de goriilen dikdortgeni ince-
leyelim. Diktdrtgeni meseld 12 esit ka-
2 reye bolelim. Sumir ¢izgisi boyunca
4, 1,...,14 noktalarimin potansiyelleri bilin-
mektedir ve I,...,VI noktalarinin potan-
siyelleri aranmaktadir. Iterasyon meto-
dunu uygulayabilmek igin I,...,VI nok-
talarinin potansiylleri igin kaba deger-
lerin ahnmas: icap eder. Bu kaba de-
Jek. 253 gerler alindiktan sonra I den baglayarak
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(253) veya daha sihhatli olan (258) yardimiyle yeni potansiyeller sira
ile hesaplanir. Her yeni potansiyeli hesaplarken daha Once diizeltilmis
olan potansiyel degerleri hesaba katilir. Yeni degerleri @r',..,¢ v ile
gosterelim. ¢ igin

)
n=a (911 + @+ @y +P1v)
elde edilir. Bu degerden faydalanarak

e .
‘f’ll:"r(lpm + @5+ @1” -+ Pv)

1 2 3 4 5

1% S T ™

13

72 11 fo 9
Sek. 254

yardimiyle @y;" bulunur. Bundan faydalanarak
- 1 »oy
Pur =T(% + @y +ou" + on)

yardimiyle @i bulunur. Bbylece soldan safa dojru giderek birinci
siradaki noktalar bitince ikinci siraya gegilir ve om’ , @v’ , ¢v\" po-
tansiyelleri ayni gekilde hesaplanir. lkinci siradaki diizeltme dc bitince
tekrar I den baghyarak ikinci iterasyonla 1',...ovi" degerleri elde
edilir, Bdylece potansiyel degerleri degismeyinceye kadar hesaplara
devam edilir.

Eksenel simetrik potansiyel alaninda Laplace denklemi
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g L
et + p Op + 0z

geklindedir. #(p, z) fonksiyonunu (g,, z) noktasi civarinda seriye aga-
rak ve yalmz ikinci basamaga kadar giderek

q:(p,z)=q:(po.zo)+{(p —po) g+ (2~ ,ﬂ,b_hz]q,
1 2 "
‘I"ﬁ[(?—-?o)"s-é,—-l-?(?—Po)(z—zu)—ﬁp—sz—--{—(z_%)zb__z?] @

elde edilir. p—z diizlemindeki bélgeyi yine esit karelere ayirarak (sek.
252 de x — ekseni yerine z — ekseni ve y —ekseni yerine de p — ek-
seni gelecek) 1,2,3,4 noktalan igin yazilan denklemler yardimiyle

(:—%’) 25};(‘%—“]”4).

22
(apl + bzf ]o: 'glg‘ (1 —4qp)

bulunur. Béylece yukaridrki parsiyel diferansiyel denklem

—1 [21-1- 2%;'(%—%)] (259)

diferens denklemi sekline girer. Eksen iistiindeki noktalarda =0 ola-
cafindan bu formiil kullanilamaz. z—ekseni simetri ekseni oldugundan

2
lim 29/% (htp)

o0 P p?

bulunur. Boylece eksen iistiindeki noktalar igin diferansiyvel denklem b

B’fp
bp* +
sekline gireceginden buradan diferens denklemine gegerek
2 1
%=+ (P (260)

bulunur.
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Asagida metodun nasil kullanilacagini gostermek maksadiyle ba-

z1 basit Ornekler verilmigtir,

Ornekler :

1 — Sek. 255 deki kare igindeki potansiyel dagihgi bulunacaktir,
Ustteki levhanin potansiyeli 100 V olarak alinmig olup diger levhalar

topraklanmigtir,

¥-100v

"F:O

Sek. 255

P
o}

Bélgeyi 16 kareye ayirarak gek. 256 daki sebeke elde edilir. [te-
rasyona baglayabilmek igin 1, ..., 9 noktalarimin potansiyellerini kaba

olarak tahmin etmek gerekir. Bu mak-
sadla ilk 6nce 5 noktasinin potansiyeli-
ni tahmin edelim. Bu nokta seklin mer-

kezi oldugundan ¢,=;—(o+1oo+o-|-0)

=25 alnabilir. Bu deger yardimiyle ve
diyagonal formili kullanarak @;=q,

:— (1004-50+-0--25)=43,8 ve =,

= 41'(254'0-]- 0+40)=6,2 bulunur. ¢, ¢,

[

Pg Pg igin de (253) yardimiyle qo,z«}r
(43,8 4100 4 43,8 +25)=153,2, 7, = @4

(o]
6 g L
9 s 9 o
R I’
A oo
Sek. 256

% (25-+-43,8+-0+-6,2)=18,8, ¢ = %- (6,24 25 + 6,2 +0) =9,4 elde
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edilir. Bu kaba degerler iterasyon igin baslangi¢ degerleridir. Bunun
igin 1 noktasindan baglayarak ilk siradaki degerleri diizeltelim. Yeni

degerleri @/, . . ., @, ile gosterirsek o'=@, = 71;‘ (53,24-100--04-

18,8)=43,0, cp,'=-i— (43,04-100-+-43,0-4-25)=52,8 bulunur. lkinci siraya

gecerek o/=¢y = (25+43+0+6,2) =186, ¢ = % (18,6 + 52,8
+18,6+9,4)=24,8 elde edilir. Bu suretle birinci iterasyon bittikten
sonra tekrar 1 noktasindan baglayarak ikinci, figiincii vs. iterasyonlar:
yapilir ve bu ise potansiyel degerleri degigmeyinceye kadar devam
edilir, Dért iterasyon sonucunda bulunan degerler asagndaki cetvelde

goriilmektedir.

100
43,0 52,8 43,0
42,6 52,5 42,6
42,8 52,6 42,8

5 42,8 526 | 428 8
18,6 24,8 18,6
18,6 24,8 18,6
18,7 25,0 18,7
18,7 25,0 18,7
7,0 9,7 7,0
7,1 9,8 7,1
7.1 9,8 71
7,1 9,8 7,1

0

Kare sayisin1 16 dan 64 e gikararak ayni iglemler yapihr ve boy-
lece potansiyel dagihs: igin gergege daha yakin olan sonuglar elde
edilir. 16 kareli sebeke igin bulunan degerler yeni sebeke igin
baslangi¢ degerleri olacaktir. Asagida yeni sebeke igin hazirlanacak
cetvel goriilmektedir. Simetriden dolay:1 sebekenin yalmiz sol yarisi
gizilmigtir.
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100
42,8 52,6
0
18,7 25,0
7,1 98
0

Bu problemin analitik ¢dziimii

o0

400 Zl Sh(nxxla) . n=y

‘P(-!’-y) —

x n  Sh(n=x) s =2
n=1

dir. a, karenin kenaridir. Sek. 257 de egpotansiyel c¢izgiler ve alan
gizgileri gdrilmektedir.

2 — Sek. 258 de gorilen dikdoitgenin kenarlari arasindaki oran
2/3 diir. Potansiyel dagihgi bulunacaktir.

llk énce A=1 igin yazlan
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Sek. 257
100 V
100V 11 2 100y
Ny B
$
#o
h=1

Sek. 258
41 =200 + @; , 492=200+ @,

denklemleri yardimiyle @ ='¢;=200/3266,7 bulunur. @, =, olaca-
gim simetriden dolayr daha dnce de gdrebilirdik. Ikinci bir yaklag-
ma olarak A=0,5 alinirsa sek. 259 daki sebeke elde edilir. Simetriyi
gozoniine alarak gseklin yalmz sol yarisi gizilmistir. Diyagonal deger-
ler yardimiyle

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 28
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100y 4

-‘--

P o e

ﬁ = 0,5
Sek. 259

¢; =92, ¢, =283, ¢,— 54, p,= 33 bulunur. Bu degerler yardimiyle
Py =85, 9, =78, p;=62, ps= 39 elde edilir. Iterasyonla, degerler
degesmeyinceye kadar iglemler yapildiktan sonra A=0,25 sebekesine
gegilir.

Diferens denklemlerini ¢6zmek igin iterasyondan daha ¢abuk sonu-
ca erigen rolaksasyon metodundan faydalanilabilir. Simdi pratikte g¢ok
kullanilan bu niimerik metodun dayandig1 prensibi kisaca gézden ge-
girelim, Asagndaki cetvelde 1. érnekte 16 kareli sebeke igin iterasyon-
dan Once bulunan kaba degerler yatay gizgilerin list tarafina yazl-
migtir. Her sebeke noktas: igin

1
A%=-4—(qou + @249 + ) — @0

farklar1 hesaplamirsa sifirdan farkh degerler elde edilir. Bu farklarn
dort katina esit olan

Ro =449y = @1 + 93 + @3 + @, — 499

degerleri diigey cizgilerin soluna yazilmigtir. R, degerlerine rezidiial ad:
verilir. Gergek degerleri elde etmek igin rezidiialleri sifir yapmak ge-
rekir, Pratikte istenen yakinhk derecesine kadar metod uygulamr. Bi-
tin rezialdialleri sifira digiirmek igin su noktalarn godzéniine almak
icap eder:

1— Sayet bir sebeke noktasindaki potansiyel 8¢, kadar artarsa
bu noktaya ait rezidiial 43g, kadar azalir ve civardaki dért noktanin
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—3,2 ]| 438 —0,2 | 53,2 —3,2 | 43,8
00| 430 | 3| —1,0 3 00]430] 4
—0,4 5| —-18 4 | —04 5
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-rezidiialleri 8¢, kadar artar. Eger civardaki nokta sifir egrisi iistiinde
bulunuyorsa boyle bir degigikligin bahis konusu olmayacag agiktir.

2 — Tersine olarak bir sebeke noktasindaki rezidialin R, kadar
‘azalmas: igin bu noktadaki potansiyelin 8R;/4 kadar ve civardaki nok-
talarin rezidiallerinin 8R,/4 kadar artmasi icap eder. Eger civardaki
nokta sinir egrisi istiinde ise degisiklik bahis konusu degildir. Ikinci
dzellik birinciden daha elveriglidir. Bunu vygularken mutlak degerce
en biiyiik olan rezidiialden baglamr. Bu rezidiiali sifir yapmak igin
noktanin potansiyeli ve civardaki noktalarin rezidialleri degistirilir.
Bundan sonra diger en yilksek rezidiale sahip olan nokta igin ayni
iglemler yapilarak devam edilir. Yukandaki cetvelde en yiiksek rezi-
diial - 3,4 dir. Bunu sifir yapmak ig¢in bu noktamn potansiyelini
3,4/4=0,85 kadar yiikseltmek ve civardaki dort noktanin rezidiiallerini
0,85 kadar arttirmak icap eder, 0,85 yerine 0,8 alarak bulunan deger-
ler cetvelde gériilmektedir. 0,8 degeri alindig igin rezidial sifira diig-
mez ve 4.0,8 =3,2 kadar azalarak + 0,2 degerini alir. Cetvelde iglem
siralar1 numaralanmigtir.

47. Grafik metod.

Iki boyutlu ve eksencl simetrik tertiplerin alan seklini grafik me-
tod yardimiyle yaklagik olarak elde etmek kabildir. Bulunan yaklagik
alan seklinden kapasite, alan siddeti gibi biiyiikliiklerin yaklagik deger-
leri elde edilebilir. Grafik metodla gahgirken statik alanin asagidaki
ozellikleri gozoniinde tutulur:

1 — lletkenlerin sinir egrileri espotansiyel gizgilerdir.

2 — Alan gizgileri egpotansiyel gizgilere ve dolayisiyle iletkenlere
diktir.

3 — Egspotansiyel cizgiler iletkenlerin civarinda sinir egrisine yak-
lagirlar.

Sekil 260 da iki silindirik iletken arasindaki alan goriilmektedir.
Espotansiyel cizgilerin egit potansiyel farklarina sahip olacak sekilde
gizildiklerini farzedelim. Gauss teoremine gére alan gizgilerinin sinir-
ladif1 alan tiiplerindeki deplasman akis: sabittir. Sekilde 1 ve 2 ile
isaretlenen alan gizgileri arasinda ve diizleme dik dogrultuda birim

uzunluk igin deplasman akisi AV ile gosterilirse yaklasik olarak
AV=cEb

yazilabilir. Burada £, kenarlari @, b olan dikddrtgenin bulundugu yerdeki
alan giddetidir. ki espotansiyel ¢izgi arasindaki potansiyel farki Ag ile
gosterilirse alan giddeti igin yine yaklagik olarak
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3
+
e a -

!
A 8

Sek. 260

E= oy

a

yazilabilir. Buradan Ag=—sab. igin £ nin a uzakhf: ile ters orantih
oldugu gorilmektedir. Bu iki bagintidan

b 1 AV

bulunur. Ag nin sabit oldugu kabul edildiginden sayet AV nin de bii-
tiin alan tiiplerinde ayni degerde kalmasi istenirse b/a=k = sab. ol-

mahdir. Bu suretle, Ap—=sab. ve AY = sab. sartlarim saghyabilmek
igin alan gizgilerinin bir egpotansiyel ¢izgi iistiinde Olgiilen uzakh@
ile espotansiyel gizgilerin bir alan ¢izgisi {stiinde Slgiilen uzakhg ara-
sindaki oramin sabit tutulmas: gerekecegi anlagihr. Sayet k=1 segi-
lecek olursa biitiin alan kare geklindeki hiicrelerden tegekkiil eder.
Hig siiphesiz bunlar geometrik anlamda kare degilse de gizgiler birbi-
rine yaklastikca kare sekline yaklagirlar,

Grafige, egpotansiyel gizgileri kaba olarak g¢izmek suretiyle bag-
lanir. Sayet sistemde iiniform olarak kabul edilebilen bir bolge varsa
bu bélgedeki bir dogruyu esit pargalara bélerek egpotansiyel gizgiler
gizilir. Mesela sek. 260 da alt tarafta durum béyledir ve AB dogrusu-
nu egit pargalara bélerek bu noktalardan gegen egpotansiyel cizgileri
yaklagik olarak gizerek grafige baslanabilir, Espotansiyel gizgiler gizil-
dikten sonra, 2 de belirtilen esas1 g6zdniinde tutarak ve miimkiin mer-
tebe b = a olmasim1 saglamaya geyret ederck alan gizgileri gizilir. llk
dnce kaba bir sekil elde edilir. Fakat gerek espotansiyel gizgiler istiin-
de ve gerekse alan cizgileri dstiinde yapilacak bir kag diizeltmeden
sonra gergege yakin bir alan gekli elde edilebilir.
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Cizilen alan gizgilerinin sayist n ile gdsterilirse bir elektroddan
digerine giden toplam deplasman akisi1 (birim uzunluk boyunca) igin

Q=nAV =nelgp
bulunur. Bu ise silindirik elektrodun birim uzunluk boyunca tagidif
yiiktir. Elektrodlar arasindaki gerilim U ile ve gizilen egportansiyel
gizgilerin sayis1 m ile gosterilirse

U=(m+1)Agp

olacaktir. Yukaridaki ifadeler yardimiyle Q igin

Q

Il

€

"IU (261)

m

bulunur, Buradan birim uzunluktaki kapasite ig¢in

o O
C i —em+1 (262)

elde edilir. Her hangi bir noktadaki alan siddeti ise E=Ag/a yardi-
miyle hesaplanir, lletken sayist ikiden fazla oldugu takdirde alan gek-
li benzer gekilde bulunur. Bu alan geklinden de parsiyel yiikler ve par-
siyel kapasiteler elde edilebilir.

Sayet sistemde dielektrik sabitleri farkli olan ortamlar bulunursa
sinir yiizeylerinde alan gizgilerinin kirilma sartini uygulamak ve her
ortamda &, b'a=k—=sab. sartim saglamak gerekir.

Eksenel simetrik sistemlerin alan seklini de simetri eksenini ih-
tiva eden bir diizlem iginde grafik metodla bulabiliriz. Diizlemdeki
alan gekli eksen etrafinda déndiiriilerek uzaydaki alan gekli elde edi-
lir. Sek. 261 de bir silindirik gubukla silindirik bir deligi bulunan ka-
pak arasindaki alan gériilmektedir. Alan giddeti yine E= Ag/a dir.
Alan tibleri rotasyon yiizeyleri tarafindan teskil edildiginden deplas-
man akis: igin yukaridaki ifade yazilamaz, Simetri ekseninden orta-
lama uzakhi§: ¢ olan bir noktada iki komsu rotasyon yiizeyi arasinda-
ki uzakhk & ile gosterilirse deplasman akisi igin

AV=2nc be E
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D\ 7777222

Sek. 261

elde edilir. Zira b nin eksen etrafinda dénmesinden 2neb  kesiti
meydana gelir. Béylece £ = Ag/a koyarak

b _ 1 av
P~2 = 2ne Ag

yazilabilir. Ap=sab. ve AV= sab. alimrsa
6 — —
b =k =sab,

bulunur. k icin her hangi bir deger segerek alan sekli yukarida yapil-
dign gibi elde edilir.
Cizgi sayilarini yine n ve m ile géstererek yilk ve kapasite igin

Q=2nrek 5 U ; (263)



C=2nrek—2 (264)

formiilleri bulunur.

48, Statik alanin deneyle bulunmas:.

Alan seklini deney yardimiyle de bulmak kabildir. Statik alam
deneysel olarak incelemek igin bir ¢ok metod vardir. Bu metodlar
hakkinda etrafli bilgi edinmek igin 6zel literatiire miiracaat edilmesi
tavsiye edilir. Agsagida analojiden faydalanarak alan seklinin nasil el-
de edilecegi kisaca gozden gegirilecektir. Bu metodun esasi, statik alan-
la diger bir fiziksel potansiyel alani arasindaki analojiden yani temel
denklemler arasindaki benzerlikten faydalanarak alan geklini modeller
yardimiyle bulmaktan ibarettir. Mesela bir iletken ortam igindeki stas-
yoner elektrik alami arasindaki analojiden statik alanin geklini bul-
mak igin faydalamlabilir. Stasyoner alanin temel deklemleri

> > .
J=%E , E=— gradeo , Ap=0

=S
seklindedir. Burada /, akim yogunlugu vektdriinii ve % ise ortamimn
dziletkenligini gostermektedir, Statik alanin temel denklemeleri ile

kargilagtirarak 7 ile 3 nin ve € ile ¥ mn analojik biiyiiklikler ol-
dugu sdylenebilir. Statik alandaki alan gizgileri stasyoner alanda akim
gizgilerine tekabiil ederler. Elektrolitik metodda iletkenlerin meseld
bakirdan yapilmig modelleri bir elektrolit igine daldinlir ve elektrod-
lar arasina bir gerilim tatbik edilir. lletkenlerin &ziletkenligi elektro-
litinkinden gok biiyiik oldugundan akim gizgilerinin elektrodlarin yiizey-
lerine dik olduklar: kabul edilebilir. Elektrolit iginde her hangi bir
noktadaki potansiyel ince bir tel sonda yardimiyle &lgiilebilir ve bir
kdprii baglamas: ile ayni potansiyeldeki noktalar tesbit edilir. lacelenen
sistemin direnci R ile gdsterilirse analojik sistemin kapasitesi

e
RC= = (265)

denklemi yardimiyle hesaplanabilir. Bdoylece iki elektrod arasindaki
direnci blgerck kapasiteyi bulmak kabil olur. Yalmz iki boyutlu alan-
lara mahsus olmayisi metodun en biiyiik avantajim tegkil eder. lki
boyutlu sistemlerde egpotansiyel g¢izgileri sondaya tesbit edilen bir
pantograf yardimiyle dogrudan dogruya gizmek kabil olur.



441

Alan se!:!jni hidrolik analojiden faydalanarak da bulabiliriz. Bu-
—
rada E ile v hiz1 analojik biiyiikliiklerdir.

Iki boyutlu sistemlerde membran metodundan da faydalamimaktadir.
Kenan bir egri boyunca tesbit edilen esnek membramn her hangi bir
noktadaki sapmasi 4 (x,y) ile gosterilirse

WM,

am? Tt
olur, yani sapmalar iki boyutlu Laplace denklemini saglarlor. Bu metod
ve diger deneysel metodlar hakkinda etrafli bilgi edinmek igin litera-
tiire miiracaat tavsiye edilir.



EK
Vektir analiz formiilleri

1. Gradyan.

Gradyan diferansiyel islemi yardimiyle bir skaler fonksiyondan
bir vektér fonksiyonu tiiretilir. Uzay koordinatlarina bagh olan skaler
fonksiyonu ¢ ile gosterelim. Sek. 1 de do kadar farkh olan iki @=sab.
yiizeyi goérilmektedir. @ = sab. yiizeyinin, artan ¢ ler y6niindeki birim

Sy

w f’+a’,ﬁ

Sek. 1

-
normali n ile ve her hangi bir yonii karakterize eden birim vektér

e L S W e => . -
u, ile gosterilmigtir. ¥ nin n ve u, yonlerine tekabill eden yd&n

tiirevleri 2p/dn ve dp/ds dir ve bunlar arasinda
2 =32 M

g = *S";COSG

bagintis1 vardir. Béylece yon tiirevinin, normal y&niinde maksimum

e G O OMD PR e
deger aldign anlagihir. dp/ds ydn tirevi, n = vektoriinliin u, yoniin-

deki bilegenine esittir, Vektér analizde, her hangi bir yéndeki bileseni
bu yondeki ybn tiirevine esit olan vektére gradyan adi verilir. Bdylece
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-
grad ¢ = —;1: n, (2)
—
% =u,- grad 9, (3)
-
dop =grad g - ds (4)
yazlabilir. Kartezyen koordinatlarda
-
gradep =1 3 bq’ % 3 by-i- &)
dir ve
> 2 =

i 2 s T% TS
seklinde térif edilen nabla (veya del) vektdrel diferansiyel operatéri
yardimiyie
grad ¢ = Vo (6)

yazilabilir.

-->
Bir Z vektér fonksiyonunun u, yoniindeki yon tiirevi

3h _ 24 4
= mi et I R

- > - > > >
=7 (t VA) + j (@ v A)+ k(- vA)

dir ve

%’}w @) A ™

-

seklinde gosterilir. -u’: yerine bir B vektdr fonksiyonu ahnirsa
 JO O PSRN LY S ) 8
B v A= (B.gy+ Byt 5] ®)

olur.
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2. Diverjans.

Diverjans diferansiyel iglemi yardimiyle bir vektér fonksiyonun-

—_
dan bir skaler fonksiyon tiiretilir. A vektér alaminda bir P noktasini
kugatan F kapah yiizeyi gbzdniine alinirsa bu noktadaki diverjans

—
S ©)
limiti ile tarif edilir. V, kapali yiizeyin simrladign hacimdir ve yiize-

yin pozitif normali digar1 dogrudur. Kartezyen koordinatlarda

0 A,

i g 204, 24__ %
g e e Ty ¥ 4 (10)

dir.

Diverjansin limit tarifinden faydalanarak nabla operatdrii igin,
koordinatlara bagh olmayan,

dF
v = lim "’V (11)
V-0
seklindeki limit tarifi elde edilir. Boylece grad ¢ igin
wodF
rad @ = lim 22.2C 12
o e S (12)

tarifi elde edilir.

3. Rotasyonel.
Rotasyonel iglemi yardimiyle bir vektér fonksiyonundan yine bir

-
vektor fonksiyonu tiiretilir, A4 vektér alami iginde bir dizlem iistiin-
deki C kapali egrisini g6zoniine alalim, gek. 2. Egrinin pozitif yéni,
F yiizeyinin pozitif normali ile bir sag sistem tegkil etsin. Asagidaki

= 4. ds
rotad = lim %—Ff (13)

F—0
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>
limiti, rot A vektdriiniin P noktasindaki normal bilesenini tarif eder.
Limitin P deki degeri F yiizeyinin durumuna baghdir ve normal yonii

rot K vektoriiniin  yéniine intibak edince maksimum olarak rot ;I)
nin mutlak degerine egit olur.

rotA

-
n

&
Sok. 2

Kartezyen koordinatlarda

> >4 A > A, 4. > DA VA,
o A =T (=3 T (5 ) (R - )

-
=yXA4a (14)
dir.

—
(11) yardimiyle rot A igin
- dF x A
rot A= lim i"_17>_<_ (15)
V-0
seklindeki limit tarifi elde edilir.

4. Vektorel idantiklikler.

Elektromagnetik alan teorisinde sik stk kullamlan énemli vektorel
idantiklikler sunlardir:
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grad (p+¢)=grad ¢ + grad ¢ ;
grad (p$)=o grad$ + ¢ grad ¢ 4
div (A4 B)=div A + div B ,

> > > > > >

div (AXB) = B-rotA+4+ A-rotB :
- — =

div (p A)=A.gradp + @div 4 : (16)
-> > > >

rot (A B)=rot A+ rot B ’

> ->
rot (¢ Z) = grad X4 + grot 4 ;
rot gradep =0 ’

-9
div rot A=0

- >
Bu ifadelerde ¢, ¢ skaler fonksiyonlari ve A, B ise vektor fonksi-
yonlarim gd&stermektedir,

Elektromagnetik alan teorisinde ¢ok rastlanan bir diferansiyel
— —
iglem de rot rot 4 = v X (v X A) dir. Bu iglem igin

- e > > .
VX(VXA) = (v - A)—(v-v)A=graddivA—(v-v) A (17)

yazilabilir. Kartezyen koordinatiarda

- — —
(v-v)A=vtA4A=A4A4 (18)
yazilabilir ve
2 L 2
Vi=A=—= Y + by’ - 322 (19)

Laplace operatériidiir. Diger koordinat sistemlerinde son iglem ancak
lineer koordinatlar igin uygulanabilir.

Skaler fonksiyonun laplasiyeni

div gradg = Ag (20)
dir.
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5, integral teoremleri

Diverjans teoremi :
> > >
éA-dF:fdivAdV (21)
F v

dir. V yi simrlayan F kapah yiizeyi igin pozitif normal yonii digan
dogru alnir.
Stokes teoremi:

B -
A-ds=frotA-dF (22)
C F

dir. C egrisinin pozitif yoni ile bu egriye dayanan F yiizeyinin pozi-
tif normali bir sag sistem tegkil eder.

Diverjans teoreminde A —qgrad¢ koyarak
55 2 dF= f (grad ¢ - grad $-+oAd) dV (23)

bulunur (1, Green teoremi).

1. Green teoreminde ¢ ile ¢ nin rollerini degistirip elde edilen
iki denklemi yekdigerinden gikararak

9S(m?-;;—- 32)ar= f (9Ap — dA7) AV 24)
F

bulunur (2. Green teoremi).

- - -
Diverjans teoreminde A yerine AX rot B koyarak Green teo-
remlerinin vektorel gekilleri elde edilir.

. . k - - - . o~ =
Diverjans teoreminde A = u@ koyarak (u = sabit birim vektdr)

> >
ve div(ug)=u-grade oldugunu gdzdnine alarak

¢ =
g)q:dF= fg'radtpdV (25)
F 7

bulunur.



=0 < > ) —> > > zl b
Diverjans teoreminde 4 yerine uXA koyarak (u = sabit birim
vektdr)

Ejsd?x',i:frot A dv (26)
F v

bulunur.

-> > -
Stokes teoreminde 4 =u¢ koyarak (u=sabit birim vektér)

-> >
Sfyq;ds___fdrxmmp 27)
C F
bulunur.

6. Vektdr bilesenlerinin transformasyonu.

Kartezyen bilegenleri her hangi bir ortogonal bilegene transforme
etmek igin

4 Lo dx dy dz
A.—-};.—(Axg&-# A,—+A.b—u) (28)
bagintisindan faydalanilir. u yerine v, w alarak diger bilegenlere ait

ifadeler elde edilir. x,y ve z koordinatlan ile u, v, w ortogonal
koordinatlar1 arasinda

x=x(u0w), y=yu o w), z=z(u, v, w)

bagintilan -vardir,
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18 | Noktasal dipol
168 | — yik

412 | Norm

1 Konform tasvir metodu

Maxwell gerilme tanséri

179
179
402

37
163
299
313
313
311

171

183
147
166

163
25

179
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Ortogonal fonksiyonlar
Paraboloidal koordinatlar

178 |

175

Parabolik sillndirik koordinatlar 169

Parsiyel kapasite
Poisson denklemi
— integrali
Polarizasyon

—  yogunluklan
Potansiyel

— denklemi
— integrali
— katsayisi
Rezidiial
Riemann yiizeyi
Ritz metodu
Rélaksasyon metodu

Schwarz— Christoffel tasviri

38 |

5
381
108
109

2

4

8

34
434
323
419

434 |

Sferoidal koordinatlar
Simr degeri problemleri
— sartlari

Silindirik kandansator
Sturm —Liouville problemi

Teklik teoremi

Tesir katsayisi
Thomson teoremi
Toprak kapasitesi
Toroidal koordinatlar

Uc boyutlu enversiyon
Unicursal egriler

Varyasyon

338 | Yatay anten

172
163

183

163

37
140
177

297
337

413

93





