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kardesine hocalarina sormasi
icin “verilen bir haritayl komsu tlkeler
ayni renkle boyanmamak kosulu ile en
fazla dort renkle boyayabiliyorum; aca-
ba bu her harita icin dogru mu?” soru-
sunu sordugunda matematikgileri bir
ylzyildan fazla bir stire ugrastiracak bir
problem yarattiginin farkinda degildi.
Kardesinin hocalari ve zamanin énde
gelen matematikgileri De Morgan ve
Hamilton soruyu cevaplayamadilar.

Soru kisa zamanda matematikgiler
arasinda meshur oldu. Dogruluguna
inaniimasina ve ters érnek buluna-
mamasina karsin sorunun bir teorem
ispati neredeyse 150 yil sirrdui. ispat
ancak bilgisayarla yapilabildi. Bu yiz-
den bu meshur teoremin bilgisayar
kullanamadan bir ispatinin olmadig
saniliyorlardi. Fakat ben spiral zincir-
ler kullanarak bir haritadaki Ulkelerin
en fazla dért renkle boyanabildigini
bilgisayar kullanmadan kanitladim.
[9] Sekil 1 ve 2, benim yontemimi
kullanarak dort renge boyanmis iki
haritay! gésteriyor.

Harita ve gizge boyama Uzerine ar-
Xiv'’da yayimlanan makalelerimin [4,
5, 6, 7] tanitimini daha kolay yapma
ve tartisma ortami olusturma gayesi
ile internet ortaminda bir sergi salo-
nu actim.[3] Son bes yilda 6 bin ayri
ziyaretci sergime bakti ve yuzlerce
yorum yapildi.

ekil 1. Grafikte spiral zincir boyama algoritmasi ile Tiirkiye, komsu ilkeler, Akdeniz ve
$
goller de bolge kabul edilerek dért renkle boyamaya bir 6rnek verilmistir.

Sekil 2. Yuvalanmis beggenlerden olusan haritanin spiral zincir yardimi ile boyanmasi.
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Dort Renk Teoreminin
Tanimi ve Tarihcesi

Dort Renk Teoremi, “Her kosesinde
yalniz G¢ sinir kesistigi her sonlu
dizlem harita komsu Ulkeler ayni
renk olmamak kosulu ile en fazla dért
renkle boyanabilir” diye tanimlanir.
Burada dlzlem harita tim duzlemi
sonlu sayida Ulke ile doldurur ve kiire
Uzerine yatirlabilir. Harita elemanlari
ulke (yuz), sinir (kenar) ve kose(du-
gum)lerden olusur. Komsuluk tek
noktada kabul edilmez ve her ksede
yalniz U¢ sinir kesigir.

Bu teorem 1878 yilina kadar sadece
ufak bir grup matematikci tarafindan
bilindi. O yiIl Kempe Cayley’in tesviki
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ile teoreme bir ¢6zim buldugunu
zannederek bir bulmaca seklinde
matematikcilere AUM’de (American
Journal Mathematics) sundu. Fakat
bulmacaya Kempe tarafindan verilen
¢6zimun yanlis oldugu daha sonra
ortaya ¢ikti. Yine ayni yil P. Tait yan-
lishgr sonradan ispatlanan baska bir
kanit sundu. A.B. Kempe dort renk
probleminin ispati igin 1879 yilinda iki
renkli zincirler kullandi. Fakat 1890°'da
Heawood, Kempe’in kanitinin yanlg
oldugunu gosteren bir ters érnek
buldu ve bes rengin tim haritalar icin
yeterli oldugunun kanitladi. Kempe'in
kanitinin yanlis olmasina karsin bu
kanitta kullanilan kaginlmaz kimeler
yéntemi teoremin sonunda kanit-
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Sekil 3. Kempe’in kanitina verilen ters-6rneklerin spiral kullanilarak dért renkle boyanmasi.
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lanmasina yol acti. Simdi Kempe'in
kanitinda 6nemli yer tutan kaginilmaz
kumeyi tanimlayalim.

Her haritada en az bir tanesi bulunan
alt haritalarin (konfiglrasyon) olus-
turdugu kimeye “kaginilmaz kiime”
denir. F ile toplam yuzlerin (llke), E
ile toplam dallar (sinir) ve V ile toplam
digimler (kse) gosterilsin. File i
sinirh (veya kenarl) yuzlerin sayisi
gésterilsin. Euler’in cok iyi bilinen
polyhedral icin formull F+V=E+2 ve
harita icindeki toplam parcalar igin F =
F,+F,+F,+ . .+F,2E = 2F,+ 3F,
+ 4F, +....+ kF, ve 3V = 2F, + 3F, +
4F, +..+ kF,_denklemlerini yazabiliriz.
Bu denklemler kullanilarak,
4F, + 3F, + 2F, + F, =12 + N =
12,N=0
elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten
Kempe'in kanitina 1sik tutacak olan su
neticeler elde edilir:

1. {F,F,F F.} kimesi elemanlari-

nin timd sifir olamaz.

2. Ornegin, eger F,=F,=F,=0 ise

F, =12 olur.

3. Her dizlem harita U={iki-, (g,

dért-,beg-kenarli} temel kaginilmaz

kiimeden en az bir lilke igerir.

4. Bir haritada ttim Ulkelerin en az

bes kenari varsa, haritada enaz 12

begs-kenarli tlke bulunur.

5. Yalniz bes ve alti kenarli (ilke-

lerden olusan haritalarda 12 bes

kenarli (lke bulunur.

Kempe’in kaniti dért renk teoremine
ters érnek verilemeyecegine dayanir.
Soyle ki M haritasi m ulkeli ve ancak
bes renkle boyanan en kigulk harita
olsun. Yani m tilkeden daha az Ulkesi
bulunan tim haritalar dort renkle bo-
yanabilsin. M’in her zaman dért renk-
le boyanabildiginin gésterilmesi kanit
icin yeterlidir. Kempe temel kaginilmaz
kiimenin elemanlarinin teker teker
her zaman m’nci Ulke segilerek dort
renkle boyamanin tamamlanabildigini
gosterdi. Fakat 11 yil sonra Heawood
bir ters 6rnekle haritada bulunan bes-
gen Ulkenin Kempe zincirlerinde renk
takas! yaparak doért renkle haritanin
boyanamayacagini gésterdi.



Eger Heawood ters 6rnegi ve digerleri
olmasaydi, Kempe kaniti gecerli ola-
cak ve dort renk teoremi glinimuzde
bu kadar popiler olmayacakt. Fakat
Birkhoff , Kempe'in temel indirgenebilir
kiimesi U’'dan pentagonu atarak yeri-
ne sonradan adiyla anilacak olan dért
besgenden olusan Birkhoff elmasinin
indirgenebilir oldugunu gésterdi. Bura-
da pek sorun ¢gikmadi, ¢lnku elmasin
etrafindaki alti bolgeli (Ulkeli) halkanin
30 dort renk boyama tim haritanin
(halka icindeki doért besgen) dért
renkle boyanmasina engel teskil etmi-
yordu. Baska indirgenebilir konfigUras-
yon olmasaydi, Birkhoff kaniti dogru
veren ilk matematikgi olacakti. Fakat
Franklin 1920’de sirayla t¢ besgen, iki
besgen ve bir altigen, bir besgen ve
iki aligenden her birinden ikiger tane
olmak (izere alti yeni konfiglirasyonun
indirgenebildigini gosterdi. isin kotisi
bu konfigirasyonlarin bulunmasi igin
onlarca kuralin uygulandi§i “bosalma”
(discharging) yontemi gerekiyordu.
Burada kisaca bosalmadan anlasilan
konfiglrasyonun Euler formdlindn
gecerli olmasi icin baslangic yukundn
bélgelere uygun sekilde dagitimasi-
dir. Sonug olarak halka blyuklugu
konfiglrasyonlar icin 6’dan baslayip
14’e kadar cikti. Bunlarin yeterli ve

indirgenebilir olduklarini géstermek
icin bilgisayardan yardim almaktan
baska care yoktu.

1936 yilinda Heesch cizge kuramini
kullanarak “bosalma” metodu ile
bilgisayarsiz indirgenebilir konfigu-
rasyonlar katalogunu olusturdu. 1948
yilinda Heesch'in verdigi ve kaginilimaz
indirgenebilir konfiglrasyonlar kiime-
si halka buyGkluglnin 18 olmasi
gerektigini dngdren bir seminere ka-
tilan Haken problemle ilgilendi. 1965
yilinda Haken, Heesch’i ABD’ye davet
ederek, lllinois Universitesi ILLIAC-IV
super bilgisayari ile Brookhaven Ulu-
sal Lab’taki Shimamoto’nun izni ve
Durre’nin FORTRAN programini Cary
bilgisayarinda kullandilar. 1967 yilinda
Heesch, Durre ve Haken kanitta kul-
lanilan yéntemi bilgisayarlastirmaya
basladilar, fakat calismalar yavas
gidiyordu.

Bu arada bagka gruplar da bilgisayar
kullanarak teoremi kanitlamaya calisi-
yorlardi. Mesela, Karl Durre yine 1965
yilinda halka boyamalari kodlamak igin
matrix kullanarak Algol 60 programi ile
indirgenebilirligi test etti. 1971 yilinda
Shimamoto “horse-shoe” (at nali
seklinde 8-gen ve etrafina siralanmig
5-gen ve 6-genler) konfiglrasyonun

Sekil 4. Tait'in ti¢ renk dal boyanma sanisinin spiral zincir yardimi ile uygulamasi. Yonlenmis
dallar spiral zinciri, kesikli dallar geriye dogru Kempe renk takasini géstermektedir.

kaniti sonlandirdigini dusundu fakat
bilgisayar programindaki hata dizel-
tilince at-nalinin indirgenemeyen kon-
figurasyon oldugu anlasildi. Benzer
calismalar bir yaris ortaminda Allaire
(Kanada), Swart (G. Afrika), Stromqu-
ist ve Bernhart (ABD), Meyer (Fransa)
paralel olarak yapilmaktadir.

1971 yilinda 6nce Appel daha sonra da
Koch, Haken’in ekibine katildi. Ekibe
katilanlarla moraller dlizeldi. Bosalma
yéntemleri ile Uretilen kaginilmaz k-
melerin bazi konfiglrasyonlarinin son
derece karmasik sekilde indirgendigi
gézlendi. Buna care olarak Heesch’in
herustic kurali kullanildi. Sonugta eger
belli m degerleri igin konfiglirasyonun
yuksek ihtimalle indirgenebilir oldugu-
nu aksi durumlarda bagka konfigUras-
yonlar aranmasi gerektigini gosterdiler.
Sonunda kaginilimaz set 487 bosalma
kurali ile Uretilir ve testler tamamlanir.
Temmuz 1976’da Apel-Haken kanitinin
bilgisayarsiz ilk testini tamamladilar ve
ayni yilin Aralik ayinda lllinois Journal
of Mathematics Dergisi’nde 1405 kon-
figlrasyon ile birlikte ilk kanit basiimis
oldu. 1989 yilinda hatalar ayiklanarak
kanit tekrar basildi.[1] 1994 yilinda
Robertson, Sanders, Seymour ve
Thomas tam zamanli ve bir yil stren
calisma sonucu 32 bosalma kurali ve
633 konfigurasyonla teoremi tekrar
kanitlar. 2004 yilinda Gonthier verilen
kanitin dogru ve hatasiz oldugunu bas-
ka bir programla teyit eder. Dért renk
probleminin daha detayl tarihgesi ve
bilgisayarli kanit icin [1, 2] kitaplarina
bagvurulabilir.

Benim Gahsmalarim

Ben dort renk problemle ilgilenmeye
1976 yilinda Koch ile yazismam ve
onun doktora tezinin bir kismini oku-
mam sonucu basladim. 1980 yilinda
Swart ile Waterloo Universitesi’nde
bir yil boyunca dort renk teoreminin
kompleksligi konusunda tartistik.
1995 yilinda doért renk kurami Uzerin-
de caliganlardan cizge kuramci Daniel
Sanders bazi acik cizge problemleri
uzerine strekli fikir alisverisinde bulun-
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dum. 1998 yilinda teoremi bilgisayarsiz
kanitlamak icin yeni bir yol kesfettim.
Maximal dlzlem cizgelerde tim y(z-
ler (face) uggendir. Bu 6zellikten
yararlanarak gizgenin dugumleri {1,
2, 3, 4} kimesindeki sayilarla numa-
ralandiginda bir Gicgene karsi dusen
Gggen agirhigr f(A) digum numara-
larinin toplami olarak tanimlanabilir.
Boyamanin olurlu olmasi igin gizgede
digim komsu diglmlerin numarala-
ri birbirinden farkli olmasi gerektigini
gosterdim ve bu 6zelligi kullanarak
maximal ¢izgede Ucgen agirliklarinin
dort renkli boyamaya karsi diismesi
icin Ucgen dizilerin nasil agirliklandi-
rnimasi gerektigini irdeledim.[7] Yine
ayni makalede spiral zincirler kulla-
nilarak dort renk problemine kanit
verilebilinecegine degindim.

2005 yilinda Tait’in kubik dizlem
cizgelerin dallarini Gg renkle boyama
sanisini dort renk kullanilmadan yine
spiral zincir G¢ renk boyama algo-
ritmasi ile kanitladim.[4,10] 2006
yllinda Madrid Dinya Matematikgiler
Kongresi'nde (ICM2006) sundugum
bildiride spiral zincirler kullanilarak
her maximal dizlem cizgenin du-
gumlerinin her zaman en fazla dért
renkle boyandiginin kanitini algoritmik
olarak gésterdim.[3] Rogers Camb-
ridge Universitesi tarafindan basil-
makta olan Nrich Dergisi'nde ¢ikan
dort renk teoreminin tarihgesi ile ilgili
makalesinde benim calismalarima
yer verdi ve calismalarim bilgisayarl
kanita alternatif calisma olarak sinif-
landirildi.[8] Son olarak ¢izge kurami
kavramlari kullanmadan haritalarin

Sekil 5. Dikdértgensel bolgelerden olusan soyut bir haritanin dort renk kullanilarak bo-

yanmasi. Bir hali desenine benzeyen grafikte dis bolgenin de hesaba katildigina ve dért

rengi saglayan mavi ile boyandigina dikkat edin. Bu kosul problemin genel ¢dziimiinde
gerekli oldugu igin dis bolgeye komsu bolgeler yalniz li¢ renkle boyanmistir.
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maximal mono-kromatik ve maximal
iki-kromatik boyanarak, geriye kalan
boyanmamig bélgelerin her zaman ya
gevrimsiz (acyclic) ya da gift uzunluk-
lu halkalar haline getirilebilinecegini
gosterdim. Bu ise dort renk problemi-
nin ortaya ¢iktigi Viktorya déneminin
matematiksel mantigina uygun ve
dogal olarak bilgisayardan yardim
beklemeyen bir kanit olmaktadir.[9]
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