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Ozetce
Gilinlimiizde programlama paketlerinin
mithendislikte  kullanimi  biiyilk  6nem
tagimaktadir. MathCAD kullanilarak

matematiksel fizigin temelini olusturan iki
boyutlu eliptik tipi denklemlerin ¢o6ziimii
degerlendirilmistir. Burada MathCAD
paketindeki  hazir relax ve multigrid
fonksiyonlar1 kullanilarak iki boyutlu uzayda
elektrik potansiyel yiizeyleri ve seviyelerinin
sekli belirlenmistir. Bununla beraber Poisson
ve Laplace denklemlerinin ¢o6ziimii igin
relaksiyon yontemi kullanilmistir. Coziimden
elde edilen egrilerin siireksiz oldugu gozlenmis
ve bu istenmeyen durum spline-interpolasyonu
kullanilarak onlenmistir. Interpolasyon
fonksiyonu elektrostatik alan  siddetinin
hesaplanmasina ve  kuvvet  cizgilerinin
belirlenmesine olanak saglar. Bu islemler
yapildiginda elektrik potansiyel cizgilerinin

stirekli oldugu goézlenmistir.

1. Giris

Giliniimiizde Mathematica (Wolfram
Research), Maple (Waterloo Maple), Matlab
(The MathWorks), MathCAD (Mathsoft) gibi
programlama paketleri ¢esitli bilim dallarinda

sayisal problemlerin ¢Oziimiinde

kullanilmaktadir. Bu programlama sistemleri

igerisinde MathCAD mithendislik

problemlerinin sayisal ¢0ziimiinde yaygin

olarak  kullanilir. MathCAD  asagidaki
ozelliklere sahiptir:

e Her sey bilinen matematiksel notasyonlarla
kullanilir. Bir esitligi, islemi veya grafigi
gostermek icin standart matematiksel bir yol
varsa, MathCAD bunu kullanir.

e Basit ifadeler hemen klavye araciligi ile
yazilabilir. Bununla beraber MathCAD
standart matematiksel iglemler i¢in standart
operatdrler kullanir.

e Diger programlama paketlerine  gore
MathCAD daha yalin komut setine sahiptir.
Dolayistyla, bu  programla islemlerin
yapilmast ve diyalog ortami ¢dziilen
problemlerin iyice anlasilmasina olanak
saglamaktadir.

Burada matematiksel fizigin temelini
olusturan hem teorik hem de pratikte genis
uygulama  alanma  sahip eliptik tipi
denklemlerin ¢6ziimii icin MathCAD 12 paketi
kullanilarak incelenmis ve iki boyutlu durum
degerlendirilmistir.

Elektrostatik  uygulamalarinda  bu
problemler [1-3];

1. Bolgenin smirlarinda elektrik potansiyelinin
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degerleri verildiginde ve yiiklerin yeri belirsiz
oldugunda elektrik alan  potansiyelinin
dagiliminin bulunmasi,

2. Yiklerin uzayda dagilimi verildiginde

olusan elektrik alan dagilimmin bulunmasidir.

2. iki boyutlu eliptik diferansiyel
denklemlerin Relax (a,b,c,d,e,f,u,r)
Fonksiyonu ile Coziimii
MathCad’deki  relax(a,b,c,d,e,f,u,r)  hazr
fonksiyonu iki boyutlu eliptik tipi diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimiinii gerceklestirir.
Ikinci dereceden eliptik diferansiyel

denklemin genel sekli [4, 5];
A0U, g 00U

ox? oxey oy )

+D6—u+ E@+Gu =F(xY)
OX oy

AC-B’>0

bi¢imindedir. Bu denklem sonlu farklar
kullanilarak asagidaki sekle doniistiiriiliir.

QL t bi:ui—l,j TGt
_ (2)

+di/ui,j—1 eG4 = fi,j

Relaksiyon yonteminde eger kaynak
mevcut degilse (Laplace denklemi), verilen
Kk +1 adiminda denenen diigiimde fonksiyonun
degeri komsu diigiimde bir 6nceki k. adiminda

fonksiyonun ortalama degeri gibi belirlenir.
k+ 1 k k k k
U =—(u U U U )
[N 4 i-1,j i+,] i,j- i,jH ()
Kaynak mevcut oldugunda sonlu fark semasi

(Poisson denklemi) asagidaki sekli alir.

k+1 k k k

u —l(u +U¢ Uk U )—h—zf 4
i N 4 4)

i,j i-1,j i+,j i,j-1 ij+
Relaksiyon yontemi, iki boyutlu

durumda maksimum olast r=h?/4 adimh

fark semasini kullanarak oldukg¢a yavas bir
sekilde yakinsamaktadir. Bu ydntemde tim
diiglim noktalarinda fonksiyonun degerleri ve
sinir kosullari belli olmalidir.
relax(a,b,c,d,e,f,u,r) fonksiyonunda; a, b, ¢, d
ve e degiskenleri diferansiyel denklemin
katsayilarii belirleyen ayn1 boyutlu kare
matrisler, f karenin her bir i¢ noktasinda ikinci
taraf fonksiyonunun degerlerini belirleyen kare
matris, u bolgenin i¢ noktalarindaki ve
sinirdaki yaklasik degerleri belirleyen kare
matris, r relaksiyon prosesi diizenleyen

parametredir [6, 7]. Buradaki r degeri, 0 ile 1

arasinda degisebilir ve problemin detaylarina

bagimlidir.

Ornek olarak  Poisson  denklemi
incelenirse.

n=24 i=0.n j=0.n

Poisson denkleminin ikinci tarafi iki

nokta yiikten olusturulur:

fi,j =10 fé,E =12 f'IEI,E =-12
relax(a,b,c,d,e,f,u,r) fonksiyonunun

parametreleri belirlenir:

a .=1 h=a o=a d=a g=-%a
L]
Smir kosullar1 ve baslangi¢ yaklasik
degerler belirlenir:
w.=0 u_=1 u_ =-1
1,] &0 [
i i
=1-22 =1-22
.um:] 11 u‘n:] 11

Co6zim bulunur.
Zo=relata b, o, d,e,f0,05
Caligma sayfasindaki Graf butonu
kullanilarak elektrostatik alaninin potansiyel
ylizeyi (Sekil 1) ve es potansiyelli seviyeler
(Sekil 2) gizilir.
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Sekil 1. Elektrostatik potansiyel yiizeyi.

Sekil 2. Espotansiyelli seviyeler.

3. Poisson Denkleminin Coziimii

Bu caligmada iki boyutlu
o’'u o’u

—+—5=f(X,y) Poisson denkleminin
oX~ oy

¢Oziimii yapilmistir (Program 1).

Burada; N fonksiyonun  degerlerinin
hesaplandig1 noktalarin sayisini, €2 relaksiyon

prosesini diizenleyen parametreyi, N _lter
iterasyon sayisini, @ i¢ diigimlerde baslangig

yaklasimi ve sinirlarda potansiyelin degerini
belirleyen kare matrisi ve f ise yiikiin
dagilimini belirleyen fonksiyondur.

Bu program, sinirdaki belli potansiyeli
(u(x,0)=u(x,1)=0, u(0,y)=u(,y)=0)

kare bolge (OS Xx<lcm, 0< yslcm) icin

kontrol edilir. Bolgenin i¢inde bir kare

hiicrenin

(0.4<x<0.6cm, 0.4 <y <0.6cm)oldugu

ve bu hicrede yiklerin p =600 C/cm’

yogunlugu ile diizgiin olarak dagildigini
varsayimi ile s6z konusu sinir deger
probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki sira ile
islemler yapilir.

1. Program 1°deki program calisma sayfasina
yazilir.

2. Agin diglim noktalar1 ve smir kosullari

belirlenir:
=18 i=0.H j=0.H
kr=1.H-1 ky=1.H-1
$,=0¢,=0
¢0’j =0 ¢N’j =0
¢kx,ky =10

3. Hiicrede yiiklerin dagiliminmi ifade eden

fonksiyon tanimlanir:

flx,v) = |600 ff (D4<x<0@)-(04y208)
0 othenwise

4. Relaksiyon prosesini diizenleyen parametre

=124

belirlenir:
5. Baglangig yaklasik deger ve iterasyon sayisi

belirlenir:

W _Iter = 100 k=0.H Tter

6. Elektrostatik potansiyelin hesabi yapilir:

Ek = iter(N,Q ,k,tl:,fﬁk

7. Iterasyon sayist 100 kabul edilerek
espotansiyelli seviyelerin  haritas1  ¢izilir.
Bunun i¢in Graph butonundaki Contour Plot

secenegi kullanilir.
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Sekil 4. Es potansiyelli seviyelerin haritasi.

Iterasyon sayis1 100 i¢in espotansiyelli
seviyelerin ve ylizeylerin haritalar1 sirasiyla
Sekil 4 ve Sekil 5°de gosterilmistir. Iterasyon
sayisina gore degisim dinamigini ag¢ik bir
sekilde izlemek ic¢in her iterasyona gore
haritanin  ¢izilmesi gerekmektedir. Bunu
degisiminin goriintiilenmesi i¢in animasyon

klipinin yapilmasi gerekir.

Sekil 5. Espotansiyelli yiizeyler

4. Laplace Denkleminin Coziimii
Iki boyutlu Laplace  denklemi Poisson

denkleminde f(X,y)=0 oldugu duruma

denktir:
2 2
% + % =0 %)
Bu denklem de Program 1’deki
programla ¢oziilebilir. Ornek olarak, sinirlarda
potansiyeli belli olan
Ux,0)=u(x,1)=12V,u(0,y)=u(l,y)=6V)
kare bolgede (O <x<lem,0<y< lcm)

¢oziimii bulalim. Kare bolgenin  17x17
agdan olustugu varsayilsin. Burada sinir
degerleri ve diger degerler dikkate alinarak
Laplace denklemi ¢oziiliir.
H=1& i=0.H j=0.H
k=1 H-1 ky=1.H-1
§i,0=12 dN=12 dnj=6 ¢y j=6
By oy = 14 =12

flx, %) =0
N _Tter:= 100 k=0, W _Iter

Ek = iter{ M, 02k, .00

Sekil 6’dan goriildiigii gibi haritadaki
espotansiyelli  seviyeler silirekli  cizgiler
degildir. Espotansiyelli c¢izgilerde olusan bu

siireksizlikler elektrostatik alanin siddetini
ifade eden V@(X,Y) tirevinde siireksizligin

oldugunu gosterir. Diger yandan, Laplace

denklemini saglayan ¢@(X,Yy) fonksiyonunun

siirekli oldugu bellidir [1]. Sayisal hesapta
ortaya c¢ikan bu istenmeyen durum koordinat
agmin (veri noktalarinin biiyiikk olmasina
baglidir.) adiminin biiyiik olmasi ile baglhdir.
Bu yetersizligi agmak i¢in spline-iterpolasyonu

kullantlmagtir.

5. Spline-interpolasyonu

Interpolasyon var olan veri noktalar1 arasinda



tahminde bulunarak degerler tahmin etme
yontemidir [2]. Burada kullanilan Spline—
interpolasyon isleminde {ii¢ komsu nokta
alinarak kiibik polinom bu noktalardan
gececek bicimde bir egri uydurur. ki
degiskene bagli Spline-interpolasyon islemini
yapacak programi inceleyelim. Bu fonksiyon
Laplace ve Poisson denklemlerinin ¢oziimii
icin kullamldigindan yukarida kullanilan
isaretlemeler ayni tutulur.

1. Dikdortgen agin  diigiim noktalarinin

koordinatlar1 belirlenir:

2. Dikdortgen agmm kosegeninde yerlesen
diigim  noktalarmi  belirleyen nx?2
mertebeden matris yaratilir:

Loy = augment( 332 V)
3. Nx2 mertebeden Mz matrisi yaratilir: Bu

matrisin -~ Mz;  elemam (X, y) noktalarinin

koordinatlarini belirtir.

= I'u'Ix],ri,D w. = My, q

] 1:

Mz = ENi f1 = ronwrs( ME)

4. Mxy,Mzile belirtilen digiimlerde spline
fonksiyonunun katsayilar vektorii hesaplanir:
& = cepline MWy Mz

5. Interpolasyon fonksiyonu tanimlanir:

bt
fit(x,v) = mtem[S,ngr,Mz,[ j:|
¥

6. Interpolasyon degerlerinin hesaplanacagi

diiglim noktalarinin koordinatlar1 belirlenir:

xl = I'L-'I:q.rl:I 0 = My

n-1.0

vl = MWEI,I vl = I'.L-'I:q.rn_1 1
Ne=>3n Ny :=5n

@2=0.Nx-1 j2=0.Hy-1

-zl 2 -l
X.ﬂ =zxl + * 14 ?.2 :=5r1+u.j;:
Nx ] Ny

7. Koordinat aginin diigiimlerinde iterpolasyon
fonksiyonunun degerleri hesaplanir:
FIT, o= B, V|
8. Espotansiyelli seviyelerin haritas1 ¢izilir
(Sekil 6).
Sekil 6 wve Sekil 7°deki haritalar
karsilagtirildiginda spine-interpolasyon

isleminin espotansiyelli seviyelerin
haritasindaki = siireksizligin ortadan kalktig1
goriillir.  Bununla  beraber iterpolasyon
fonksiyonu elektrostatik alanin  siddetinin
hesaplanmasina ve alanin kuvvet ¢izgilerinin

haritasinin ¢izilmesine olanak saglamaktadir.

FRAME = 100

15

10

BrRAME

Sekil 6. Egpotansiyelli seviyelerin haritasi.

9. Elektrostatik alan vektoriinii  dondiiren
fonksiyon yaratilir (Program 2).
10.  Elektrostatik  alanin  hesaplanacagi
diigtimlerinin koordinat ag1 belirlenir:
Hlx=2n Hly:=2n

=0, Mxz-1 i3=0.Ny-1



¥ —xl 3 — 1l
¥4, =l + R ova=yle 2T
B H1x i3 Nly

11. Elektrostatik alanin siddeti hesaplanir:

B2 = Vekton 4, Y4, fif)

1004

A0

T
1] A0 100

FIT

Sekil 7. Espotansiyelli seviyelerin haritasi
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Sekil 9. Elektrostatik alan vektdriiniin dagilimi

6. Sonuc

Bu calismada, belirli yiike sahip cisimlerin
olusturdugu potansiyelin ve elektrik kuvvet
cizgilerinin uzayda dagilimi incelenmistir.
Coziimden elde edilen dagilim egrilerinde
olusan siireksizligi onlemek i¢cin MatCAD’in
hazir fonksiyonlar1 yetersiz kalmaktadir, bu
stireksizlik yapilan ek programla giderilmistir.
Bu yontem iki boyutlu tiim eliptik diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilabilir.
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Program 1. Poisson ve Laplace denklemlerinin ¢6ziimii i¢in program
iter| N, 02, N _Iter,4.f) = |he %
for jel. N
¥ Jh
for ie0.H
ri-ih
Pi,j < x5
for k=0, W Iter
for jel1.H-1
for 11 H-1

0 2
$i,j < 1- Q)"i’i,j + Z(¢i+1,j +i-1 %+ i -1+ h 'F‘i,j)

Dk<—¢

Program 2. Elektrostatik alan vektoriiniin hesap programi

Vekton X,Y,6) = |dx mmﬂimlaumﬁﬂg

o mar¥) - min(¥)
100

for ie 0. rowa(E) — 1

for je0. rows(¥) -1

Ay

fi l‘{i + Ax, T, - ) Xi - hx, Y.
Fx . e ] ]
L.] 2-hx

fi Xi,‘fj + Avw| - ] Xi,‘fj - |

Exy.

.
1.]

1Ay
Exi,j + 1-E1:,ri,j

t 2 2
JIEJ{LJ-I + IEFi,_]'I




