ELEKTROSTATIK ALAN PROBLEMLERI ICIN
SINIR ELEMANLARI YONTEMI

Murat UYAR!

Selcuk YILDIRIM?

12 Teknik Egitim Fakiiltesi, Elektrik Egitimi Boliimii, Firat Universitesi, 23119, Elaz1g

!e-posta: muyar@firat.edu.tr

ABSTRACT

This work presents solutions of the direct boundary
element method (BEM) for two dimensional
electrostatic  field problems. Numerical solutions
obtained in this investigate are for the two-
dimensional Laplace equation using the constant
elements. For the calculation of electric field intensity
using BEM, a software program called ‘EFIELD’ has
been developed in MATLAB software package. Using
the developed program, an example on electrode
system which includes external regions has been
given. Obtained results have been compared with
those obtained from ELECTRO package program for
verify solution of program. Effect of the increase in
elements number to the solution has been also
investigated.
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Method, Constant Boundary Elements, Laplace
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1. GIRIS

Yiiksek gerilim cihazlarinin izolasyonu, elektrik gii¢
sistemlerindeki giivenlik gereksinimlerinden dolayi
giinden giine énem kazanmaktadir. Elektrik alani ve
potansiyel dagiliminin belirlenmesi, yliksek gerilim
cihazlarinin tasarlanmasi ve gelistirilmesinde ¢ok
onemli rol oynamaktadir. Elektrik alan dagilim
bilindigi takdirde kismi desarjlar ve bu desarjlarin
etkileri azaltilabilir [1].

Elektrostatik alanlarin analizi i¢in ¢esitli yontemler
gelistirilmistir. Bu yontemler deneysel, analitik ve
sayisal yontemlerdir. Empedans aglari, yari iletken
kagit, elektrolitik tank gibi deneysel yoOntemler
gecmiste bazi tasarimlarda kullanilmistir. Bu analog
teknikler, karmagik yapidaki cihazlar ile ¢ok yalitkanli
ve iletkenli ortamlara sahip problemlerin analizinde
yetersiz kaldig1 i¢in tercih edilmemistir.

Elektrostatik alanlar1 tanimlayan Laplace ve Poisson
denklemlerinin analitik ¢ozlimii basit geometriler ve
yik dagilimlart igin elde edilebilir. Fakat bu tip
problemlerin ¢oziimii oldukc¢a smirli bir kullanim
alanina sahiptir. Uygulamada sik¢a kullanilan elektrik
motorlart ve oOzellikle de yiiksek gerilim izolator
geometrileri, basit yiik dagilimlari ile analiz edilemez
ve ayrica analitik sekilde ifade edilemez [2].
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Sayisal yontemler, yapilan analizlerin dogrulugunu
arttrmak  ve ¢Oziim  siiresini  azaltmak igin
uygulamadaki alan problemlerini ¢ézmede oldukga
ilgi ¢ekici olmustur. Sonlu farklar, sonlu elemanlar,
smir elemanlar1 ve ylik benzetim gibi sayisal
yontemler uygulamada kullanilan en yaygmn
yontemlerdir. Bu yoOntemler, diferansiyel denklem
tizerinden ¢dziim yapan ve integral denklem tizerinden
¢Oziim yapan sayisal yontemler olmak iizere iki grupta
incelenir. Sonlu elemanlar ve sonlu farklar yontemi
birinci gruba girerken, sinir elemanlart ve yik
benzetim yontemi ikinci grupta yer alir.

2. SINIR ELEMANLARI YONTEMIi

Sinir elemanlar1 yontemi, bilim ve teknolojinin farkli
branslarindaki sinir deger problemlerinin ¢dziimii i¢in
ortaya ¢ikarilan bir sayisal yontemdir [3]. Bu yontem,
sinir integral denklem yontemi olarak bilinen integral
denklem yonteminden tiiretilmistir. Geometrik sinirlar
lizerinde tanimlanmug sinir sartlart ile beraber verilen
bir denklemin Green fonksiyonu bilindiginde, bdyle
bir smir deger problemi integral denklem haline
getirilebilir [4, 5]:

cu; +Juq*dS=Jqu*dS (1)
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Bu sinir integral denkleminde, sinir iizerindeki bir “i”
diigiimiinde hesaplanacak potansiyel u; ile gosterilir.
u*, iki

¢Oziimiidiir:

boyutlu Laplace denkleminin temel
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Sinir integral denklemini ¢c6zmek amaciyla iki boyutlu
bir B bolgesi, ‘sinir elemant’ olarak isimlendirilen N
tane sinir parcasiyla S smiri {izerinde aynistirihir ve

denk.(1)’deki sinir integral denklemi, sinir {izerindeki
bir “i” diigiimii i¢in su sekilde yazilabilir:
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Burada u ve q, S; eleman {izerindeki potansiyel (u) ve
aki (q) degerleridir. S; smir eleman iizerindeki
integraller, sayisal integrasyon yontemleri kullanilarak



coziildiikten sonra asagidaki denklem sistemi elde
edilir:

Hu=Ggq 4

Bu sinir bilinmeyenlerinin  bulunmasi ile bdlge
icerisinde herhangi bir i noktasindaki potansiyel
hesabin i¢in kullanilan ¢6ziim denklemi elde edilir:

” =jqu*ds —qu*dS (5)
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Bu denkleme i¢ nokta integral denklemi adi verilir.

3. ELEKTRIK ALAN ANALIZi

Elektrik alan problemlerinin analizi ile ilgili fiziksel
biiyiiklik genellikle elektrik alan siddetidir. Yiiksek
gerilim gii¢ cihazlarmin izolasyon tasariminda,
elektrot ve dielektrik yilizeyler iizerindeki elektrik alan
siddetinin bilinmesi ve elektrik desarj problemleri igin
analiz bolgesi boyunca elektrik alan dagiliminin
belirlenmesi biiyiik dnem tagimaktadir [6].

Bir elektrik alan problemi i¢in analiz edilecek bdlge
sinirlari, Dirichlet smir1 (S4), Neumann smiri (S,) ve
karigik smir olmak (SyuUS,) lizere li¢ sinir sart: ile

tanimlanabilir (Sekil 1).
Sq
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Sekil-1. Iki boyutlu bir problem bolgesi ve sinirlar

Burada, Sy sinir1 {izerine potansiyel (u) ve S, smiri
iizerine potansiyelin normale gore tiirevi (Ou/0On=0)

uygulanir.
Kartezyen koordinatlardaki potansiyel gradyant
vektori,
Ey=-vu=o 2725 (6)
ox oy

oldugundan denk.(5)’de belirtilen i¢ nokta integral
denklemi dikkate alinarak, ‘i’ uygulama noktasina
gore gradyant alindiginda,
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elde edilir. Denk.(7)’in daha sade sekli,
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olarak yazilir. Denk.(6)’ya gore bu ifadeler elektrik
alaninin x ve y bilesenlerini temsil etmektedir.

Denk.(8) ve denk.(9)’da temel ¢Oziimiin bir ‘i’ ig
noktas1 iizerinde etkili oldugu ve biitin u ve q

degerlerinin daha Onceden bilindigi g6z Oniine
alindiginda bu denklemlerin  matris  seklindeki
gosterimi ,
£,] =-G.]lg]+[#, ][] (10)
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seklinde olur. Denk.(10) ve denk.(11)’in sag tarafinda
bilinmeyen yoktur. Bu denklemler kullanilarak
elektrik alanin x ve y yoniindeki bilesenleri hesaplanir.
Burada Hy ile Gy, x bilesenine gore, Hy ile Gy ise, y
bilesenine gore Nx1 boyutunda iki etki matrisidir.

Elektrik alanimin genligi E,, ve agis1 Ej ise,

) E,
|E,|=JEZ +E,7 ve E0=tan_1(E—yJ (12)
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formiilleri ile hesaplanabilir [2].

4. UYGULAMALAR

Elektrik alan analizi icin MATLAB’da hazirlanan ve
EFIELD adi verilen bir program gelistirilmistir. Bu
program, iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin
¢Ozimii igin siir elemanlari yontemini
kullanmaktadir. Programda problem bdlgesinin
sinirlari, sabit sinir elemanlari ile bélmelenmistir.

Incelenen 6rnek sistemde, yarigaplari 1 m olan ve y
eksenine paralel iki kiireden olugan elektrot sisteminin
potansiyel ve elektrik alan dagilimlari belirlenmistir.
(Sekil 2). EFIELD programi ile problem geometrisi
16, 32, 64 ve 128 adet sabit sinir elemaniyla
boélmelenmis ve y=0 ekseni boyunca belirlenen 10
hesap noktasindan degerler alinmistir. Elde edilen
sonuglar, ELECTRO paket programi sonuglari ile
Tablo 1 ve Sekil 3’de karsilagtirilmistir. Ayrica Sekil
4’de es potansiyel ve es elektrik alan ¢izgileri
gosterilmistir.

Bu calismada kullanilan ELECTRO, sinir elemanlari
yontemiyle  iki  boyutlu  elektrostatik  alan
problemlerinin ¢6ziimii igin kullanilan bir paket
programdir [7].
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Sekil-2. Kiire-kiire elektrot sistemi ve incelenen hesap noktalari
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Sekil-3. (a) y=0 ekseni boyunca potansiyelin degisimi, (b) Elektrik alan siddetinin degisimi

Tablo 1. Kiire-kiire elektrot sisteminin 128 eleman ile ¢6ziim sonuglari

Hesap Koordinatlar ELECTRO EFIELD
Noktasi (m) Programi Programi
X y U (V) Em (V/m) U (V) Em (V/m)
1 -0.9 0.0 87.439 120.100 87.332 119.937
2 -0.7 0.0 65.083 104.790 65.006 104.654
3 -0.5 0.0 45.118 95.641 45.066 95.527
4 -0.3 0.0 26.570 90.383 26.539 90.278
5 -0.1 0.0 8.7770 87.965 8.7670 87.865
6 0.1 0.0 -8.7770 87.965 -8.7670 87.865
7 0.3 0.0 -26.570 90.383 -26.539 90.278
8 0.5 0.0 -45.118 95.641 -45.066 95.527
9 0.7 0.0 -65.083 104.790 -65.006 104.654
10 0.9 0.0 -87.439 120.100 -87.332 119.937
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Sekil-4. (a) Kiire-kiire elektrot sisteminin espotansiyel ¢izgileri, (b) Es elektrik alan ¢izgileri

5. SONUCLAR

Simir elemanlart yontemiyle iki boyutlu elektrostatik
alan analizi i¢in ilk olarak Laplace denkleminden bir
i¢ nokta integral denklemi elde edilmistir. Daha sonra
bu denklem {iizerinden potansiyel gradyant alinarak x
ve y yoniindeki elektrik alan siddetini veren formiiller
elde edilmistir.

Elde edilen denklemler yardimiyla ¢oziim yapan
EFIELD isimli bir program gelistirilmistir. Bu
program kullanilarak kiire-kiire elektrot sistemi
tizerinde 6rnek bir uygulama yapilmustir.

Bu uygulamanin sonuglarina iligkin gekil ve
grafiklerden de goriildiigii gibi, potansiyel ve elektrik
alan siddeti degerleri dogru bir sekilde elde edilmistir.
Ayrica, eleman sayist arttirildiginda - problem
geometrisinin daha iyi modellenmesi nedeniyle - daha
dogru sonuglarin elde edildigi goriilmiistiir.

iki boyutlu bu problem icin bir boyutlu sabit sinir
elemanlar1 kullanilmigtir. Sinir elemanlar1 yonteminin
bu ozelligi sayesinde problemin boyutu bir derece
indirgenmektedir. Boylece hem veri sayis1 azalmakta,
hem de ¢6ziim siiresi kisalmaktadir.
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