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Ozet

Zamanla degismeyen dogrusal sistemlerin ¢oziimiinde Laplace
doniigiimiiniin de i¢inde bulundugu bir¢ok ¢bziim ydntemi
gelistirilmistir. Ancak zamanla degisen dogrusal sistemlerin
genel bir analitik ¢oziim metodu bulunmamaktadir. Zamanla
degisen dogrusal sistemlerin ¢oziilebilmesi, bu sistemlerin
uygun transfer matrisleri ile zamania degismeyen dogrusal
sistemlere doniistiiriilebilmesi ile miimkiindiir. Bu makalede,
zamanla degisen dogrusal sistemlerin, zamanla degismeyen
dogrusal sistemlere doniistiiviilmesini saglayan simirl sayidaki
smiflandirmalara (A4 Class, Ay, Class HG Class) yeni bir
smif eklenmis ve belirtilen yeni sinif igin ¢oziim metodu
agiklanmustir.  Sistemin ~ bu  var olan  smiflandirma
sistemlerinden hangisine ait oldugunun belirlenmesi, sistemin
0z degerlerinin yapist ile dogrudan iligkilidir ve bu ¢alismada
yine 0z degerler dikkate almarak, yukarida belirtilen
A, Class, Ay, Class HG Class siniflarina ait olmayan yeni bir
¢oOziim yontemi agiklanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Zamanla degisen dogrusal sistemler,
Coziilebilir dogrusal sistemler

Abstract

There have been various solution methods including Laplace
transform developed for Time invariant Linear Systems
(TILS). However, there isn’t a gemeral analytical solution
method for Time Varying Linear Systems (TVLS). To solve
these systems, we should find suitable transer matrices to
transform TVLS into TILS so that analitical solution becomes
posible. In this paper, we have added a new class to existed
solution classes (A4 Class, 4, Class HG Class) to transform
TVLS into TILS and the proposed new solution class is
explained. Determination of any system’s class is directly
related to the structure of the system’s eigenvalues and in this
study we also take eigenvalues into consideration to explain
anew solution class apart from existed solution classes.

Keywords: Time varying linear system, Solvable linear
system
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1. Giris
Zamanla degisen n boyutlu dogrusal sistemler

d’;—(t” = A®)x(t) + B(Ou(t)

@)
esitligi ile tanimlanabilir.

Burada, X: durum vektorii
u: kontrol vektorii
A: sistem matrisi
B: giris matrisi

(nx1 elemanli vektor)
(1x1 elemanli vektor)
(nxn elemanli matris)
(nx1 elemanli matris)

olarak adlandirilir. A(t) ve B(t) elemanlari, devre elemanlari
ile dogrudan iliskilidir ve bu elemanlarin zamana bagli olup
olmamalari, tiim sistemin zamana bagli olup olmamasi
sonucunu tayin eder.

Zamanla degismeyen dogrusal sistemler igin ise A(t)=A ve
B(t)=B oldugundan, zamanla degismeyen n boyutlu dogrusal
sistemler

dx(t)

prali Ax(t) + Bu(t)

)
esitligi ile tamimlanabilir. Bu sistemin genel bir ¢ozim
yontemi mevcut olup, (2) esitligine Laplace doniigiimil
uygulanarak

sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s) 3)

X(s) = (sI —A)7*X(0) + (s — A)~'BU(s) 4)

sistem ¢Ozlimii miimkiin hale gelir. (4) esitligine ters Laplace
doniisiimii uygulanarak x(t) asagidaki gibi elde edilir. [1]
x(t) = eftxy + fot eAt-D By (t)dr 5)

Sisteme giris uygulanmadigi zaman (u(t) = 0), yani homojen
zamanla degismeyen sistemler i¢in x(t)

x(t) = eflx,

(6)
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esitligi ile tamimlanabilir. [2]  Ancak zamanla degisen
sistemler i¢cin bu sekilde genel bir ¢dziim ydntemi
bulunmamaktadir. Ay Class, Ay, Class ve HG Class ¢6ziim
metotlart kullanilarak bazi zamanla degisen sistemler, uygun
transfer matrisleriyle zamanla deZismeyen sistemlere
dontstiiriilerek, bu sistemlerin = ¢oziimii mimkiin hale
gelmektedir. [3], [4] ve [5]

Zamanla degigen bir sistemin A;Class, A Class veya HG
Class’tan birine ait olup olmamasi, sistemin 6z degerleriyle
dogrudan iligkilidir.

Eger

dx(t)

= A(®)x(®) ™
homojen zamanla degisen dogrusal sistemin 6z degerleri sabit
ise sistem A, Class grubuna ait olup bu sistem i¢in ¢6ziim

dA(t)

MA@ — A4, = X ®)

esitligini saglayan A; matrisi [3] ile elde edilen
T(t) = eMt 9)

Transfer matrisi hesaplanabilir. Zamanla degisen dogrusal
sistem, doniisiim matrisi

x(t) = T(t)z(t) (10)
bagmtisi ile

=8 = Az(o) (12)
zamanla degismeyen dogrusal sisteme doniisiir.

Burada A [3]

A =T DADTE) - T(1) L2 12)
esitligi ile hesaplanir ve z(t)’de [2]

z(t) = etz (13)
esitligi ile hesaplandiktan sonra x(t)

x() = T(D)z(t) = etitedte=Aitox(t) (14)

esitligi ile bulunur.

Eger homojen zamanla degisen dogrusal sistemin (7) 0z
degerleri sabit degil ve birbirlerinin kati ise sistem Ay Class
grubuna ait olup bu sistem i¢in A; matrisi

dA(t) dh(t)

_ _dt
A,A(0) — A4, = i — 5

A(t) (16)

esitligi ile hesaplanir. A; matrisi [3] kullanilarak Transfer
matrisi

T(t) = eA9® a7
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esitligi hesaplanir. (16) esitliginde h(t), 6z degerlerin taban
fonksiyonudur ve sistemin 6z degerleri

A =Kkh(t) A1 = Kyh(t),... Ay =Kk, h(0) (18)
seklindedir. (17) esitligindeki g(t) ise
9@ = J h@dr (19)

esitligi ile bulunur. Bu degerler hesaplandiktan sonra X(t)
sirastyla (12), (13) ve (14) esitlikleri kullanilarak bulunabilir.
(3]

Eger homojen zamanla degisen dogrusal sistem,

dx(t)
dt

= A()x(t)

te-1 _ ¢ 20
ol BRI  EO) (20)
seklinde taniml ikinci dereceden bir sistem ise bu sistem HG
Class grubuna dahil olup sistemin transfer matrisi

ik

_ 211 o0
T(t)—ek[t 1] 1)
esitligi ile bulunur. [5] Burada x(t), A Class ve A, Class’ta
belirtildigi gibi  swrasiyla (12), (13) ve (14) esitlikleri
kullanilarak,

XO=T®)P (£, to)T~(to)X(to) (22)

esitligi ile elde edilir. [3]

2. Zamanla Degisen Dogrusal Sistemler i¢in
Yeni Bir Coziim Sinifi (IDAL Class)

Zamanla degisen dogrusal sistemlerin ¢6ziilebilmesi igin
sistemin 6z degerlerinin 6nemli bir rol oynadigini belirtmistik.
Zamanla degisen homojen dogrusal sistemleri

dx(t)

= A(t)x(t) (23)
esitligi ifade ederiz. Burada zamanla degisen dogrusal
sistemin ikinci dereceden bir sistem oldugunu ve

f@®) —g@)

dx(t) _ [d ©
2 g()?

dt

x(t) (24)

f(© +g(t)]

esitliginde belirtilen f(t) integrali alinabilen ve g(t)’de tiirevi
alinabilen zamana bagl fonksiyonlar olmasi sart1 ile, sistemin
6z degerleri

—FO+ Y9 and 2, =) - [©O

seklinde bulunur. Sistemin 6z degerlerinin daha dnce analitik
¢Oziimii tanimlanmig A, Class, A, Class ve HG Class

(25)
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gruplarinda belirtilen sistemlerin 6z degerlerinin hi¢ birisine
dahil olmadigin1 gorebiliriz. Bu sistemi zamanla degismeyen
dogrusal sisteme doniistiiren Transfer matrisi

T(t):eftto foat [g(lt) (1)]

esitligi ile bulunur. Burada A(t) sistem matrisini, zamanla
degismeyen A matrisine doniistirmek igin biitiin f(t) ve g(t)
degerleri icin (12) esitligi kullamilir. Biitin f(t) ve g(t)
degerleri igin A sabit sistemi

(26)

[0 1
=y o @)
seklinde bulunur. Zamanla degismeyen homojen

dz(t) _ =

e Az(t) (28)
dogrusal sistemin de x(t)

_ f(t)dt[ 1 ®
X(t)ze o gt tglt)+1 (29)

esitligi ile bulunur. Baglangi¢ degerleri de hesaba katildiginda

X(O=T®)p (£, to)T " (to)X(to)

esitliginden x(t) elde edilir.

(30)

2.1 Ornek

Ikinci dereceden zamanla degisen homojen dogrusal sistemin
durum-uzay denklemi

dx,(t)/dt]_
dy(0) /dt]_A(t)X(t)

_ [2 sin(t) cos(t) — 2sin(t) — 1 1
| 2cos(t) — (2sin(t) + 1)?

[x1 ®) (31)

x5 (t)

seklinde verilsin. Bu sistemin 6z degerleri
A, = 25sin(t) cos(t) + /2cos(t) ve
A, = 2sin(t) cos(t) — /2cos(t).

olarak hesaplanir. Bu sistemin transfer matrisi

(32)

T(t)=eGin®)* (33)

[2 sin(lt) +1 (1J]

esitliginde belirtildigi gibi elde edilir. Bu transfer matrisi
kullanilarak zamanla degisen homojen dogrusal sistem

dz(t) _
at

Az(t) = g (l)z(t) (34)

2 sin(t) cos(t) + 2sin(t) + 1
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esitligindeki gibi sabit katsayili sisteme dondstirilir. Bu
sistem de Xx(t), baslangic degerleri de hesaba katilarak
asagidaki gibi bulunur.

x(t)=

o (sin(t—t)? 1 (t—to)

2sin(t —ty) +1  2(t —ty)sin(t — to) + 2

T~ (to)x(to) (3%)

3. Sonuclar

Zamanla degismeyen dogrusal sistemlerin ¢6ziimii i¢in genel
bir analitik ¢6ziim metodu vardir. Ancak zamanla degisen
dogrusal sistemlerin ¢oziimii i¢in genel bir analitik ¢6zim

yontemi mevcut degildir. Zamanla degisen dogrusal
sistemlerin ¢oziimii uygun bir transfer matrisi kullanilarak, bu
sistem zamanla degismeyen dogrusal sisteme

doniistiiriildiikten sonra ¢6ziimii miimkiin olmaktadir.

Bu ¢aligmada, zamanla degisen dogrusal sistemlerin analitik
¢Oziimii i¢in zamanla degigsmeyen dogrusal sistemlere uygun
transfer matrisi kullanilarak doniistiiriilmesini saglayan sinirl
sayidaki simiflandirma tammina (A, Class, Ay, Class HG
Class) bir yenisi (IDAL Class) eklenmistir. IDAL Class ile
analitik ¢ozimi olan farkh bir A(t) yapist onerildigi igin
zamanla degisen dogrusal sistemlerin  ¢oziim  kiimesi
genisletilmigtir.
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