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Ozet

Ters sarkag, kararsiz yapiya sahip, dinamik olarak denge
durumu kolay bozulabilen ve dogrusal olmayan matematik
modele sahip yetersiz uyarimli bir sistemdir. Bu ozellikleri
sebebiyle, ters sarkag sistemi iizerinde farkli denetim metotlar
denenebilmektedir. Bu ¢alismanin amaci, ters sarkact agagi
denge konumundan yukari denge konuma getirmek ve bu
konumun komsulugunda tutabilmek olarak tamimlanan iki
denetim problemini ¢ozmektir. Sarkact yukari kaldiracak
denetleyici icin sarkacin enerjisinin kontroliine dayanan
dogrusal olmayan model dngoriimlii  denetim  metodu
kullamilmaktadir. Sarkact yukar: denge noktast komsulugunda
tutacak denetleyici icin ise kayma kipli denetim araglarina
dayanan dogrusal olmayan model ongoriimlii denetim metodu
kullanilmaktadir. Sistemin durumuna gore, bu
denetleyicilerden sadece bir tanesi aktif olmaktadwr. Her iki
denetim problemi de girdi, durum ve performans kriterlerinin
kullamildigi  dogrusal olmayan programlama problemleri
olarak formiile edilmislerdir. Bu metodun gecerliligi, ters
sarka¢ problemine uygulandiginda elde edilen zamana gore
grafikler ile desteklenmektedir.

Abstract

Inverted pendulum is an underactuated system which has an
unstable, and nonlinear dynamic model. Owing to these
properties, different control techniques can be tested on this
system. The aim of this work is to swing-up the pendulum from
its lower stable equilibrium point to its upper unstable
equilibrium point and to balance it at the neighborhood of the
upper equilibrium point. In order to swing-up the pendulum,
energy-based nonlinear model predictive method is used. For
balancing, a controller which is designed by using nonlinear

model predictive control based on sliding mode control is
used. Only one of the controllers is active, according to the
state values of the system. Both of the control problems are
Sformulated as nonlinear optimization problems having some
performance criteria. Validity of the methods are shown by the
simulation results.
1. Giris

Bu calisma kapsaminda, ters sarkaci asag1 denge konumundan
yukar1 denge konuma getirmek ve bu konumun komsulugunda
tutabilmek iki ayr1 denetim problemi olarak ele alinmaktadir.
Sarkac1 asag1 denge konumundan yukari denge konumuna
getirecek denetleyici icin sarkacin enerjisinin kontroliine
dayanan dogrusal olmayan model 6ngoriimlii denetim metodu,
sarkact yukar1 denge noktas1 komsulugunda tutacak
denetleyici i¢in ise kayma kipli denetim araclarina dayanan
dogrusal olmayan model Ongoriimlii denetim metodu
onerilmektedir. Ters sarkag, dogrusal olmayan matematik
modele sahip, uygun denetlenmediginde denge durumu kolay
bozulabilen, sarka¢ acisinin ve ara¢ pozisyonunun arabaya
uygulanan bir girdi ile kontrol edilebildigi yetersiz uyarimli
(underactuated) bir sistemdir.

Ters sarkacin yukari kaldirilmasinin enerji kontrolii ile
denetimi caligmalari, arabaya uygun denetim girdileri
uygulanarak sarkaca enerji aktarilmasina dayanmaktadir.
Astrom ve Furuta’nin ¢aligmalarinda ([1], [2]) sarkact yukari
denge konumuna getirmek icin enerjinin bang-bang denetim
ile arttirilmasina dayanmaktadir. Yoshida’nin ¢alismasinda [3]
ise enerjinin degisimi, sarkacin acisit ve acisal hizina bagh
olarak elde edilen arabanin ivmesinin isaretine gore
belirlenmektedir. Chatterjee ve arkadaslarinin calismasinda
[4], diger caligmalardan farkli olarak aracin hareket ettigi ray
uzunlugu ve denetim girdisi tizerindeki kisitlar da dikkate



alinarak yukari kaldirma denetimi incelenmektedir. Muskinja
ve Tovornik’in [5] caligmalar1 fuzzy kural setinin kullanildig:
kural tabanli ¢oziim yaklasimina bir 6rnektir.

Ters sarkacin kararli hale getirilmesi probleminde en genel
yaklagimlar, dogrusallastrma ve  kutup  yerlestirme
tekniklerine dayanmaktadir. Ornegin, Bugeja [6] ¢alismasinda
kararlilik icin durum geribesleme yaninda kutup yerlestirmeyi
kullanmistir. Bu yaklagimi kullanarak, dogal frekans ve
soniimleme oram1  belirlenen  degerlere  ayarlanmustir.
Yoshida’nin ~ [3]  calismasi1  kararlilik  probleminin
dogrusallastirma ile ¢oziildiigii bir 6rnek olarak incelenebilir.
Bu caligmada kararli duruma getiren geri besleme katsayisi
LQ kriterini saglayacak sekilde secilmistir. Zhong ve Rock’iin
[7] calismalarinda tek denetim girdisi ile kontrol edilen
serbestlik derecesi iic olan bir ters sarka¢ sisteminin kararl
hale getirilmesinde dogrusallagtirma yonteminin kullanimi
incelenmistir.

Model 6ngoriimlii denetim, tasarimcilarin, sistem kisitlarini ve
performans kriterlerini tasarim asamasinda siirece dahil
edebilmesine izin veren bir yaklasimdir. Maciejowski’nin [8]
yazmig oldugu kitapta Ongoriimlii  denetimin temelleri
verilmektedir. Findeisen ve Allgéwer’in [9] ¢alismalart model
ongoriimlii denetim metodu igin kapsamli bir gézden gegirme
olarak incelenebilir.

[11] ile verilen ¢alismada, yukari kaldirma problemi dogrusal
olmayan programlama problemi olarak ele alinmistir. (Esnek)
Kisit denklemleri sarkacin agisina ve agisal hizina gore farkli
kurallar gelistirilerek olusturulmustur. Bu ¢aliymanin [11] den
farkli yani, yukari kaldirma problemi i¢in tek bir (esnek) kisit
olusturulmasi ve amag fonksiyonunun farkli tanimlanmasidir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde, kullanilan ters sarkag sistemi
ile ilgili kisa bir bilgi sunulmakta ve sistem dinamiklerinin
siirekli ve kesikli zaman modelleri verilmektedir. Ugiincii
bolimde, ters sarka¢ yukar:1 kaldirma problemi icin
optimizasyon problemi modeli olusturulmasi ele alinmaktadir.
Dordiincii  boliimde, ters sarkag¢ kararlilik problemi igin
optimizasyon problemi modeli olusturulmasi ele alinmaktadir.
Besinci bolimde, bu caligma kapsaminda incelenen
yaklagimin islerligini Ornekleyen bilgisayar benzetimleri yer
almaktadir. Altinc1 boliimde ise sonuglar yer almaktadir.

2.Ters Sarkac Modeli

Sekil 1’de gosterildigi iizere, ters sarkag sistemi temel olarak,
hareket eden bir araba iizerine monte edilmis bir sarkagtan
olusur. Sistem tek bir denetim girdisi (arabaya uygulanan
kuvvet) ile kontrol edilen iki ¢ikisa sahip (arabanin pozisyonu
ve sarkacin agis1) yetersiz uyarimli bir sistemdir. Sarkag

8,0)=(7,0) ve (6,0)=(0,0) olmak iizere iki adet denge
noktasina sahiptir. Sarka¢ kararli olan asagi denge noktasi
6,0)=(r,0)
herhangi bir bozucu etkiye maruz kaldiginda tekrar bu
konumuna geri donmektedir. Sarka¢ kararsiz olan yukari

konumundayken, durumunu degistiren

denge konumundayken (6, 8)=(0,0) uygun denetlenmezse,
bu konumundan giderek uzaklagmaktadir.

Sekil 1: Ters sarkag sistemi

Sistemin parametreleri ve benzetimlerde kullanmilan tipik
degerler Tablo 1°de verilmistir:

Tablo I: Ters sarkag icin parametrelerin tanimlar1 ve degerleri

Parametre Sembol  Deger  Birim
Arabanin kiitlesi M 3 kg
Sarkacin kiitlesi m 0.5 kg
Sarkag kolu uzunlugu 1 0.5 m
Stirtiinme katsayisi b 2 kg/s
Yergekimi ivmesi g 9.81 m/s’

Newton prensipleri kullanilarak, ters sarka¢ sisteminin
matematiksel modeli su sekilde olusturulabilir[10]:

(M +m)X—ml6*sin 6 + mlO cos 6+ bx = u 1)
mxcos@+mlf = mgsin6

Sistemin durum uzayr matris gosteriminde asagidaki gibi

yazilabilir:
. X5 0
X —bx, +ml sin(x,)x} —mg sin(x,) cos(x,) 1
X M +m—mcos(x,)’ M +m—mcos(x,)’
Xy X4 0

—cos(x;)

(bx, —ml sin(x, ).!(4Z ) cos(xy)+ (M +m)g sin(x;)
M +m7mcos(x])z)

(M +m—mcos(x;)*)

Daha kisa bir gosterimle, bu denklem
X = f(X)+h(X)u @

olarak yazilabilir. x arabanin pozisyonunu, & sarkacin agisini
gostermek  iizere, burada X vektoriiniin  elemanlari

(x,x,,x,,x,)=(x, X,H,é) seklindedir ve u# denetim girdisini
gostermektedir. Euler yontemi kullanilarak, denklem
asagidaki kesikli model olarak ifade edilebilir:

X(k+1) =F(X(k)+H (X (k)u(k) 3

Denklem (3) ile verilen ifade de T Ornekleme zamanini
gostermek izere F(X (k)= X(k)+Tf (X (k)) ve



H(X (k))=Th(X (k)) olarak tanimlanmaktadir. Bu ifade
gelistirilerek benzer sekilde N .adim ileri durum Ongoriimii
X (k+ N), asagidaki gibi ifade edilebilir:

X(k+N)=F(X (k) +H(X &)U k,N) 4)

Burada N -adimlik denetim girdisi dizisi

u(k)

u(k +1)

Uk,N) = ©)

ulk + N =1)

olarak tanmimlanmaktadir; F ve H fonksiyonlar1 (3)
denkleminin N adim icin yinelenmesi ile elde edilmektedir.

Model oOngoriimlii  denetim, ufku siiresince kullanacagi
denetim girdileri dizisinin tamamini, denetlenen sistemin
kisitlarin1  dikkate alan bir optimizasyon Kkriterine gore
hesaplar. Bu sekilde hesaplanan dizinin ilk elemanini sisteme
denetim girdisi olarak uyguladiktan sonra yeni olusan bilgileri
dikkate alarak, oniindeki ufuk igin ayni hesaplamay: tekrar
yapar. Bu siire¢c denetim hedefleri gercekleninceye kadar bu
sekilde tekrarlanir. Diger bir ifade ile, model Ongoriimli
denetim, tasarimcilarin sistem kisitlarini dikkate alan optimal
denetim girdilerini uzun bir zaman aralif1 i¢in hesaplamasina
imkan tanityan, ancak bu hesaplamalarin tamamini kullanmak
yerine, sadece yeni bilgiler gelinceye kadar gerekli kismim
kullanan, ardindan da bu hesaplamay:1 yeniden yapan bir
denetim yaklasimudir. Bu calismada, gerek sistem modeli
gerekse optimizasyon Olgiitleri dolayisiyla, ¢oziilmek istenen
problem dogrusal olmayan model Ongoriimlii denetim
yaklasimu sinifina girmektedir.

3. Ters Sarka¢ Yukar1 Kaldirma Problemi

Ters sarkac yukar1 kaldirma (swing-up) problemi, sarkaci
kararli asag denge konumundan kararsiz yukar1 denge
konumunun belirli bir komsuluguna uygun denetim girdileri
uygulanarak getirme seklinde tanimlanabilir.

Herhangi bir kontrole maruz kalmayan bir ters sarkacin

enerjisi, verilen bir CX) cifti icin su sekilde yazilabilir [1,2]:
E=K +P =%Jéz +mgl(cos@—1) (6)

Burada J:=ml> sarkacin baglanti noktas: etrafindaki
eylemsizlik momentini ifade etmektedir. Sarkacin enerji
degisiminin ifadesi, (6) ile verilen denklemin zamana gore
tiirevi alinarak yazilabilir:

CZ—If =766 - mglé = —mlifcos Osin O @)

Model 6ngoriimlii denetim ile ¢ozdiiriilecek olan ters sarkac
yukar1 ¢ikma problemi, dogrusal olmayan optimizasyon
problemi olarak i.adimda, (8) ile verilen denklemler ile
formiile edilebilir. Olusturulan problemde amag¢ enerji
degisimleri toplamini maksimum yaparak, sistemin enerjisini
baslangic enerjisi olan —2mgL degerinden yaklasik olarak 0
degerine getirmektir. Bu problemdeki ilk sekiz kisit sistemin
mekaniginin ve fiziksel sartlarin dayattigi zorunlu kisitlardir
(hard constraints). Son kisit ise tasarim stratejisi dolayisiyla
olusan kisittir (soft constraint).

Burada, x, — K, arasindaki iligskiyi gosteren kisit esitligi

Sekil 2 de verilen bolge olarak secilmistir:

Ke

Kemax

Sekil 2: x,—K, kisiti

N
max > =M ,Lx,(i)cos (x3(i))(
i=0

ok, x(i+1)= x,(i)+Tx,()

—bx,(i)+ M , Lsin (x,(i))x (i) — M , g sin (x,(i)) cos (x,(i)) + u(i)
M +M,—M,cos’ (xyi))

xz(i+l)=x2(i)+T[

xy(i+1) = x; (i) + Tx, (i)

—bx, (i) + M , Lsin (x, (i) )x42 (i) —M p g sin(x;(i) )cos (x4 (i) )+ u(i)
M. +M,-M,cos’(x,(i))

®

x4(i+1):x4(i)+T[

u, Su(i)<u,

S x () < xy,
Xy Sx,(0) < xyy,
X, Sx,(0)<xy,

K,. K

2
K,(i+1) S —xJ(i+1)—m 4y, (i+1)——<m
T

x?

(bx, (i) —u(i)—M ,Lsin(x, @)x; (i) cos(x, (D)) +(M . +M ,) g sin(x;(i))
LM +M, =M, cos’(x,(i)))



4. Ters Sarka¢ Kararhilik Problemi

Ters sarkag kararlilik (stabilization) probleminde amag sarkact
yukar1 denge konumu komsulugunda bir baslangi¢ kosulundan
yukaridaki denge konumuna getirmek ve sonrasinda bu
konumda tutmaktir.

Ters sarkag kararlilk  problemi dogrusal olmayan
optimizasyon problemi olarak i.adimda su sekilde formiile
edilebilir:
min (gx(k+N)+g,x,(k+N)+gx,(k+N)+gx,(k+N)y
6k, X(k+1+i)=F(X®@)+HX@)W/(k,i)

u, <u(i)<u,

%, Sx (D) <x,

©))

X, <x,()<x,

x, <x,(H)<x,

Kararli kayma yiizeyi parametrelerig,,...,g,, ters sarkacin

yukar1 denge konumunda dogrusallastirilmis sistem dinamigi
g0z Oniine alinarak s(X):=gx +g,x, +g,x,+g,x, kayma
yiizeyini kararli hale getirecek sekilde segilmistir.

Denetim girdileri dizisi U(k,N) , yoriinge ile kayma yiizeyi
s(X)=0 arasindaki mesafeyi minimum yapacak sekilde
secilir. Ama¢ fonksiyonu minimum, yani sifir degerine,
durumlar kayma yiizeyi yakin komsulugunda oldugu zaman
ulasir. Yoriinge, kayma  yiizeyinin  komsuluguna
hapsedildiginde, sistem dinamikleri kisiti yoriingeyi orijine
dogru hareket etmeye zorlar.

5. Benzetimler

Bu boliimde (8) ve (9) ile verilen optimizasyon problemleri
farkli 6ngoriim ufuklar1 igin ele almmustir. Benzetimlerde
sarkag tizerinde oOnce yukart kaldirma islemi sonra da
kararlilik islemi gerceklesmektedir. Elde edilen grafiklerde her
iki islem de gosterilmektedir. Denetim girdisinin sinirlart
[u,,u,1=[-1515], durumlar iizerindeki smurlar1 ise
[x,,x,]=[-1.051.05],[x,,,x,, 1=[-5,5], [x,,x,]1=[-10,10]
olarak kullanilmistir. Deneyler boyunca kararli kayma
yiizeyinin parametreleri olarak
(8,.8,-8:-8,)=2,15,5,15) kullamlmistir. 7, 10ms

olarak belirlenmistir. Benzetimin ana kodlar1 MATLAB
programinda yazilmistir. Bu kodlarin calismasi sirasinda,
optimizasyon problemlerinin ¢oziimii i¢cin, GAMS programi
cagrilmaktadir. GAMS programinda MINOS ¢oziiciisii
kullamilmaktadur.

Farkli adimlar igin yapilan benzetimlerin grafikleri Sekil 3-
6’da verilmigtir. Durumlarin ve girdinin degerleri, kisitlara
uygun sinirlar iginde kalmaktadir. Bu sekillerde sol
stitunlardaki grafikler sistem durumlarini, sag iist siitun sistem
girdisini, sag alt grafik ise enerjinin zamana bagli degisimini
gostermektedir. Enerjinin kinetik ve potansiyel bilesenleri de
ayrica gosterilmistir Burada diiz ¢izgi enerjiyi, nokta
potansiyel enerjiyi ve kesikli ¢izgi de kinetik enerjiyi
gostermektedir.  Enerjinin birimi kgm®sn’ (joule), denetim
girdisinin birimi ise kgm/sn® (Newton) dir.

Tablo 2 de her bir deney icin elde edilen yukari ¢ikma siireleri
verilmigtir.

Tablo 2: Deneyler sonucunda yukari ¢ikma siireleri

Deney Yukart kaldirma Yukari ¢ikis
No. ongortim adim sayist siiresi
1 15 3.35sn
2 20 3.15sn
3 40 2.74 sn
4 45 2.71 sn
15 ADIM
2 - - ¥l -
£ ' ' ;
% :
B s
= :
o i
E #
o :
- 20 ;
15 0 5 10 15
10 - -
w0 :
2 B b l’l.. g
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15 2z h =
iy T hhl I
= 0
3 S
£ o
3 i
il gt
15 0 5 10 15

1 (sn) t(sn)

Sekil 3: 15 adim 6ngorimlii yukari kaldirma

20 ADIM
1 . : 0
: :
5
5 =
= 3
£ :
Eo —
= :
H b
2
i 5 10 15 15
10 :
=
(3
m
2
5 F
- 5
= .
£ :
-['E i} :
= :
-0
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1 (sn)

Sekil 4: 20 adim 6ngoriimlii yukar: kaldirma



40 ADIM
2 20

32 [misn)
e =

#3 (rad)
m

wm
=
=

enarji

w4 (radfsn)
o
o T (=)

t (sn) t (sn)

Sekil 5: 40 adim 6ngorimlii yukari kaldirma

45 ADIM
20

R

®1 ()
=

*2 [md=n)
=

#3 (rad)
Loy}

wm
=
o

enerji

w4 (rad/sn)
=
o T (=1

t (sn) t (sn)

Sekil 6: 45 adim 6ngorimlii yukari kaldirma

6. Sonuclar

Bu ¢alismada sarkaci yukari kaldirma ile o konumda tutabilme
iki ayr1 denetim problemi olarak ele alinmaktadir. Sarkaci
asagl denge konumundan yukari denge konumuna getirecek
denetleyici i¢in sarkacin enerjisinin kontroliine dayanan
dogrusal olmayan model Ongoriimlii denetim metodu
kullanilmaktadir. Sarkact yukar1 denge noktas: komsulugunda
tutacak olan denetleyici icin ise kayma kipli denetim
araclarina dayanan dogrusal olmayan model Ongoriimlii
denetim metodu kullanilmaktadir. Yapilan deneyler sonucu,
yukar1 kaldirma asamasinda ongoriim adim sayist arttikga
yukar1 ¢ikma siiresinin ve enerjideki asma miktarinin azaldigi
goriilmiistiir.
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