ELEKTRiK ALAN HESAPLAMALARINDA KULLANILAN SAYISAL
COZUM YONTEMLERININ KARSILASTIRILMASI
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ABSTRACT

In this article, a comparative study of Finite
Difference Method (FDM), Finite Element Method
(FEM) and Boundary Element Method (BEM) used for
calculation of electric field is given. A simple example
which boundary condition given has been modeled
and interior points have been obtained for three
methods. The results have been compared with the
analytical one. It has been shown that BEM with
considerably small data input has better result.

1. GIRIS

Elektrik alan1 ve potansiyel dagilimmin hesaplanmasi
elektrik ve elektronik cihazlarin tasarimi ve isletimi
gibi  ¢esitli  uygulamalarda  gereklidir.  Bu
uygulamalarin bazilart sunlardir:

e  Yiiksek gerilimli sistemlerin, makine
sargilarinin, kablolarin izolasyon tasariminda ve
elektronikte kullanilan bazi elemanlarin elektrik
alan siddetinin belirlenmesinde,

e  Gaz desarjlarinin arastirilmasinda,

e Cok yiiksek gerilim cihazlarmin tasariminda ve
bu cihazlarin etrafindaki elektrik alanlarinin
etkilerinin belirlenmesinde,

o Elektrostatik filtreler ve X — Ray cihazlart gibi
endiistriyel uygulamalarda.

Elektrik alanlarini hesaplamak i¢in, basit geometriye
sahip problemlerde analitik ¢6zim yontemleri
kullanilarak problemin tam ¢oziimii elde edilebilir.
Ancak, genellikle elektrik alan problemleri Laplace ve
Poisson tipi kismi diferansiyel denklemlerle ifade
edileceginden bu denklemlerin sayisal ¢6ziim
yontemleri  kullanilarak ~ cebirsel ~ denklemlere
doniistiiriilmesi ~ gerekmektedir.  Sayisal — ¢6ziim
yontemlerindeki ~ ortak  kavram, temel alan
denklemlerinin  veya  bir  esdeger integral
formiilasyonunun bir lineer denklem sistemine
indirgenmesidir. Bu yontemler, B bolgesinde yapilan
yaklagimlar ve sadece S sinir1 iizerinde yapilan
yaklagimlar olmak iizere iki sinifta incelenebilir. Sonlu
farklar ve sonlu elemanlar yontemleri birinci sinifta,
sinir  elemanlart  yontemi ise ikinci  smifta
degerlendirilmektedir.

2. SONLU FARKLAR YONTEMI

Bu yontemde, herhangi bir koordinat yoniinde
kisaltilmig  bir  Taylor  serisinin  acilimindan
faydalanarak, fark operatorii B bolgesi iizerine
yerlestirilmis bir dortgensel 1zgaranin her noktasinda
ayristirilir  ve uygulanir. Denklem sistemleri ya
iterasyonla ya da dogrudan c¢oziilir. Bu ydntemin
dezavantajlari, problem  geometrisinin  kabaca
modellenmesi ve Ozellikle agik alan problemlerinde
bilinmeyenlerin ¢ok sayida olmasidir [1]. Herhangi bir
diigiim i¢in fark denklemi, bu diigiimii ¢cevreleyen dort
diigiimdeki potansiyeli igerir.
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Bu denklemdeki k sabitleri (k=0,1,2,3,4), 1zgara
boyutlari, dielektrik katsayilar1 ve sinir sartlarina bagl
olarak verilir. Coziim i¢in denklem sistemi asagidaki
gibi elde edilir:
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Burada [A], n bilinmeyenli diigiim potansiyellerinden
olusan n x n boyutlu bir katsayilar matrisidir. [V]
bilinmeyen potansiyellerden olusan n x / boyutlu bir
slitun matristir ve [a] ise bilinen potansiyelleri
kapsayan simnir sartlart matrisidir [2].

3. SONLU ELEMANLAR YONTEMI

Sonlu elemanlar yontemi bir varyasyonal formiilasyon
kullanir [3]. Bu yontemde, problem bdlgesi eleman
olarak isimlendirilen ¢ok kii¢iik alt alanlara bdliiniir.
Elemanlar tiim bolgeye diizenli olarak dagitilabilir
veya bolgenin cesitli kisimlarinda yogunlastirilabilir.
Eleman geometrileri ve bilinmeyenler, diigim
degerlerini igeren polinomlarla ifade edilir. Her
elemanin igindeki enerji minimize edilerek Laplace

denklemi (V2 u =0 ) igin ¢dziim bulunur. Iki boyutlu
bir elektrostatik problemde sistemin toplam enerjisi,
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olarak yazilir. Burada V elektrostatik potansiyel ve €
dielektrik katsayisidir [4].

Her eleman {i¢ diigiim (i , j , m) ile tanimlanir. Her
eleman igindeki elektrostatik potansiyel, elemanlarin

diigimleri ile iliskili [/*| potansiyel degerinin bir

fonksiyonudur.
Vi
v =[N] [Ve]z[Nz‘ N‘/Nm] Vi )
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Burada [N ], diigim  koordinatlarinin  lineer

fonksiyonlarin1 igeren sekil fonksiyonlar:i matrisidir.
Sonug denklem sistemi ise, asagidaki sekilde elde
edilir.
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matrisi,
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Burada biitlin  bilinmeyen diigim

]
potansiyellerini igerir. [B] ise katsayilar matrisidir.
[b]matrisi, sekil fonksiyonlari matrisi [N] ile smr
sartlarina baglhdir.

4. SINIR ELEMANLARI YONTEMIi

Sinir elemanlar1 yontemi, elektrik alan denklemlerinin
¢oziimii icin farkli bir yaklasim kullanir. Bu
yontemde, ilk Once problemi tanimlayan kismi
diferansiyel denklem bir simir integral denklemine
dondstiirilir [5].
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Bu denklemde, smir iizerindeki bir “i” diigiimiinde

hesaplanacak potansiyel u; ile gosterilir. u*, iki
boyutlu Laplace denkleminin temel ¢éziimiidiir ve,

u* = = Zn(l) ‘dir.  Ayrica, g=0u/on  ve
2n r

q" =0u*/on dir. ¢;, “i ” noktasinin konumuna bagl

bir katsayidir.

Problem bdlgesinin S simirt sabit, lineer ve parabolik
olarak isimlendirilen sinir eleman tiplerinden biriyle N
sayida elemana ayristirildiktan sonra sinir integral
denklemi sinir iizerindeki bir “i” digimi i¢in su

sekilde yazilabilir:
N N
c; ui+ZJ-uq*dS=ZJ-qu*dS @)
J=ls; J=ls;
S;j smur elemani {izerindeki integraller, sayisal

integrasyon yontemleri kullanilarak ¢oziildiikten sonra
asagidaki denklem sistemi elde edilir:

Hu=Ggq ®)

Bu denkleme sinir sarti uygulandiktan sonra,
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seklinde lineer denklem sistemi elde edilir.
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5. UYGULAMALAR
Uygulama olarak, sinir sartlar1 verilen ve analitik
¢oziimli bilinen diizlemsel bir elektrot sistemi
secilmigtir (Sekil-1). Bu sistem, sonlu farklar, sonlu
elemanlar ve smir elemanlart  yontemi ile
modellenerek ¢oziilmiistiir.
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Sekil-1. Ornek Problem
Problemin analitik ¢6ziimii ise,
w, < }
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(tek sayt)
seklindedir [7].

Her {i¢ yontem i¢in ayr1 ayr1 1zgara olusturma (FDM),
bolgeyi alt alanlara aymrma (FEM) ve sinirin
bolmelenmesi (BEM) prensipleriyle elde edilen
modeller agagidaki sekillerde verilmistir.
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Sekil-2. Sonlu Farklar Modeli
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Sekil-3. Sonlu Elemanlar Modeli
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Sekil-4. Sinir Elemanlar1 Modeli
Tablo-1. Sonuglarin Karsilastirilmasi
Koordinaflar | Sonlu Sonlu Smar Analitik
- Farklar | Elemankar | Flemanlan | Coixiim
V | @pdy | (FEMD | (BEM)
l 3 100,00 | 10000 100,00 100.00
| 2| 37500 | 37.500 Foad [ 38170
1 1 12500 | 12.500 12,008 11.920
2 2 3100 [ 37500 Foad [ 38170
2 l 12500 | 12500 12,008 11.920
| 0 | 00000 | 00000 00000 | 0.0000
6. SONUCLAR
Bu c¢alismada, elektrik alan hesaplamalarinda

kullanilan sayisal ¢6ziim yontemleri karsilagtiriimustir.
Tablo 1.’de sonlu farklar, sonlu elemanlar ve smir
elemanlart yontemleri ile elde sonuglar, analitik
¢Oziim sonuglariyla karsilastirildiginda,  analitik
¢Oziime en yakin sonuglarin sinir elemanlar1 yontemi
ile elde edildigi goriilmektedir.

Sinir elemanlar1 yontemi, iki boyutlu problemlerde
sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemlerindeki gibi
ylizey ayrisimi yerine sadece smir ayrigiminin
yapilmasi, problemin ¢6ziimii i¢in yeterli olmaktadir.
Bu nedenle problemin boyutsallig1 bir derece azalir ve
daha az veri girisiyle bir elektrik alan problemi
¢oziilebilir.

Sinir elemanlar1 yonteminin diger bir Ustiinliigi ise,
problem bolgesinin i¢inde veya disinda herhangi bir
noktada bdlmeleme yapilmadan alanlarmm  ve
potansiyellerin hesaplanmasinin miimkiin olmasidir.

Buna karsmn, sonlu farklar ve sonlu elemanlar
yontemlerinde problem bolgesi belli bir bolgeyle
sinirlanarak keyfi bir sinir sarti uygulanmaktadir ve
ozellikle acik alan problemlerinde bilinmeyenlerin
sayisi oldukca artmaktadir.

Sinir elemanlar1 yontemi bu Ustiinliikleri nedeniyle
elektrik alan problemlerinin ¢dzlimiinde, sayisal
¢Oziim yontemleri icerisinde en uygun yontem olarak
goriilmektedir.
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