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ABSTRACT

In this study, a method is given to control dynamical
systems with matched uncertainity by constrained
control signal. In advance, the bounds of uncertainity
and the limitation of control signal are known. Since
the control signal law is obtained by employing
Lyapunov method, asymptotic stability of closed loop
is achived.

Control signals contains three parts; a low gain linear
controller for stabilizing the closed loop system, a
nonlinear controller, on-off, meet the effects of
uncertainity, and a linear controller to achive desired
time responce performance.

In order to design controller a procedure is given to
highlight the design steps. The effective of the
controller is shown by considering a system
containing uncertain elements. Thus, the robustness of
the closed loop system is observed.

1. GIRIS

Bir sistem dinamiginin modellenmesinde sistem
parametrelerinde belirsizlikler bulunabilir veya sistem
dinamiginin bir kismi tam modellenemeyebilir. Bu
gibi sistemlere kontrol tasarlanirken bu belirsizliklerin
gdz  Oniine almarak sistem  performansinin
garantilenmesi gerekmektedir [1]. Literatiirde cesitli
belirsizlik iceren sistem tiirleri ve bu sistemler igin
verilmis kontrolérler 6nerilmistir [2-5].

Bu c¢aligmada, Gutman-Hagander [2, 6] tarafindan
Onerilen, smirh bir girise sahip ve parametre
degisiminden dolay1 sistem dinamiginde parametre
belirsizligi olan sistemlerin Lyapunov metodu ile
kontrolii verilecektir.

Verilen metodun galisabilmesi icin belirsizlikle ilgili
asagidaki kosullarin saglanmasi gerekir: a) Belirsiz
parametrenin degisim araligi bilinmeli ve bu degisim
sistemin bant genisligi iginde etkin olmalidir. b)
Belirsizlik sistemin kontrol kanalinda olmalidir.

Bu kontrol tekniginde, sistem once diisiik kazancl bir
durum geri beslemeli kontrolér ile kararli hale
getirilir. Elde edilen yeni sistem i¢in bir quadratik
Lyapunov fonksiyonu bulunur [1] ve buna gore baska
bir durum geri beslemeli kontrol hesaplanir. Bu iki
kontrolér toplanarak belirsizliklerin sinirlarina gore
saturasyon smirlart belirlenir. Verilen yontemler ile
kontrol ¢ikiginda saturasyon olmasina ragmen,
belirlenen baslangic degerlerini olusturan kiime
icinden baslayan belirsizlik igeren sistemin kararliligt
garantilenerek hedeflenen performans saglanir.

2. SISTEM TANIMI ve PROBLEM
FORMULASYONU
x € R" degiskeni, x durum degiskenin tiirevi, u € R"
ve i € R" sirasi ile kontrol igareti ve belirsizlik olmak
lizere;

X =Ax+Bu-+n), x(0) =xo )
Burada 4, B uygun boyutta matrislerdir. Sistemin
durum degiskenlerinin iyi Olciildiigii ve geribesleme
icin uygun oldugu kabul edilmektedir. Belirsizlik
vektorii 77 ise p; ve r;

V={neR'|f<rnx)<p} )
ile sinirhidir. Kontrol isareti u;
ile sinurlt ve

lg+tp,hi—pl j=1,....m 4

aralifinda tiim j degerleri i¢in u; nin mevcut oldugu
varsayilsin. u kontrol igaretiyle sistemin

[4, B] ®)
matrisleri kararli hale getirilebilir [6].

Tamm 1: D kimesi, orijine getirilmek istenen
sistemin, durum uzayinda baglangic kosullarinin
kiimesi olsun.

LE[LL]--]1,] (6)
n x m boyutunda kazang¢ matrisi olmak {izere

u=-L"x @)
kontrol isareti ile kapali ¢evrim sistem matrisi

A 2A4(L)2(A-BL) ®)

olur ve A, nin ozdegerleri L ile uygun secilerek
kararlilik ve hedeflenen performans saglanir.



Tanim 2: G(L) bolgesi, Denklem (7) de wverilen
dogrusal durum geri beslemenin, baslangicta (4)
smirlarimi asmadigi bolge olsun.

G(L)={z|zeR", g +p, Sl»fzﬁg/—p‘f
j=1...,m} 9

dir. A. kararli bir matris oldugundan, Lyapunov
denklemi

A'P+P4 =-Q (10)
n x n boyutundaki her pozitif tanimli Q, i¢in

P.(L, Q) 2 P.=P >0 )
matrisini saglar. O halde

X =A.x (12)
sistemi i¢in bir Lyapunov fonksiyonu

V(x)=x"Px (13)

dir. Denklem (13) de verilen Lyapunov fonksiyonun
gecerli oldugu c pozitif taniml skalar olmak iizere;

Q2 QUL,P,c) 2 {x|x"Px<c} (14)
bdlgesinde, Lyapunov’un Direkt Metodu [1] geregi, ¢
>0 igin

x(0) e Q=x(f) € Q (15)
dir. .Tanimlanan bu kiimelerin;
DcQcG (16)

sartin1 saglamasi gerekmektedir. Denklem (16) kosulu
P, ¢ ve L degerleri segilerek saglanabilir [2].

3. KONTROL TASARIMI

Bilindigi gibi, sistemleri slirmek icin kullanilan
birimlerin fiziksel sinirlamalar1 vardir. Bu sinirlamalar
gdz Oniinde bulundurularak dogrusal olmayan
kontrolériin  saturasyon sinirlari asagidaki tanimla
belirlenmis olsun.

Tanim 3: Smirh kontrol giriginin sat#( - ) fonksiyonu

g8 =8
satj(r) =4r gj <r< hj
h. h.<r
J J
olsun.
Teorem I: Denklem (1) sistemi igin p> 0, j=1,...,m

ve (3) verilsin. (4) in saglandigr; Tanim 1 deki D
kiimesinin uygun L i¢in 4. yi (6) ve (8) sartini
saglayan n x m boyutunda L matrisinin olmasi, (10)
Lyapunov denklemini saglayan # x n boyutunda P, =
P >0 ve Q. = Q' > 0 matrislerinin olmasi, (14)
sartin1 saglayan bir ¢ sabitinin olmasi1 Ozelliklerine
sahip bir kiime oldugunu varsayilsm. Q i¢inde (2) nin
saglandig1 varsayilsin.

Tanim 4:
K édiag(kl,...,km) s kj. >0,j=1,....m (17)
ile taniml1 K matrisi olsun.

Bu durumda Gutman-Hagander kontrolu
u, =sat[ — lfx —r;(x)-sgn(b, F.x)— kjbjTPCx ]

j=1,.,m (18)

olarak elde edilir. Kontrolor, tim K degerleri ve tim
x9 € D degerleri icin kapali ¢evrimli sistem orijine
gore asimptotik kararlidir.

Kontrol isareti # nin hesaplanmasi S$ekil 1 ile
gosterilmistir.

Buna gore u; kontroloriinii elde etmek igin tasarim
adimlari:

1) Sistemin ¢aligma  sartlar1 géz  Oniinde
bulundurularak durum degiskenlerinin  baslangig
sartlar1 kiimesi D belirlenir.

2) Kapali cevrimli sistemi kararli yapan, diisiik
kazangli dogrusal kontrol u = —L’x hesaplamr. L”
matrisi, Q > 0 ve R > 0 olmak iizere segilen LQR
metodu ile hesaplanir.

3) Hesaplanan L degeri icin, Denklem (10) da verilen
Lyapunov denklemi ile pozitif tanimli P. matrisi
hesaplanir.

4) D c Qc G kosulunun belirsizlik sinirlari i¢inde
saglanip saglanmadig1 kontrol edilir.

5) Belirsizligi karsilayan dogrusal olmayan kontrolor

(-r,(x)-sgn(b; P.x)) nin parametreleri rix) ve P,

sirastyla denklem (2) ve (10) yardimiyla hesaplanir.
6) Kapali c¢evrimli sistemin gegici rejimini
iyilestirmek i¢in gerekli olan K kazanci hesaplanir.

Elde edilecek kontrol isareti, iki dogrusal ve bir
dogrusal olmayan terimin toplaminin saturasyonudur.

k; nin sistem kararlilig {izerinde herhangi bir etkisi
yoktur. Eger sistemin kapali ¢evrim rejimi iyi ise ve k;
= 0 segilirse kontrol isareti

T T
u.=sat[-I".x—r.(x)-sgn(b’. P x
j=sat =1 x—r (0)-sgnl P2 ]

(19)

olur. k; = 0 se¢ildiginden dolay1 kontrolor islevini

T T
=-I.x-r.(x)-sgn(b’. P
Txr;()-sgn(b] P x)

yerine getirecek ve Dbelirlenen sinir  sartlarii
saglayacaktir.
kj — oo segilirse;
T
h., —sgnb.Px)>0
| gn(b; F x)
u. =1-1Tx, p'px=0 (20)
J J J ¢
g ., —sgn(bT.P x)<0
J J ¢

yani on-off karakteristikli bir kontrolér olacaktir. k;
kazanclart hedeflenen gegici rejim performansini
saglayacak sekilde secilir.

4. UYGULAMA:

Tek eklemden olusan basit bir robot kolu i¢in, toplam
kol uzunlugu 2/, m robot koluna ait kiitle, g
yergekimi ivmesi, D viskoz soniim katsayisi, I robot

4
kolunun eylemsizlik momenti (7 = —m¢") olmak tizere
3



sistemin dogrusal olmayan diferansiyel denklemi;
.10 1 0 0 .
X = X+ u+ mgl-sinx
[0 —D/l} L/J L/[} 1

dir. (x;, x3) = (6,d@/dt) sirasiyla robot kolunun dik

eksenle yaptigi ag1 ile robot kolunun agisal hizidir ve
iyi ol¢ilmektedir m = 0.75 [kg], ¢ =1 [m], D =1

[Nms] ve g = 9.8 [m/s’] olarak almrsa sistem
modelindeki “mg/-sin x;” ifadesinin degisim
araligimin

|mg ¢ -sinx; | £7.35
ile smirlandirildig1 varsayilsin. Bu dogrusal olmayan
terimin smirlarmin bilinmesi ve kontrol kanalinda
bulunmasi nedeniyle robot kolu sistemi (1) ve (2) ile
ifade edilebilir. Dolayisi ile belirsiz sistem i¢in verilen
model, dogrusal olmayan robot kolu sistemi icin de
kullanilabilir. Kontrol isaretinin |u|] < 10 ile
siirlandirildigi ve

D={x|-2n/3<x;<2n/3,-4n < x,<4m}
ile belirlenen baslangic sartlari i¢in etkin oldugu
varsayilsin.
Denklem (1) formundaki sistem igin

n="7.35sinx,

ve
p =max(| 7.35sinx, [)=7.35

dir. L matrisinin hesaplanmasi i¢in MATLAB’ta 1qr
komutu kullanilir ve

1 0
QL: s RL:5
0 1

alinirsa L =[0.4472  0.4472] olarak bulunur. 4, =
(4 -BL") ve

1 0
QL’ :[ }
0 1

i¢cin Lyapunov denklemi (10)
[2.118 1.118}
P =
1.118 1.118

olarak hesaplanir. Denklem (14) ile tanimli Q bolgesi
icin ¢ = 24.8 alinirsa

7| <|mgl-sinx; | <735 (Q bdlgesiicinde)
saglanir. b'P, = [1.118 1.118] ifadesi (18) de yerine
yazilarak kontrol igareti bulunur. Q bdlgesi icinde
|-L'x | < 2.0125 olarak bulundugundan tek girisli (1)-

(3) sisteminde (4) kosulu [-2.65, 2.65] ile saglanir.
Dolayisiyla (16) saglanir. Boylece kontrol isaretimiz

u=sat [ —(0.4472 + k -1.118) x; —(0.4472
+k1.118) x, — 7.35-sgn(b"Pox) |

olur.
Sekil 2, Uygulamada elde edilen D, Q ve G
bolgelerini gostermektedir. (16) kosulu

saglanmaktadir. Sekil 3°de, £ = 0.5 se¢imi ig¢in
simulasyon sonuclart verilmistir. Sekil 3.a, x-x;
durum-uzay  diyagrammda sistem  yoriingesini
gostermektedir. Sistem, b'P.x = 0 diizlemi iizerinden
orijine gitmektedir ve asimptotik kararlidir. Sekil 3.b,
durum degiskenleri x;(¢) ve x,(¢) nin, Sekil 3.c kontrol
sinyalinin zamana goére degisimini gdstermektedir.
Kontrol {izerinde baslangigta —10 alt sinirinda bir
saturasyon ve ¢ = 1 saniyeden itibaren bir titresim
bulunmaktadir. Sekil 4, k£ = 2 se¢imi igin simiilasyon
sonuglarini gosterir. & degerinin artmasiyla durum
degiskenlerinin daha hizli sifira gittigi goriilmektedir.
Sekil 5, £k = 0 secimi i¢in simiilasyon sonuglarini
gosterir. Bu secim ile kontrol sinyali (19) haline
doniigiir. Beklendigi gibi, kontrol sinyali {izerinde
saturasyon olusmamistir. Durum degiskenlerinin daha
uzun siirede orijine gittigi goriilmektedir.

5. SONUC
Bu ¢aligmada verilen yontem ile kontrol isareti sinirlt
olan belirsizlik iceren dinamik sistemler i¢in sistemi
orijine gotiirecek kontrolor sunuldu.

Kapali ¢evrimli sistem igin asimptotik kararlilik
saglanmaktadir.  Kapali  ¢evrime  ait  diger
karakteristikler tasarim agamasinda kullanici se¢imine
gore elle ayarlanabilir.

Omek olarak robot kolundan olusan bir sistem ele
almmisg, kararlilik ve de smirli kontrol basariyla
gerceklestirilmistir. Ancak, titresim bir sorun olarak
durmaktadir (Sekil 3.c). Kapali cevrimli sistemin
cevabi durum uzay denklemi A’Px = 0 a yakin
olmasindan dolay1 yavastir.

Simulasyon sonuglarinda goriilldiigii gibi, 5'Px = 0
diizlemi boyunca bir titresim bulunmaktadir (Sekil
3.d). Titresimi azaltmak i¢in ¢ikisa birinci dereceden
bir filtre # =—u, +u eklenerek titresim azaltilabilir.

Burada u kontrol isareti, u. bir sabit ve u kontrol
isaretinin birinci dereceden tiirevidir.

~[] =1, (9)-sen(b] Px) =k, b] Px

1] v

| | l | # »

1 1 T T >
h=p,  h

g &P

Sekil 1: u; kontrol sinyalinin saturasyon ve belirsizlik siirlarina gére hesaplanmasi
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Sekil 3: Ornek olarak alinan sistemde k& = 0.5 secimi igin simulasyon sonuglar1 a) Sistem yoriingesinin x;—x,
durum uzayinda gosterimi b) Durum degiskenlerinin zamana gore degisimi ¢) Kontrol sinyalinin
zamana gore degisimi d) Sistem yoriingesinde »' Px = 0 diizlemindeki titresimin yakindan gdsterimi.
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Sekil 4: k=2 sec¢imi i¢in simulasyon sonuglar1
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