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Ozet

Bu ¢alismada eksik siiriilmiis Euler Lagrange (EL) sistemlerin
kararli hale getirilmesi igin model yaklasikliginin kullanildig
bir yontem sunulmugstur. Daha once yapilan ¢alismalarda Eksik
stiriilmiis EL sistemlerin kontrolii icin farkli yontemler éne
stiriilmiistiir. Ancak bu yontemler bir takim kismi diferansiyel
denklemin (ing. PDE) ¢éziimiinii gerektirmektedir ve bu ¢ok da
kolay bir yontem degildir. Eksik siiriilmiis sistemlerin kontrolii
igin ¢oziilmesi gereken ve eglesme kosulu adi verilen PDE ler
bu calismada sistemin genellestirilmis atalet matrisi yerine, bir
yaklasikligr kullamilarak ¢oziilmiis ve kontrol kurali da bu
sonuclardan elde edilmistir. Bulunan sonuclar arag ters sarkag
sistemi iizerinde uygulanmugstir.

Abstract

In this paper, an approach based on approximation of Euler
Lagrange system is proposed to stabilize an under actuated
nonlinear system. In a number of recent papers several methods
have been introduced for stabilizing underactuated EL systems.
However these methods contain solving of a set of nonlinear
Partial Differantial Equations (PDE) and this is not an easy
task. The PDEs named as matching conditions are required to
solve for controlling the underactuated systems. In this paper,
the PDEs are solved using the approximation of inertia matrix
instead of original one. Also the control rule is obtained from
these results. Finally, the results are applied to a cart and
pendilum system.

1. Giris

Kontrol miihendisliginde lineer olmayan Euler Lagrange (EL)
sistemlerin kontrol problemi 6zellikle eksik siiriilmiis sistemler
i¢in ¢oziimil zor bir problemdir [1]. Bu problemin ¢dziimii igin
onerilen yontemlerden birisi de pasiflige dayali kontroldiir
(PBC). Ogzellikle lineer olmayan EL ve Hamiltonian
sistemlerin konum kontrolii probleminin ¢dziimiinii saglayan
giiclii bir yontemdir [2].

Pasiflige dayali kontrol yéntemi iki 5nemli adimdan olusur. Tlk
adim sistemin enerji fonksiyonunu bigimlendirerek istenin
denge noktasinda kararli kilan u.(t) kontrol isaretinin
bulunmasi ikinci adim ise sisteme soniim ekleyen ve o noktada
asimptotik  kararli  hale getirecek uy;(t) isaretinin
bulunmasidir. Bu denge noktasi kapali ¢evrimli sistemin enerji
fonksiyonunun minimum noktasidir [3].
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Son yillarda yapilan c¢aligmalar daha ¢ok eksik siiriilmiis
sistemlerin kararliligin1 saglamak amaci ile sistemin hem
kinetik hem de potansiyel enerji fonksiyonunu bigimlendirecek
bir IDA-PBC yontemi iizerine yogunlasmistir. Tam siirtilmiis
bir sistemin sadece potansiyel enerjisini sekillendirmek bu
sistemin kararliligi igin yeterli iken eksik siirilmis bir
sistemde, sistemin kinetik enerjisini de bicimlendirmek
gerekmektedir. Ayni sekilde eksik siiriilmiis EL sistemlerin de
toplam enerjiyi sekillendirme onerisi ilk defa [4]’de ortaya
konulmustur ve bundan sonra bu konuda bir ¢ok Kkatki
yapilmistir ve burada iki temel yaklasim goze ¢arpmaktadir:
kontrollii Lagrange yontemi [5], [6], ve IDA-PBC [7], [3].
Literatiirde bu konu ile yakindan ilgili baska ¢alismalar da
mevcuttur [8], ayrica [9]’da bu konu iizerine oldukga genis bir
referans listesi yer almaktadir [10]. Ayrica mekanik sistemlerin
bir kiimesi icin iki ¢6ziimiin birbirine doniigebildigi de
gosterilmistir [11].

Bu yontemler geri besleme yoluyla, agik cevrim sistemi,
istenilen denge noktasinda kararli bir smf sisteme
¢evirebilmeyi amaglar. Boyle bir geri besleme kurali eslesme
kosulu adi kosullarin ¢6ziimii ile elde edilir. Bu kosullar
dogrusal olmayan bir takim kismi diferansiyel denklemler (ing.
PDE) igerirler. Literatiirdeki ¢caligmalar daha ¢ok bu PDE’lerin
coziimlerine yogunlasmuslardir. Onerilen yontemlerin basari
kriteri elde edilen PDE’lerin ¢oziilme olasiligina
dayanmaktadir [12].

EL sistemlerde eslesme kosullarimin ¢oziimi igin [2]’de A
yontemi olarak bilinen bir yontemle, eslesme kosullari bir dizi
kismi diferansiyel denklemler seklinde yeniden diizenleyerek
¢coziime gidilmistir. Bu yontem daha &nce yapilan kontrollii
lagrangian [6] yonteminden daha genis bir ¢dziim kiimesine
sahiptir.

Daha oOnce dogrusal Hamiltonian sistemlerin eslesme
kosullarinin ¢dziimiindeki kolayligin1 daha genis bir ¢oziim
kiimesinde uygulayabilmek i¢in sistemin model yaklagiklig
kullanilmistir [10]. Bu ¢alismanin amaci [10]’da Onerilen
yaklasimm kontrollu lagrange yontemine genisletmektir.
Eslesme kosullarinin ¢éziimii igin sunulacak yontemin temel
bakis agis1 sistemin atalet matrisini, bir dizi sabit atalet
matrislerinin ~ radyal temelli  fonksiyonlarla  birlikte
harmanlanmasindan olusturulmak ve bu sekilde eslesme
kosullarinin yaklasik ¢oziimlerini elde etmeye dayanir [10].
Bu sayede gergek sistemin enerji fonksiyonu bigimlendirilecek
ve asimptotik kararliligin saglanmasi i¢in soniim eklenecektir.
Bulunan sonuglar ara¢ ters sarkag sistemi iizerinde
uygulanacaktir.



2. On Bilgiler

Konfigiirasyon uzay1 Q n boyutlu ise, bir Euler Lagrangian
sistem (EL):

d ad Lia.c ad L(a.d 1

PTER (a.9) 37 (@,9) = G(Qu M
seklinde tanmimlanir [6]. Burada G(q) € R™™ olmak {lizere
n <m ise sistem eksik siirlilmiistiir. Benzer sekilde istenen
kapali ¢evrimli sistemin EL modeli,

d ad 5

dtdgq @
seklinde olsun. Burada ya u, = 0 veya jiroskopik bir kuvvet
olarak tanmimlanmugtir [6].
Toplu parametreli sistemler i¢in lagrangian fonksiyonu:

L1 .
L(g, @) =54"M@q = V(a) 3
sekilde tanimlanir [6]. Bu durumda kontrolsiiz ve kontrollii
sistemin hareket denklemleri,

L@d - Liqa =
quq aq cq:q _uC

oMg  19¢"Mg oV
Mg 1 v _ A
Mg + 37 472 g +6q Gu (4a)

IM.q 190¢™™.q 9V,
Mg+ =g - o H e e (4b)

dq 2 dq dq Ye
bi¢ciminde elde edilir.

Acik ¢cevrim (4a) ve kapali ¢evrim (4b) sistemlerin eslesmesi
icin gerekli kosullar, asagidaki denklemlerin esitlenmesinden
elde edilir [12].

IMgq 1 04T Mg
G=M"1Gu- M‘l—qq +-M"1 474
dq 2 dq 5
av (5)
—M 11—
dq
oM_.q 1 0¢TM.q
G = Myt — M g ot E
aq 2 dq 6)
_y1 e
c aq
Bu islem sonucu, kinetik enerji eslesme kosulu,
aMq oM.q
Gt (— - MM—l—”) '
(et 25
1 (aqT Mg
2 dq
. . (7N
94" Mg
- MMt
Cc aq
+ MMc‘luC] =0
ve potansiyel enerji eslesme kosulu ise;
Gt (av MM;1 aV”) =0 (8)
dq € aq)
seklinde elde edilir. Burada G*: (R*™)T - (R™)!, G ’nin

sol yok edicisidir.
(4a) ile verilen agik g¢evrim sistemi (4b) sistemine esleyen
kontrol isareti u(t) ise,

Mg MG

(T \=-1/T _ 1 .

w = (GT6)1G (( 5g MM 5 )q
<1aqTMq
2 0q

9

Ly 1 047 Meg 0V ©)
27 ¢  9q aq

sekilde elde edilir [6].
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Kontrol isaretinin elde edilebilmesi i¢in once (7) ve (8) de
verilen eslesme kosullarni saglayan bir M.(q) >0 ve
jiroskopik olma 6zelliginde bir u.(t) yani u.(t)g = 0 olan bir
fonksiyonun var olmasi ve hesaplanmasi gerekir, [6].

Eslesme kosullarmin genel ¢6ziimii literatiirde mevcut
degildir.Baz1 6zel durumlara iliskin bir kag¢ yontem Snerilmistir
[6], [7], [3], [8]. Ayrica Goren-Stimer, Sengér, 2015’in
yaklasik model kullanarak PDE’lerin ¢oziimiine iligkin bir
calismast mevcuttur. Bu c¢alismada Hamiltonian sistemlerin
eslesme kosullarinin  ¢oziimiinde sistemin yaklagik bir
modelinin kullanilmasi dnerilmistir.

Bu calismada aymi yontem EL sistemlere uyarlanacaktir.
Sonugta, bu PDE lerin yaklasik ¢oziimleri elde edilip kontrol
isaretinin olusturulmasinda kullanilacaktir. Bu amagla, once
sistemin yaklagik modeli elde edilecek daha sonra yeni eslesme
kosullar yaklasik modeller kullanilarak tekrar elde edilecektir.

3. Yaklasik Model ve Eslesme Kosullar:

Sistemin yaklagik modelini elde etmek i¢in; bir EL sistemin
konfigiirasyon uzayinda, r alt bolgesi tanimlansin:

S, 2 {qlh, (@) = (@), l=12,..,n,7r =1} (10)
Burada h;(q) ’ler, 0 < h;(q) <1 kosulunu saglayan skalar

fonksiyonlardir. Sistemin  genellestirilmis eylemsizlik
matrisinin bir yaklagikligi,
fi@) = ) h(@M; (1

L
olarak tanimlanir. Burada M; >0 M > 0,Vi kosulunu
saglar. h;(q) fonksiyonlar1 radyal merkezli fonksiyonlar veya
tiyelik fonksiyonlari olarak secilebilir.
Yaklagik modelin ger¢ek modele yakinligi,

M(q) — Z hi(q)MiH

ifadeleri ile verilir.
Sisteme iliskin Lagrangian fonksiyonu, M(q) ifadesi
kullanilarak,

NN ST S
L@ =54"M@¢ V(@) (13)
seklide tanimlanir. Bu durumda sistemin hareket denklemi:
= T
d,_ o 1(0M(qq) . v
G == (M()q) - < q (14)

2\ oq aq

olarak elde edilir. Bu ifadede M (q)’lar yerine yazildiginda agik
¢evrimin sistemin yaklasik modeli:

6@y =y |m@Mid + (47Vqhi(@)) Mid

min

(12)

110 (1)
- 3Miavihia| + 5

olarak bulunur.

Bir onceki bolimde (10) ve (11) ile verilen tamimlar
uygulanarak (4b)’de verilen kapali ¢evrim sistemin yaklagik
modeli,

O [heaMeati + (47Vghei @) Mad
. (16)
2
seklinde yazilabilir. Onbilgiler boliimiinde dzetlenen standart

kontrollii lagrangian yonteminde izlenen yol kullanilarak
eslesme kosullart ¢ikartilirsa kinetik enerji eslesme kosulu,

1 T . a c
- _Mciqvthiq] + E =Uc



G [Z (470 (@) M, ~ 5 Ma¥n]

- Mﬂc_l Z [(quthi(q)) Mci (178.)
i
1 . T . ’\’\_1
—EMcquthi]q+MMC u =0
ve potansiyel enerji eslesme kosulu,
G* [av 1\711\71—16%] = (17b
dq ¢ agql— )
Kontrol igareti ise,
oMg . 0M.q
— (CTOV-10T _ -127¢
u (GG)G<<6q MM 6q>
(1 0qTMq
2 0q
_ 18
1MM_16QTMCQ av (18)
20 7¢ aq oq
__ 0V,
+ MMt an —u,_.>)

olarak bulunur.
Potansiyel enerji eslesme kosulunun yaklagik ¢6ziimii i¢in, bir
S(q) = MM; ' matrisi tamimlayalim, bu durumda,

S(@) = Z M;hi(q) Z Mg hei(q) (19)
i i
Eger kapal1 ¢cevrimli sistem i¢in h;(q) fonksiyonlart,
R 1 qE Si
seklinde segilirse S(q) matrisi,
S@) = ) h(@M M
,- @1
Si(@) = hi(@M:Mg"
ve potansiyel enerji eslesme kosulu ise,
av av,
Gt 20 (Z hi(q)Ml-MC‘i1>a—qC =0 (22)
i

olacaktir. Aym zamanda V;h.;(q) = 0 olacag: i¢in kinetik
enerji eslesme kosulu:

Gt [Z [(quqhi(Q)) M; — %Miqvghi]

@3)
¢ (Z hi(q)MiM;f)Jc] d
=0 '

L

seklinde yazilir.

Burada J. : ¢Tu, = ¢TJ.g =0 ozelligini saglayan garpik
simetrik bir matristir. Ayrica (22) den goriildiigi gibi, yaklagik
model olusturulurken (12) de verilen kosula ek olarak 6zellikle

hi(q)’lar,
av . \aV,
3 (Z hi(Q)MiMcil)a_qC
L

min
iliskisini saglayacak sekilde segilmelidir.
[10]’de verilen Lemma, EL sistem igin diizenlenmis hali
asagida verilmistir.

=0 (24)

Lemma:
VoVe(g@™) =0 ve VCZess(q*) > 0 olan bir V.(q) ve M,; >0
olmasi1 durumunda asagidaki kosul saglanir:
Gl(a—V—M M‘lﬁ)—o Vi (25)
aq 1™c1 aq - Y
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Ayrica r adet matris igin asagidaki kosul saglanir:
GH(MMG — MM ') =0,  Vij (26)

Ispat:

(26) denklemi tiim M; 2 M_;’ler igin saglanmasi gerektiginden,

lemma’da verilen énkosullar altinda tiim M; *M;’ler birbirine

esit olmalt.

4. Arag Ters Sarkac Sistemi

Arag ters sarkag sistemi (Sekil-1) eksik siiriilmiis, lineer
olmayan sistemlere en temel 6rneklerden birisidir. Calismada
elde edilen sonuglarin dogrulugu bu sistem {izerinde
gosterilmistir.

. 1/7%
c e
o

Sekil 1: Arag ters sarkag sistemi.

Bu sistemin degiskenleri
gibidir [6];

_[a11 _ [0

1= CIz] B [x]

1 1
K= E(M +m)¢2 + mg,q, cos q; + Emlzqf

ve enerji fonksiyonlar1 agagidaki

@7

V = -mglcosq, (28)
Yukar1 verilen denklemleri kullanarak sistemin hareket
denklemlerini agagidaki sekilde elde edilir:
(m + M)é, + mli, cosq, —mlg?sing, = u (29)
mli, cos q; + ml?§, + mglsing, =0 (30)
Yukaridaki denklemlerin normallestirilmis matris forumu
asagida verilmistir:

[ 1 bcosql]..
b cos q; c q
1. . 1. .
+ —quzsmq1 quzsm(hO]q G31)
—bq, sinq, 0
—asingq] _ [0
+[ 0 ]—uu
Burada :
g b—l _m+M
ETPTT T Tem
olur.

4.1. Eslesme Kosullarinin Coziimii

Bu boliimde bir onceki bolimde elde edilen sonuglar
uygulanarak sistemi asimptotik kararli hale getiren kontrol
kurali bulunacaktir:
1. Adim: Yaklasik model igin:
1qe€ 1qge

n@efydsvena@aylcs 62
secelim ve (22)’de edilen potansiyel enerji eslesme kosulunu
bu iliskileri kullanarak yazalim:



L [[mglgin s 6Vc/0q1” — 0

! V./0q,

(33)
mglsing, = S;(1 1)%+ 5;(1,2) =—=
g S0 g,
Elde edilen PDE’nin genel ¢oziimii:
mgl
We(q) = =75 cos(qr) + @(2(q))
SaD G4

@ = (@ - a) — o2
z\q) = \q2 q2 Sl(l,l) q1
olarak bulunur. Burada <1>(z(q)), q1 = 0 i¢in qu)(z(q*)) =
0 kosulunu saglayan istege bagli, tiirevi alinabilen bir
fonksiyondur. Eger bu fonksiyon K, >0 igin @(z) =
(Kp / 2)22 olarak alimirsa V,V,
Vch(Q)
mglsin(q,)
5:(1,1)

x| 5 5:(1,2)
P q2 q2 Si (1'1) q1
olarak elde edilir.
2. Adim: Istenen Potansiyel enerji fonksiyonunun VgV cpess>0
kosulunu saglamasi.

(1,2
+K, [(QZ - q3) — siE1,1; ql” (33)

Ve o5 (@)
mgl cos(qq) 5i(1,2) 5;(1,2)
TS 1’[5-(1 D “san®| ©8
L ’ 13 ’ L ’ )
S:(1,2)
Tsan® Ky
hessian matrisinin tiim 6zdegerlerini pozitif yapacak kosul:
s12 > 0 ve
(Cos[ql] < 0vesll > 0veKp > 0)veya 39)

(Cos[ql] > 0ve s11 <0veKp > 0vea > 0)
olarak elde edilir.—pi/2<qi<pi/2 i¢in Cos(qi1)>0 olacagindan
hessianin pozitif olmasi i¢in asagidaki kosul saglanmalidir:
5i(1,2) > 0veS;(1,1) ve K, >0 (40)

3. Adim: Sistemi kararl1 kilacak Mci 6n kosullar1 (40)’da elde
edilmistir. Bu kosullar1 saglayan M ler asagidaki gibidir;
. 1-51,Mc (D)
mey (i) = =222l
11
. cos q1 — s;;me5 ()
mez (i) =
S12

Siradaki adim kinetik enerji eslesme kosulunu saglayacak
Jci’lerin  olugturulmasidir. (17b)’de verilen kinetik enerji

eslesme kosulu (32) se¢imi i¢in yazilacak olursa:
G+ [(Z MM;#)JC] q=0
i

=0 segilerek saglanabilir.
5. Adim: Kapal1 ¢cevrim sistemin potansiyel enerji fonksiyonu:

2
1 q1 S12
V(@) = (EKp (—Qz +qc; +T

acos
n q1
S11
olarak bulunur, burada sy, S12, My ve K, parametreleri
serbest se¢imlidir.
Dikkat edilmesi gereken husus sistemin istenen potansiyel
enerji fonksiyonunun bu parametreler ile sekillenmesidir.

Serbest parametreler asagidaki sekilde segilsin:
Kp = 0.015, Mmep, = 1, S11 = — 1, S12 = 10

(41)

(42)

(43)

Bu durumda sistemin potansiyel enerji fonksiyonu:
V.(q) = 0.0075(—10q, — q, + qc;)* — 9.81cos q;

olur.

(44

Sekil 2: Atanan potansiyel enerji fonksiyonu .

Sekil 3: Atanan potansiyel enerji fonksiyonunun kontér
sekli .

6. Adim: Kontrol isaretinin bulunmasi ve soniim ekleme:
(18)’de verilen kontrol igareti 6rnek sistem igin:

W X av,
— (T 10T [ 22 M. —C =
u=(G"6)"'G <6q ;MlMa aq>+ud,r 12 (45)
Ug = _KVGTq
olur. Benzetim parameterleri de asagidaki sekilde segilsin:
m=1kg, M =5kg, l=1m, g=9.8ms2
G2=1 K,=0015 Kv=5
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Cart and Pole
T

L . . I .
2 4 6 8 10 12 14
t(s)
Cart and Pole
T

Sekil 4: qi ve q2 durum isaretleri .

5. Sonuclar

Eksik stiriilmiis sistemlerin kontrolii ¢6ziimii zor olan bir
problemdir. Literatiirde daha dnce [10] Hamiltonial sistemleri
ve sistemin yaklagik modeli kullanilarak ¢6ziim elde edilmistir
ve bu yaklagim ¢6ziime kolaylik saglamistir. Bu ¢aligmada ise
eksik stiriilmiis sistemlerin kontrolii Euler Lagrange sistemleri
ile ele alinmustir ve bu sistemin kararliligi {izerinde
durulmugtur.  Eksik  siirilmiis  sistemlerin  kontroliinde
karsilasilan zorluklarin ¢6ziimii i¢in sistemin yaklasik modeli
kullanilmistir. Bu sayede, eslesme kosullarinda ortaya ¢ikan
PDE’lerin yaklagik ¢6ziimii elde edilmis ve kontrol isareti
olusturulmustur.

Sistemin kontrol isaretini olusturmak i¢in normalde lineer
olmayan PDE’lerin ¢oziilmesi gerekmektedir. Ancak onerilen
yontem sayesinde bunun yerine lineer olan PDE’ler ¢oziimii
yeterli olmaktadir. Bu yontem ¢6ziimiin bulunmasinda olduk¢a
kolaylik saglamaktadir. Ayrica ¢alismanin bir sonraki agamasi
olarak, sistemin agik ¢evrim sisteminin daha iyi bir
yaklagikliginin elde edilmesiyle, yoriinge izleme gibi
problemlerin ¢6ziimiiniin elde edilmesi beklenmektedir
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