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OZET

Reel beyaz Gauss glriiltil icindeki bir reel sinfisten
olugan zaman serisi veri modeli igin genlik ve faz
keetirimi konusu ele almmugtr. Model parametreleri
igin tasarlanmmy kestiricilerin defiigintileri igin bir alt
smir olan Cramér-Rao smirlaninin sindsiin frekansinm
Fourier limitinden daha kiigtk olmas) halinde siniistin
fazima kuvvetli bir bigimde bagh oldufiu bilinmektedir.
Bu mekalede genlik ve faz parmmetrelerine iligkin
Cramér-Rao smirlarmm en byllkk ve en kigitk
defierlerine karpilik ditgen kritik faz defierleri pratik
bakimdan 8nem arz eden bir Smekleme durumu igin
¢tkarflomgtr. Bu kritik faz deferleri yansiz kestiriciler
veren pratik sisternlerin bagarumim test etmede en iyi
_ve en ki1l senaryolan olughrmak i¢in kullantlabilix.

Anattar Keltmeler: Sinfizoidal model, genlik ve faz
kestivimi, Cramér-Rao hata smirs, algak frekansh sinils.

1. GIRIS

Ree] beyaz Gauss giirdiltll igindeki bir reel sinfisten
olugan veri modeli birden fazla sinyalden olugmug veri
(frekans, genlik we fazlan) igin  tasarlanmmg
kestiricilerin  bagarmmy test etmede yaygm olarak
knllaniimektader.

Cramér-Rao (CR) siniry, bir talam zayif kogullarm

igin bir alt smur vermektedir [1]. Dolaysiyla, CR smurt
kullamlan kestiriciden bafimsiz olarak veri modelleri
igin elde edilebilecek en yitksek bagarmmu vermektedir.
Smmn model paremetrelerine  baglilgn  ile
ilgilenilmektedir.

CR smmr1 modele ait Fisher bilgi matrisinin evrigii
abnmak suretiyle bulunur. Bu matrisin birden fazla
ginyal igeren modeller igin karmagik bir yaprya sahip
olmasmdan dolayl CR sinmlan ¢tzitmsel yerine sayisal
yoldan hesap edilmektedir [2]. Dolaysiyla, smirlarn
model parametrelerine olan bagliliklan sayisal yoldan

Reel miniistin frekansmm pericdogram kestiricisi
kullamilarak kestirilebilecek en dOgiik (egik) frekans
degerinden (Fourier limit) daha kitgik oldufu
durumlarda, sirlarm siniistn fazma kuvvetli bir
bigimde bagh oldufn bilinmektedir, Dolayisiyla, faz
defiigirken, sinirlarn alabilecefi en biylk ve en kilgfik
degerlerin ve bu deferlere kargilik dilgen kritik foz
defierlerinin tespit edilmest Snem kazanmaktadir.

Yazarm son zamsnlarda bir diz
mskalesinde [3-5) burada ele alinan veri modelinin (ve
bu modelin kompleks degierli kargiligmm) frekans,
genlik ve faz parametrelerine iligkin CR smutlar igin
matrissel olmayan ¢bziimsel ifadeler cikarinugtr.
CBzimsel smir ifadeferi basarm lmitlerinin kuramsal
olarak incelenmesine olanak verdiinden &mem arz
ederler. 862 konusu ifedeler smirlarm sinfisfin fazina
olan baghlimm basit bir bigimde ortaya koymaktadsr,
Dolaysiyla, bu ifadeler en biylk ve en kiighk smur
defiecierini ve kritik faz deferlerini tartigmada
kullamliabilir.

Bu makalede ele alman modelin  frekans
kestiricilerine iligkin CR smminin ¢8zfimsel ifadesi
Kaynak 3°de gikanimigtir. Aym kaynakta, en bilyik ve
en kiiglk frekans smirdan ve kargilik diigen kritik faz
deferleri, ornekleme anlarmm geligigzel segildifi
genel dmekleme durumu igin, ¢izlimse] yoldan elde

Modelin genlik ve faz kestiricilerine iligkin CR
smularmm  glizfimse]  ifadeleri Kaynak 4'de
cikarilmigtir. Genlik ve faz smirlarna ait kritik faz
defierlerinin genel Smekleme durumm igin ¢Hzitmsel
yoldan bulunmasi kolasy pizikmemektedir. Smir
ifadeleri 8mekleme anlarimin baglangig anima (2=0
am) gbre simetrik olarak segilmesi halinde oldukga
basitlegmektedir, Kaynak 4’de kritik faz degerleri
gimetrik Ornekleme durump igin giziimse} olarak elde

Simetrik Omeklems pratikte yaygin  olarak
kullamlmamaktadir, Bu mekalede penlik ve faz
smirlarma ait kritik faz deferleri pratikte ysygm bir
bigimde kullamlan ve Smekleme anlarmn baglangic
anmdan sonra secildiji bir Smeldeme durumu igin
sayisal yoldan hesaplanmugtir.
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Makale gu bigimde diizenlenmigtir: Ikinej bSlimde
veri modeli tantilmughr, Bu model igin CR genlik ve
faz smudarinm ¢820mse) ifadeleri figinc boltmde
verilmigtir, Dérdiined boliimde smsrlara ait kritik faz

deferleri gikanlmugtr, Caliymammn sonuglart beginei
bolitmde verilmigtir,

2. VERi MODELI

Bu makelede bir reel sinils ve reel beyaz Gauss
gitrltitistnden olugan egafidakd zaman serisi veri
modeli ele alinmgtir:

y)z=acos{or+Q}+et), t=n n+l,.., n+N-1.
n

Bureds « parametresi sinlsin genlifini, o«
frekansim, @ fazim géstermektedir, e(f) ortalamas
sifir ve deffigintisi o2 olan beyaz Gauss giriilttyit
temsil etmektedir, N toplam Omek sayism ve n
drnekleme indisinin ilk defferini gostermektedir.

Model paremetreleri o, ©, 9 ve o® eldeki N

adet Omek deferi  yp(n), yn+l),... Y+ N-1)

kullamlarak kestirilecektir,

Omek sayist ¥ tek ve ilk Smekleme indisi
n=—(N-1)/2 igin dmekleme anlar1 £ =0 baglangig
auma gire simetrik olmaktadir. Yukanda da
behsedildigi gibi simetrik &rmekdeme duromunda smir
ifadeleri sedelegmekte ve kritik faz degerleri bziimsel
_ yoldan buhmabilmekte ise de biz bu makalede pratikte
daha yeygin olan =1 durumunu ele alacafiz,

3. GENLIK VE FAZ SINIRLARI
CR teoremine gbre, &, o genlifinin ve ¢, ¢ fazmn
bir yapsiz kestiricisi olmak izere bu kestiricilerin
teisintisi iaki egitsizlifi salar:
var(&) z B, ve va($) 2 B, .

Buradski B, ve B, bayikliiklesi (1) modeline ait
Fisher bilgi mafrisinin evrifiinin, sirasiyla, @ ve o

parametrelerine karmihk gelen kogegensel
elemsnlaridir,

CR genlik ve foz suurlari B, ve B, igin ¢bzilmsel
ifadeler Kaynak 4’de gikarlmigtir, Bititnlgk agismdan
bu ifadeler agafnda tekrar edilmigti, B, ve
B, smirlart sayfanm alt kisminda g8sterilen (2) ve (3)
ifadeleriyle verilmektedir, Bu ifadelerde SGO sinyal-
gOrlllttl oramm gdstermektedir; SGO =-2%. N;, N

ve D; ketsayilarn ¢ fazma baBlt degildir ve
r=0,1ve2 igin

H 4

T, = N,,, Z[j @)
C, = M 5‘_{: cos{2e?) (5)
S, =3 sinC2on) ®

=l

olmak {izets

Ny 22T, + CoCo + 8,8, 2T -CF - 57

Ny = 2T4C, - 2AT,C,y +4N,C

Ny = 208, + 205,85, - 405,

Ny =CoCy =508, ~C2 + 87

Ny =—CpSy - 84C; +2G,8,

Nj = 2L31; - CyCy - 8,4, —C - S2

N} =-20,C, +21,C,

Nj =208, - 21,8,

Nj ==CyC, +5,8, +C? - S?

N3 = CoSq +84C; —2G,S,

Dy =T,(0§ ~C} -8)-To @ +CF +57)
+2T, (cuc, +st,.5'1 )

D, =—C,(Tg -C§ - §3)-Co@E +C2 -Sh

+2G, (FDFI SDSI)

D3 = 8;(I5 ~C} - $3) + S, (T}
=285, (1 = CoCy)

seklinde tanimlanmigtir,

~CE+8Y)

20% N, + N, cos29+ N, sin 29 + ¥, cosdp+ N sindg

B, = : )
N 2(D, + Dy cos2¢p + Dy sin 2¢)
B o 1 Nj+N;cos29+ Njsin2¢ + N} cosdgp -+ N{ sindo @)
? SGO-N 2D, + Dy cos2q + Dy sin 2¢)



N,;, N{ ve D, katsayllan sinfisin @ frekensmna
ve N Omek sayisma bafilidi; (4)-(6) ifadelerinden
katsayilarm N 'ye olan baghbfmin, 6zellikle bfyfik
N deerleri igin, zayif oldugu goritmektedir.

4, KRITiK FAZ DEGERLERI

(2) ve (3) ifadeleri CR genlik ve faz smilanm ¢
fazimm basit birer fonksiyonu bigiminde verdiginden
olduk¢a kullamgitdirlar,

Smirlarm en biiytk ve en kilgtk deferlerini aldif
kritk ¢ faz degerleri (2) ve (3) ifadelerinin @ 'ye
gore tlrevi alintp bu tirevin sifira egitlenmesi yoluyla
bulunabilic. Burada ele aldifmmz n=1 Omekleme
durumu igin 88z konusu tirevi sifir yapan kokler en az
altinci  dereceden bir polinomn  sajlamaktadir,
Dolayisiyla, kritik faz defierleri sayisal yoldan
bulumnugtur,

Omekles, sinfistin frekensmm Fourier linttinden
daha kiiciik olmas halinde

O <— (N

CR smurlarmin sinfisin fazma kuvvetli bir bigimde
bagh oldufunu gdstermektedir. Dolaysryla, kritik faz
degerlerinin (7) bdlgesi icin tespit edilmesi Gnem
kazanmpskinder.

Ornek: CR genlik stmninm en biylk ve en kitgtk
defierleri Bmek saym N =16 igin Sekil 1'de
gosterilmistir. Sekilde disey eksen B, -(1/26%)-N
sarpimmm defierini, yatay eksen o frekansmm Q
Fourier limiti (2 =7n/N) cinsinden defierini (0/0
defierini) ghstermektedir. Sekilden smirmn en biiyiik ve
en kitgitk deperleri arasmdaki farkin ©/Q<1
bblgesinde oldukce fazla oldufu grillmektedir, Smr
bu bblgede sinfisiin fazma kuvvetli bir bigimde baglh
olmaktady, ©/>1 bilgesinde sz komusuy fark
azalmaktadir, Bu ikinci bdlgede smirm faza baglihp

Ornek sayim N =16 igin en biydk ve en kilgtik
CR fuz smrlan $ekil 2°de gOsterilmigtir. Sekilde
disey eksen B,-(SGO)-N deferini, yamy eksen
@/} deperini  gistermektedir. Smimn @/Q <1
bilgesinde faza kuvvetli bir bigimde bagh oidufiu
goriitmektedir.

Genlik ve faz kestirimine ait kritik faz degerleri,
fazin Onemli oldufiu ve pratik apidan kullanegh

w° 10* w' ry
CRAMLANMES FRENANS

Sekil 1: Bir reel sinfistn genlik kestiimime iligkin en byik

ve en kilglk CR smirlermin sinfisfin frekensryls defigimi.

Omek adeti ¥ =16 ve ilk Smekleme indisi n =1"dir.
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$ekil 2: Bir reel sinfistin faz kestirbmine iligkin en bityilk ve
en kiighk CR smulammm sinfisfin frekeneryla deffigimi.
Omek edeti ¥ =16 ve ilk Srnekleme indisi #=1"dir,

oldufma inandsgimiz 0.1 <@/Q <1 bolgesi igin

¢ikarimgtir. Omek sayim N igin 8, 16, 32, 64,

128, 256, 512 ve 1024 defterleri seqilmigtir. Kritik

faz deferleri ©/£) ve N ’nin fonksiyonn olarak
it

En bfiylk CR genlik siirma kargilik digen faz
defteri Sekil 3(a)'da verilmigtic, Belirli bir o ve bélirli
bir ¥ degeri igin en kilglk CR genlik simrma iki ayn
faz defieri kargilik diigmektedir. Bu global minimumlar
Sekil 3(b) ve Sekil 3(c)’de verilmigtir. En bliydk CR
faz snmm  veren faz  deperi Sekil 4(a)da
gosterilmigtir, En kitgik CR faz siinm veren faz
defieri Sekdl 4(b)’de gosterilmigtir,
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06 EN BUYUK CR GENLIK SINIRINI VEREN KRITIK FAZ DEGERLER!
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EN KUCUK CR GENLEC SINIRING VEREN KRITIK PAZ DEGERLERI
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(b)

BN KUCUK CR GENLIK SINIRINI VEREN KRITIK FAZ DEGERLER!
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(c}
$ekil 3: Bir reel sinfistin genlik kestivimine ait keitik faz degerlerinin sinfislin frelams: ve Sraek
adeti ¥ ile defigimi: (a) en bitylk CR genlik mnmmm: veren faz defieri, (b) ve (c) en kilgik CR
genlfk smirm veren foz deferleri, N igin 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 wve 1024
defierleri almmugtr, $ekillerde A harfi N =8 durumuna ve H harfi ¥ =1024 dormmns
tekabil etmektedir. [k dmeldeme indisi o = 1 *dir,
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EN BUYLUK CR FAZ SINIRIM] VEREN KRITIK FAZ DEGERLERI
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(b)
$ekil 4: Bir reel sintistin faz kesthimine ait kritik faz degerlerinin gindsiin frekansi ve Oroek
adeti N ile defiigimi: {a) en bityltk CR fiz smirom veren faz defieri, (b) en kilglik CR faz
sinmmt veren faz defferi. N icin 8, 16, 32, 64, 128, 236, 512 ve 1024 deferleri
almmugtir. $ekillerde A harfi ¥ =8 durmmuma ve H harfi ¥ =1024 durumuna tekabill

etmektedir. Hk 6mekleme indisi n =1 dir,

5. SONUCLAR

Bu makalede reel beyaz Gauss giiriiltil igindeki bir reel
sinflsten olugan zaman serisi veri meodeline =it en
bitytik ve en kiigitk CR gealik ve faz siurlarmy veren
kritike faz deferleri pratikte yeygin bigimde kullamlan
bir Smekleme durumy igin gikemlmigtr, Bu kritik faz
degerlerl, yansiz parametre kestiricilerinin bagarmmm
test etmede en kit ve en iyl semaryolar olughamak
igin knllanilabilir,
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