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OZET

Reel beyaz Gauss giiriiltii i¢indeki bir reel soniimlii
siniisiin parametrelerinin (genlik, faz, soniim katsayisi
ve frekansinin) kestirimi konusu ele almmustir.
Parametre kestiricilerin degisintileri igin bir alt sinir
olan Cramér-Rao smirlarinin, sinisin frekansinin
Fourier limitinden daha kii¢iik olmasi1 halinde, siniisiin
fazina  kuvvetli bir bigimde baghh  oldugu
bilinmektedir. Bu ¢alismada alg¢ak frekans durumunda
ve toplam Ornek sayisinin yeteri kadar biyik ve
soniim katsayisinin kiigiik olmasi varsayimlari altinda
Cramér-Rao smirlarinin en biiyiik ve en kiigiik
degerlerine karsilik diigsen kritik faz degerleri i¢in basit
ifadeler elde edilmistir.

Anahtar  Kelimeler: Sonimlii siniis, parametre
kestirimi, Cramér-Rao sinir1, algak frekansl siniis.

1. GIRIS
Giuriilti.  i¢indeki  bir  sOniimli  sindsiin
parametrelerinin  kestirimi sinyal isleme alaninda
kargilagilan  6nemli problemlerden biridir. Bu

makalede reel beyaz Gauss giirilltii ekli bir reel
sOonlimlii siniisten olusan asagidaki zaman serisi veri
modeli ele alinmistir:

y(t)=oc0e7[3°t cos(wgt +@g)+e(t), t=1L...,N. (1)

Burada o siniisiin genligini, ¢, fazmi, B, séniim

katsayisini ve o frekansini gostermektedir; e(?)

ortalamasi sifir ve degisintisi o’ olan beyaz Gauss
giriiltiiyti  temsil etmektedir; N  toplam Ornek
say1sidir.

(1) modeli birden fazla sinyal igeren modellerin bir
prototipidir ve sinyal parametreleri i¢in tasarlanmig
kestiricilerin basarimint test etmede yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Cramér-Rao (C-R) sinirt, bir takim zayif kosullarin
saglanmasi halinde, herhangi bir yansiz parametre
kestiricisinin degisintisi i¢in bir alt siir verir [1].
Dolayisiyla, C-R sinirt pratik kestiricilerin basarimini

degerlendirmede  bir olarak
kullanilmaktadir.

C-R smirt modele iligkin Fisher bilgi matrisinin
evrigi alinmak suretiyle bulunur. Bu matrisin birden
fazla sinyal igeren modeller i¢in karmagik bir yapiya
sahip olmasindan dolay1 C-R simirlar1 ¢dziimsel yerine
sayisal yoldan hesap edilmektedir.

Kaynak 2’de (1) modelinin daha genel bir hali i¢in
Fisher bilgi matrisi ¢ikarilmistir. (1) modelindeki
siniislin genlik, faz, soniim katsayis1 ve frekans
parametrelerine iligkin C-R smuirlari [2]’deki sonuglar
kullanilarak sayisal yoldan hesap edilebilir.

(1) modeline iligkin C-R smirlarmin = siniisiin
frekansinin  Fourier limitinden daha kiiglik olmasi
halinde siniisiin fazina kuvvetli bir bicimde bagh
oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla, bu algak frekans
durumu ig¢in, sinirlarin faz degisirken alacagi en biiyiik
ve en kiigiik degerlerine karsilik disen kritik faz
degerlerinin (yani, en koti ve en iyi kestirim
durumlarmma tekabiill eden faz degerlerinin) tespit
edilmesi 6nem kazanmaktadir. Problemin herhangi bir
parametreye iligkin C-R smirt i¢in bir ¢dziimii sinirin
siniislin fazina olan bagliligmi agik bir bigimde veren
(matrissel olmayan) ¢oziimsel bir ifadesinin
cikarilmasini gerektirir. Dahasi, bu baglilik kritik faz
degerlerinin ¢oziimsel olarak tespit edilmesine olanak
verecek sekilde basit olmalidir.

Yazarlarin  yakin zamanda yaymlanan bir
makalesinde [3] (1) modeline iliskin C-R simurlari igin
¢Oziimsel ifadeler ¢ikarilmistir. Bu ifadeler sinirlarin
siniisiin fazina olan bagliliklarin1 basit bir bigimde
vermektedir. Dolayisiyla, en biiylik ve en kiigiik
smirlar1 veren kritik faz degerleri [3]’deki ifadeler
kullanilarak kolayca tespit edilebilir.

Bu makalede, toplam 6rnek sayisinin yeteri kadar
biiyiik ve siniisiin soniim katsayismin kiigiik olmasi
varsayimlari kullanilarak, kritik faz degerleri i¢in basit
ifadeler sunulmustur. Bu basit kritik faz ifadeleri
siniisiin frekansinin Fourier limitinden daha kiigtik
olmasi halinde gecerlidir.

Makale su bicimde diizenlenmistir: Tkinci boliimde
(1) modeline iliskin C-R smirlarmin  ¢6ziimsel
ifadeleri tekrarlanmistir. Sinirlara ait kritik faz
degerleri tgilincli bolimde ¢ikarilmistir. Dordiincii
bolimde kritik faz degerleri igin basit ifadeler
sunulmugtur. Calismanin sonuglar1 besinci bolimde
verilmigtir.
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2. CRAMER-RAO SINIR iFADELERI

Cramér-Rao (C-R) teoremi, &y, ¢g, By ve g,
sirastyla, o genliginin, ¢, fazinin, B, sonim
katsayismin ve o, frekansimin birer yansiz kestiricisi

olmak iizere, bu kestiricilerin degisintisi i¢in bir alt
SINIr Verir:

E{(dg—09)”} 2 By » E{(G9 —90)7} 2 By, -

E{(Bo —Bo)*} 2 By, . E{(dg —00)°} 2By, -
Burada E{} beklentiyi gostermektedir. By Bogs
By, ve By, sinirlart (1) modeline iligkin Fisher bilgi

matrisinin evriginin, swrasiyla, ag, ©g, Bg Ve ®q

parametrelerine karsilik gelen kosegensel
elemanlaridir.
Kaynak 3’de B, , By, B, ve B, CR

sinirlart igin (matrissel olmayan) ¢oziimsel ifadeler
¢ikarilmigtir. Biitiinliik agisindan bu ifadeler agagida
tekrar edilmistir:

2
By, :2%(1(0 + K cos29g + Kg sin2¢), )

1 ,
By, :SGO—'N(K() — K¢ cos2¢g — K sin290) , 3)
1 , ' "
Bp, =———— (K — K¢ cos2¢g — K sin20) , (4)
SGO- N
1 .
By =————5 (K + K o820 + K sin20p) . (5)
SGO- N

Bu ifadelerde SGO siniise iligskin sinyal giiriilti

frekansmna, B, soniim katsayisma ve N Ornek

sayisina baglidir) ve asagidaki bigimde verilmektedir:

Ko X1+ X
0~ 2 >
2(X11 Xy = X12)
X1 —Xp
Ke=- —.
2(X11 Xy = X12)
X1
Ks=-r s
XX —Xin
. X{+ X9
KO: ’ ’ /2 ’
2(X11 Xy = X12)
) X1 —X2
KC: ’ ’ ,2 ’
2(X11 Xy —X12)
. X1y
Ky=-—o—o s
X1 Xy —X13
Burada Xll’ X12, X22, X{l’ Xllz ve X’22

biiyiiklikleri bu sayfanin alt kisminda gosterilen (6)-

(11) ifadeleriyle verilmektedir. Bu ifadelerde
r=0,1 ve 2 olmak lizere
.= 1 y r —2[301‘ 12
r - Nr+1 Zt e ] ( )
t=1
1 X, ~2Bot
= o ;t e cos(2wgt), (13)
1 N r —2[30[ :
S, = i Z‘t e sin(2wt) (14)

kisaltmalar1 kullanilmistir. (Uygunluk acisindan K

oranini gostermektedir: SGO = a% /2 G2 ve K  terimlerinin  isareti burada farkli
Ky, K¢, Kg, Ky, K¢ ve K katsayilart ¢ tanimlanmistir.)
fazina bagl degildir (bu katsayilar siniisiin ®
T, — Co)(Iy +Cp)? —2(T + C))S; S5 + (T + Co)SE
X11=(F0+Co)—(2 27 +C) 2(12+ 1)212+(2+ 2)1’ ©)
2C1Cy —T)S; + (I = CF +57)S,
Xip ==5¢ - PRSI : (7)
2 2
r I - -2(I7 - I, -
X22=(ro—co)—( ) +Co)T - Cy) _ ( 12 C1)25152 +( —Gy)S5 ’ ®)
Iy -C5 —S5
Ty — Co)(I +C)? = 2(T +C))SoS) +(Ty +Co)SE
X{I:(F2+C2)—(0 0)I7+Cp) 2(12+ 1)201+(0+ 0)1’ ©)
Iy —Cy —Sp
X =S 2Tyl = CoC1)S1 = (I = CF +57)S, 10
e -ct -5
Ty +Co)(Iy —Cp)? =21y = C))SoS) + (T —Co)S7
Xéz=(F2—Cz)—( 0 +Co)Ih =€) —2(04 —C1)SpS1 +To ~Co)ST™ (an

I -Cg -5



3. KRIiTIK FAZ DEGERLERI

(2)-(5) ifadeleri Byy» Boys Bp,

smirlarin1 ¢ fazinin basit birer fonksiyonu bigiminde

ve B, C-R

vermektedir. Bu ifadelerden smnirlarin ¢, fazina =

radyan periyodu ile periyodik olarak bagli oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla, faz degerlerinin, mesela

T T
Dy = Qg €| ——,—
0 {@o ?o ( > 2}}

araliginda ele alinmasi yeterli olacaktir.
(4)-(5) ifadelerinden Bg, ve B, sonim katsayist

ve frekans smirlarinin, ¢, fazinin fonksiyonlan

bi¢iminde diisiiniildiiklerinde, birbirlerinin  7/2
radyan kadar Gtelenmis halleri olduklar1 goriilebilir.
Bu iki siirin en biiylik ve en kiigiik degerleri aynidir.
Dahasi, sinirlardan biri en biiyiik degerini aldiginda
digeri en kiigiik degerini almaktadir, yani, bir sinira
iliskin en kotii (en iyi) faz degeri diger sinira iligkin en
iyi (en koti) faz degeri olmaktadir. (2)-(3)

ifadelerinden aym iliskinin, B~ genlik sinir1 oc% ile
boliinmek sartiyla, By, ve By, genlik ve faz smirlari

arasinda da oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla, burada
sadece genlik ve frekans kestirimine iligkin kritik faz
degerleri iizerinde durulacaktir.

Sinirlarin en biiyiik ve en kiigiik degerlerini aldig:
kritik ¢ faz degerleri (2)-(5) ifadelerinin ¢ ’a gore
tirevi alinip bu tiirevin sifira esitlenmesi yoluyla
kolayca bulunabilir. (Benzer hesaplamalar (1)
modelindeki siniisiin soniimsiiz olmasi durumunda
frekans kestirimine iliskin kritik faz degerlerinin elde
edilmesinde de karsimiza ¢ikmaktadir [4].)

Her bir smirm @, aralifinda sadece bir
maksimumu ve bir minimumu vardir. B, genlik
smirinin - maksimumu  ve  minimumu  asagida
verilmistir:

1, 4K
—tan"l| =5 5 Kc 20,
2 Kc
((PO)max
-1 K S K S |
—tan | —>|-sgn| — |—, K <0,
c Ke )2
(15)
1. 4K K
—tan"!| =5 —sgn[—sj—, Kc 20,
_ c K¢
((PO)min - 1 K
—tan"| =5 | K <0.
2 Kc
(16)
B frekans smirinin maksimumu ve minimumu

®o

asagidaki verilmistir:

KV
ltan_l [—,SJ, K¢ >0,
((PO)max: ¢
K KX
ltan_1 —? —sgn —jq E, K¢ <0,
K¢ K )2
(17)
K- K
—tan_l(K—fJ—sgn[K—fJg, Kc 20,
(©0) min = 1 K? ¢
—tanl(—,s} K¢ <0.
K¢
(18)
Bu ifadelerde
_1 T T 19 x>09
tan () e|——,—| ve sgn(x) =
0 [ 2 2} gn() {—1, x<0,

seklinde tanimlanmugtir.
Sayisal oOrnekler, siniisiin frekansinin Fourier
limitinden daha kiiciik olmasi halinde, yani

(19)

T
®q <N

icin, C-R smirlarinin siniisiin fazina kuvvetli bir
bicimde bagli oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla,
kritik faz degerlerinin (19) bdlgesi igin tespit edilmesi
6nem kazanmaktadir.

Ornek 1: Toplam 6rnek sayis1 N =20 ve sdniim
katsayis1 By =0.5 durumunu ele alalm. C-R genlik

sinir1 Bao ’m en biiyiik ve en kiiglik degerleri Sekil
1’de Sekilde
B, 0 -(1/2(52)~N carpimini, yatay eksen

gosterilmistir. disey  eksen

frekansiin Q Fourier limiti (Q=n/N) cinsinden
degerini (w(/Q degerini) gostermektedir. Sekilden
smirin en biiyiik ve en kiiciikk degerleri arasindaki
farkin @ /Q<1 bolgesinde oldukga fazla oldugu
goriilmektedir. Smir bu bolgede siniisiin  fazina
kuvvetli bir bigimde bagl olmaktadir. ®q/Q>1
bolgesinde s6z konusu fark azalmaktadir. Bu ikinci
bolgede sinirin faza bagliligi ihmal edilebilir.

C-R frekans smir1 B, “m en biiyiik ve en kiigiik

degerleri Sekil 2’de gosterilmistir. Sekilde diisey
eksen By, -SGO-N 3 carpimuni, yatay eksen o /Q

oranini gostermektedir. Sinirin @ /Q <1 bdlgesinde

faza kuvvetli bir bicimde bagl oldugu goriilmektedir.

Kritik faz degerlerini veren (15)-(18) ifadeleri
karmasik géziikmektedir. Bir sonraki boliimde, toplam
ornek sayist N ’'nin yeteri kadar biiyilk ve soniim
katsayis1 B 'mn kiiciik olmasi durumunda, kritik faz
degerleri icin (19) bolgesinde gegerli olan basit
ifadeler sunulmustur.
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Sekil 1: Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iliskin
oranlanmig C-R siirmin en biiyiik ve en kiiciik degerlerinin
siniistin frekansiyla degisimi. Toplam 6rnek sayis1 N =20

ve séniim katsayis1 B = 0.5 ’tir.
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Sekil 2: Bir reel soniimlii siniisiin frekans kestirimine iligkin
oranlanmig C-R siirinin en biiyiik ve en kiiciik degerlerinin
siniisiin frekansiyla degisimi. Toplam 6rnek sayis1t N =20

ve soniim katsayis1 B = 0.5 ’tir.

4. BASIT KRIiTiK FAZ DEGERLERI

(15)-(18) ifadeleriyle verilen kritik faz degerleri
siniisiin frekansi o, "1 kiigiik degerleri i¢in ve toplam

ornek sayist N ve siniisiin soniim katsayis1 P ile

ilgili  asagidaki varsayimlar altinda oldukga
sadelestirilebilir:

Al N3PV <o,

A2) Po<<l.
Al  varsaymmi  siniisin =~ sOniimlenene  kadar

orneklendigini sdylemektedir; yani, toplam Ornek
sayist N yeteri kadar fazla olmalidir. A2 varsayimi
siniisin ~ soniim  katsayisinin ~ kii¢iik  oldugunu
soylemektedir. Bu varsayimlarin temelinde hizla

0.8
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Sekil 3: Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iligkin
en kotii ve en iyi durumlardaki gergek ve yaklasik faz
degerlerinin siniisiin frekansiyla degisimi. Toplam o6rnek

sayist N = 60 ve soniim katsayis1 B, = 0.3 diir.
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Sekil 4: Bir reel soniimlil siniisiin frekans kestirimine iliskin
en kotli ve en iyi durumlardaki gergek ve yaklasik faz
degerlerinin siniisiin frekansiyla degisimi. Toplam &rnek

sayist N = 60 ve soniim katsayis1 B, = 0.3 diir.

sonen yiiksek soniim katsayili bir siniisiin parametre
kestiricilerinin muhtemelen yanli olacagi, dolayisiyla,
C-R  smrlarinin = uygulanamayacagi  diisiincesi
yatmaktadir.

Kritik faz degerlerini veren (15)-(18) ifadelerinin
oo —> 0 iken hakim olan terimleri belirlendikten
sonra bu terimlere Al ve A2 varsayimlarn tatbik
edilirse, kiigiik ®( degerleri i¢in, asagidaki basit
yaklasik sonuglar bulunur (bu ara islemler burada
gosterilmemistir): Genlik kestirimi i¢in

(@) max =7 ——| 7 (20)

(@) min =——| — (21)



Frekans kestirimi i¢in

(00)max zg—%%, 22)
0
(©0) min = ZE—O (23)
0

Acikea, (20)-(23) ifadeleri kritik faz degerlerinin
sinlisiin o, frekansmna ve B soniim katsayisina olan

bagliligini oldukga basit bir bigimde vermektedir. Bu
bagliligin ©o/Bo orant  yoluyla  oldugu

goriilmektedir. Ayrica, ifadeler toplam ornek sayisi
N ’ye bagli degildir. Bu durum siniisiin sdniimlenene
kadar orneklendigini belirten Al varsayiminin bir
sonucudur.

Sayisal 6rnekler (20)-(23) ifadeleriyle verilen basit
kritik faz degerlerinin Al ve A2 varsayimlar1 altinda
(19) Dbolgesinin  tamaminda gegerli  oldugunu
gostermektedir.

Ornek 2: Toplam ornek sayist N =60 ve soniim
katsayist By =0.3 durumunu ele alalim. (Bu durumda

Al ve A2 varsayimlart saglanmaktadir.) Genlik
kestirimine iliskin kritik faz degerlerinin (15)-(16)
ifadeleriyle verilen gercek (tam) ve (20)-(21)
ifadeleriyle verilen yaklasik degerleri Sekil 3’te
gosterilmistir. Frekans kestirimine iligkin kritik faz
degerlerinin (17)-(18) ifadeleriyle verilen gergek ve
(22)-(23) ifadeleriyle verilen yaklasik degerleri Sekil
4’te gosterilmistir. Sekillerdeki yatay eksen ©q/Q

oranlanmis frekansmi ilgilenilen ®q/Q<1 bolgesi

icin gostermektedir. Yaklasik degerlerin gergek kritik
faz degerlerini oldukg¢a yakin bir bigimde takip ettigi
goriilmektedir.

5. SONUCLAR

Bu makalede reel beyaz Gauss giiriiltii igindeki bir
reel soniimlii siniisiin genlik, faz, soniim katsayis1 ve
frekans parametrelerinin  kestirimine iligkin C-R
smirlarmin en biilyiik ve en kiigiik degerlerine karsilik
gelen kritik faz degerleri igin basit ifadeler
sunulmustur. Ifadeler, fazin énemli oldugu, siniisiin
frekansinin Fourier limitinden daha kiiglik olmasi
durumunda gegerlidir. Bu kritik faz degerleri algak
frekanshi siniisler i¢in tasarlanmis pratik kestiricilerin
basarimini test etmede en kotii ve en iyi kestirim
senaryolarmin hizli bir bigimde olusturulmasinda
kullanilabilir.
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