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OZET

Reel beyaz Gauss giiriltiisii igindeki bir reel
sOonlimlii siniisten olugan zaman serisi veri modeli igin
genlik, faz, soniim katsayisi ve  frekans
parametrelerine  iliskin  Cramér-Rao  siirlarinin
matrissel olmayan ¢o6ziimsel ifadeleri sunulmustur.
Ifadeler sinirlari isaret giiriiltii orani, toplam &rnek
sayis1 ve siniisiin frekansina, soniim katsayisina ve
fazina bagli bir fonksiyon cinsinden vermektedir. S6z
konusu ifadeler smirlarin siniisin  fazina olan
baghiligini basit bir bicimde vermektedir. Dolayisiyla,
bu ifadeler en biiyiik ve en kiigiik sinir degerlerini ve
bu degerlere karsilik diisen kritik faz degerlerini
tartismada kullanilabilir.

Sonuglar drnekleme anlarinin gelisigiizel secildigi
genel drnekleme durumuna uygulanabilir.

Anahtar  Kelimeler: Sonimlii siniis, parametre
kestirimi, Cramér-Rao sinir1, algak frekansli siniis.

1. GIRIS

Sinyal isleme alaninda karsilasilan pek ¢ok 6nemli
problem giiriiltii i¢indeki bir ya da daha fazla soniimli
ya da soniimsiiz siniisiin parametrelerinin kestirimine
dayanmaktadir. Bu makalede reel beyaz Gauss
giiriiltiisii icindeki tek bir reel soniimlii siniisten olusan
asagidaki zaman serisi veri modeli ele alinmistir:

y(t) = oge P cos(wgt + 9o ) + el?) (1)

t=n,n+1,..,n+ N—-1. Burada o, parametresi
siniisiin genligini, ¢ fazini, B, soniim katsayisini ve
o frekansini gostermektedir. e(¢) ortalamasi sifir ve
degisintisi o2 olan beyaz Gauss giiriiltiisiinii temsil
etmektedir. N toplam 6rnek sayisini ve n Ornekleme
indisinin ilk degerini gostermektedir.

Model parametreleri oo, ¢@¢, Bg, ®y ve o2

bilinmiyor varsayillmistir ve bu parametreler eldeki N

adet ornek degeri y(n), y(n+1), ..., y(n+N-1)

kullanilarak kestirilecektir.

(1) modeli birden fazla sinyalden olusmus
modellerin bir prototipidir ve sinyal parametreleri i¢in
tasarlanmig kestiricilerin  bagarimini  test etmede
yaygin olarak kullanilmaktadir.

Cramér-Rao (C-R) sinir1, bir takim zayif kosullarin
saglanmasi halinde, herhangi bir yansiz kestiricinin
degisintisi igin bir alt sinir verir [1]. Dolayisiyla, C-R
siirt kullanilan kestiriciden bagimsiz olarak veri
modelleri i¢in elde edilebilecek en yiiksek bagarimi
vermektedir. Ele alinan model i¢in, C-R smirmin
siniisiin frekansina, soniim katsayisina, fazina, isaret
giiriiltii oranina ve toplam Ornek sayisina baglilig: ile
ilgilenilmektedir.

C-R smirt modele iligkin Fisher bilgi matrisinin
evrigi almmak suretiyle bulunur. Bu matrisin birden
fazla sinyal igeren modeller i¢in karmagsik bir yapiya
sahip olmasindan dolay1 C-R simirlar1 ¢oziimsel yerine
sayisal yoldan hesap edilmektedir [2, 3]. Dolayisiyla,
siirlarin - model parametrelerine olan bagliliklari
sayisal yoldan incelenmektedir.

Bu makalede (1) modelindeki siniisiin genlik, faz,
sonim  katsayis1 ve frekans parametrelerinin
kestirimine iligkin C-R sinirlar1 igin matrissel olmayan
¢oziimsel ifadeler verilmistir. Coziimsel sinir ifadeleri
basarim limitlerinin kuramsal olarak incelenmesine
olanak verdiginden 6nem arz ederler. Her bir smur
isaret giiriiltii orani, toplam O6rnek sayisi ve siniisiin
frekansina, soniim katsayisina ve fazina bagl bir
fonksiyon cinsinden verilmektedir. Ifadeler, ilgili

Fisher  bilgi matrisinin  6zel bir  bicimde
ayristirilmasinin bir sonucu olarak, sinirlarin siniisiin
fazina olan baghliklarin1  basit bir bigimde

vermektedir. Dolayisiyla, smnirlarin faz degisirken
alacag1 en biiyiik ve en kiiciik degerler ve bu degerlere
karsilik diisen kritik faz degerleri kolayca tespit
edilebilir.

Sintislerin soniimsiiz olmas1 durumunda burada ele
alman veri modeline (ve bu modelin kompleks degerli
karsiligina) iligkin ¢6ziimsel sinir ifadeleri [4-6]
numarali  kaynaklarda c¢ikarilmistir. Dolayisiyla,
burada sunulan c¢alisma [4-6] kaynaklarindaki
¢alismanin bir devami seklindedir.



2. CRAMER-RAO SINIR iFADELERI

Cramér-Rao (C-R) teoremi, Gy, ®g, B ve @
sirastyla, o genliginin, ¢, fazmm, B, sénim

katsayisinin ve ®( frekansmim herhangi bir yansiz

Ky, Kc, Kg, Ky, Kc ve K Kkatsayilari @
fazina bagli degildir (bu katsayilar siniisiin  ®
frekansina, P, soniim katsayisina ve N Ornek

sayisina baglidir) ve asagidaki bigimde verilmektedir:

X X
kestiricisi olmak tizere, her bir kestiricinin degisintisi Ky = ¥ A2 5
icin bir alt sintr verir: 2(X 11X — X{3)
{0} 2 By, varipy) > B Ke =122
var{o} > , var{Qg} = = 5
AO 0 07= %0 2(X11 X - X12)
var{o} = By, var{wg} = By, K= X5
o X1 Xp - Xt
Bao, B(PO, BBo ve ]_’3w0 smirlar1 (1) modeline iliskin » X + X
. . . PP PO 0 =
Fisher bilgi matrisinin evriginin, sirastyla, o, g, 20X Xy — Xl%)
Bo ve ®( parametrelerine karsilik gelen kosegensel Y Xt
elemanlaridir. Fisher bilgi matrisinin 6zel bir bigimde Ke=- ) L . 2 >
aynistinlmasi suretiyle By, , B, . Bg, ve By, C-R 2(X11 X3 — X13)
sinirlart  i¢in asagida verilen matrissel olmayan K :_L
ifadeler elde edilebilir (bu ifadelerin ispati burada X1 XYy, - X{3
yapilmamistir):
5 Burada Xll’ X129 X22, Xlll, X1’2 Ve X’22
B, = 20 (Ko — K cos2¢q + K g sin2¢) Q) bﬁyiikli.ikleri b}l sayfamg alt klsrplnda géste.rilen (6)-
0 N (11) ifadeleriyle verilmektedir. Bu ifadelerde
r=0,1 ve 2 olmak iizere
B, =—— (Ko + K cos2¢y — Kgsin2 3 ’
00 SNR~N( o +K¢ 99 —Kgsin2¢q) (3)
By =L (K} + Kt cos20y — K sin29,)  (4) Lt 2By
Bo = SNR. N 0+ A COSLP — AgSINLPg r = i En te (12)
1 , , ;o 1 V-1 o
o ZW(KO — K c0s2¢g + K sin2¢q)  (5) Cr=——= X "M cos2mer)  (13)
: N t=n
. . 1 n+N-l r —2[‘}01 :
Bu ifadelerde SNR isaret giiriilti  oranini S, = N 2 te sin(2og?) (14)
2 t=n
gostermektedir: SNR =20 .
262 kisaltmalar1 kullanilmustir.
T, —Cy)(Iy +Cp)? =2(T) +C))S S, +(Ty +C,)ST
Xy, =(F0+C0)—( 2 —O)(I +Cy) . ( 12 1)2 152+ +C5)S; ©)
2CiCy ~NiT)S) +(IF ~CF +57)S)
Xpp==80- P (7)
T, +Cy )T = C)? =21y —C1)S1 S, +(T, —C)St
X22=(F0—Co)—( 2 +C)I -Cy) 2 ( 12 1)21 2+ —C)Sy ®)
Ty —Co)(Ty +Cp)? =2(Ty +C))SoS) +(Ty +Co)SE
X1'1=(F2+Cz)—( 0~ Co)T +Cy) . ( 12 1)2 051 +(Tp +Co)Si ©)
Ly =Co =Sp
: 2Lo0) = CoCSy (7 =CE +57)Sp
X12 = S2 - ) ) 2 (10)
Ly =Co =Sp
Ty +Co)T} —Cp)? = 2Ty = C1)SoS; +(Ty —Co)SE
X'22:(F2—C2)—( 0 +Co)I —C1)” —2(I'1 —C)SpS1 +(I'g —Co)Sy (11)

Iy -C5 -S5



(2)-(5) ifadelerinin sag taraflarindaki ilk
terimlerden genlik sinirmin  genlikten bagimsiz
oldugu; faz, soniim katsayisi ve frekans smirlarmin
isaret giiriiltii oran1 SNR ile ters orantili oldugu; genlik
ve faz smirlarinin veri sayist N ’nin birinci kuvveti
biciminde azaldig; soniim katsayist ve frekans
smirlarmin N *nin Giglincli kuvveti biciminde azaldigi
goriilmektedir.

Diizgiin o6rnekleme kabulii yapilmasina ragmen
(2)-(5) ifadelerinin ornekleme anlarmin gelisigiizel
secildigi genel Ornekleme durumunda da gegerli
olacagi aciktir. Bunun icin (12)-(14) ifadelerindeki
toplama indislerinin uygun olarak degistirilmesi
yeterlidir.

(2)-(5) ifadeleri C-R smurlarmnin siniisiin =~ @
baslangi¢ fazina olan bagliliklarini basit bir bigimde
vermektedir. Bu ifadelerden ¢, faz acis1 degisirken
her bir sinirm alacagi en bilyiik ve en kii¢iik degerler
ve bu degerleri veren kritik faz degerleri kolayca
bulunabilir. Kritik faz degerleri yansiz kestiriciler
veren pratik sistemlerin basarimini test etmede en koti
ve en iyi kestirim senaryolarini olusturmada
kullanilabilir.

(2)-(5) ifadelerinden daha fazla yorum yapmak
mimkiindir. (By,)max Ve (Bgy)min genlik smuri

B, "m en biiyiik ve en kiigiik degerini, (B, )max Ve
(Bpy )min faz smuirt B, " en biyiik ve en kiigiik

degerini gostermek iizere asagidaki esitlikler saglanir:

(Boco ) max ( o ) min
(B(po)max ==, Ve (B(po)min =T 5
Go Qo

Benzer sekilde, (Bg))max Ve (Bpy)min sONUm
katsayisi sinirt Bg 0 ’m en biiyiik ve en kiiciik degerini,
(Bog)max Ve (Byy)min frekans smrt By, " en

biiyiik ve en kii¢lik degerini gostermek {izere asagidaki
esitlikler saglanir:

(Bmo )max = (BBO Jmax V€ (Bmo )min = (BBO ) min

En biiyiik genlik sinirini veren kritik faz degerinde
faz smirt en kiiciikk degerini alir, en kiigiik genlik
smirint veren kritik faz degerinde faz sinir1 en biiyiik
degerini alir:

{9o: B(po = (B(PO Jmax } = {Po :Bo.o = (Boco ) min }
{9 : B(po = (B(po Ymin + = {Po :Bao = (Bao ) max §

Benzer sekilde, en biiyiik soniim katsayist sinirini
veren kritik faz degerinde frekans sinir1 en kiigiik
degerini alir, en kiiciik séniim katsayisi sinirini veren
kritik faz degerinde frekans sinir1 en biiyiik degerini
alir:
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Sekil 1: Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iliskin
en bilylik ve en kiigiik C-R siurlarinmn siniisiin frekansiyla
degisimi. Ornek adeti N =10, sdniim katsayis1 B, = 0.1 ve

ilk 6rnekleme indisi #n =1 alinmustir.
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Sekil 2: Bir reel sontimlii siniisiin frekans kestirimine iliskin
en biiyiikk ve en kiigiik C-R sinirlarinin siniisiin frekansiyla

degisimi. Ornek adeti N =10, séniim katsayis1 B, = 0.1 ve

ilk 6rnekleme indisi #» =1 alimmustir.

{®0 :Bwo = (Bmo Jmax } = {Po : BBO = (BBO ) min }
{o0 :Bmo = (Bo)o Ymin § = {Po : BBO = (B[SO ) max |

(2)-(5) ifadelerinden C-R smirlarinin = siniisiin
frekans1 ®(’a ve siniisiin soniim katsayis1 B ’a
baglhiligi acik bir bicimde goézikmemektedir. Bu
baghliklar sayisal ornekler yardimiyla asagida
incelenmistir.

Ornek 1: C-R genlik smirmim en biiyik ve en
kiiciik degerleri ornek sayist N =10, soniim katsayist
Bo =0.1 ve ilk 6rnekleme indisi n=1 igin Sekil 1°de

gosterilmigtir. Sekilde diisey eksen Bm0 -(1/ 202)-N

carpimini, yatay eksen o frekansinin Q Fourier



limiti (Q==n/N) cinsinden (g /Q
degerini) gostermektedir (Fourier limiti reel siniisiin
periodogram kestiricisi kullanilarak kestirilebilecek en
diisiik (esik) frekans degerini verir). Sekilden sinirin
en biiyiik ve en kiiciik degerleri arasindaki farkin

0o /Q<1 bolgesinde olduk¢a fazla oldugu

goriilmektedir. Sinir bu bolgede siniisiin  fazina
kuvvetli bir bicimde bagli olmaktadir. wy /Q>1

degerini

bolgesinde s6z konusu fark azalmaktadir. Bu ikinci
bolgede sinirin faza bagliligi ihmal edilebilir.

C-R frekans smirinin en biiyiik ve en kiigiik
degerleri N =10, By =0.1 ve n=1 i¢in Sekil 2’de

gosterilmigstir. Sekilde diisey eksen Bmo SNR-N?
carpimini, yatay eksen o, /€2 oranini gostermektedir.

Smirm  ®g/Q <1 bolgesinde faza kuvvetli bir

bigimde bagli oldugu goriilmektedir.
Ornek 2: C-R sinirlarinin siniisiin soniim katsay1si
Bo ile degisimini gérmek maksadiyla bir Onceki

ormek By =0.01,0.1, 0.5 ve 1 degerleri icin tekrar

edilmigtir.  Sonuglar Sekil 3 ve Sekil 4°de
gosterilmigtir.  Sekillerden smirlarin B, artarken

arttigr (diger bir deyisle 1/B, artarken azaldifi)
goriilmektedir. 1/B, sabiti soniimlii siniisiin etkin

stiresi olarak diigiiniilebilir. Sekillerden, ayn1 zamanda,
belirli bir w, degeri i¢in simirlarin en bilyiik ve en

kiiciik degerleri arasindaki farkin B, ile arttign da
goriilmektedir.

3. SONUCLAR

Bu makalede reel Beyaz Gauss giiriiltiisti eklenmis
bir reel soniimlii siniisten olugan zaman serisi veri
modeli icin genlik, faz, soniim katsayis1 ve frekans
parametrelerine iligkin C-R sinirlarinin - matrissel
olmayan c¢oziimsel ifadeleri verilmistir. Bu ifadeler
siirlarin - siniisiin fazina olan baglhiligini basit bir
bicimde ortaya koymaktadir. Bunun bir sonucu olarak
siirlarin faz degisirken alacagi en biiyiik ve en kiigiik
degerler ve bu degerlere tekabiil eden kritik faz
degerleri kolayca elde edilebilir. Sayisal 6rnekler C-R
siirlarinin - siniistin - frekansinin - Fourier limitinden
daha kii¢iik olmasi halinde siniisiin fazina kuvvetli bir
bicimde bagli oldugunu gostermektedir.
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Sekil 3: Bir reel soniimlii siniisiin genlik kestirimine iligkin
en biiyiik ve en kiiciik C-R sinirlarinin siniisiin frekansi ve
soniim katsayis1 B, ile degisimi. Ornek adeti N =10 ve ilk

ornekleme indisi » =1 alinmistir.
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Sekil 4: Bir reel soniimlii siniisiin frekans kestirimine iliskin
en bilyiik ve en kiiciik C-R sinirlariin siniisiin frekanst ve

séniim katsayist B ile degisimi. Ornek adeti N =10 ve ilk

ornekleme indisi # =1 alinmistir.



