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Ozet

Statik Elektrik alanlarda ve bu konunun en biiyiik
uygulamma alam olan yiiksek gerilim tekniginde,
valitkan ~ malzemelerin ~ dayanma  gerilimi
degerlerinin bilinmesinde matematiksel yontemler
¢ok onemli rol oynamaktadr. Bu c¢alismada da,
verilen bir ornek iizerinde Poisson tipi iki boyutlu
bir problem niimerik bir yontem olan Sonlu
Elemanlar Metodu (FEM)ve Sonlu Farkalar(FD)
Metodu  kullanilarak c¢oziilmiistiir. FEM metodun
dogrulugu, Sonlu Farklar (FD) Metodu ile
karstlastirilmistir. Bu calisma icin Mathematica 6.
sofware programi kullanilmigtir.

Abstract

Numerical methods play an important role to solve
static electric field problems and to define
breakdown strength of insulating materials in high
voltage technique. In this study, FEM and FD have
been used to solve the two-dimensional Poisson
Type electrostatic problem on the given sample.
FEM has been developed by using Mathematica 6
software and the results have been tested by FD
developed by same software too. The results are
seen remarkable well.

1 Giris

Niimerik Yontemler, son yillarda elektrik miihendislerinin ve
elektrikle ilgilenen arastirmacilarin kullandiklari, vazgegilmez
yontemlerden biri olmustur. Ozellikle son 10 yildir, yiiksek
gerilim teknigi, magnetik alanlar, elektrik makinalar1 ve
elektriksel devrelerindeki 1s1 problemleri ile ilgili konularda
stkca  kullanilmugtir.  Niimerik yontemler iginde engok
kullanilani, sonlu elemanlar metodudur (FEM). Bu metod,
hem ger¢ek ¢oziime ¢ok yakin olmasi, hem de kullanilmasi
arzulanan geometriye kolayca uygulanabilmesi agisindan, ¢ok
kullanish bir metodtur. Bunun yaninda sonlu farklar metodu
da (FD), denklemlerinin ¢ikarilmasi ve kolayca gelistirilmesi
acisindan uygun bir metod oldugu igin, siklikla, diger
niimerik yontemleri test etmek icin kullanilmaktadir. Iki
yontemde bir bolgenin kiigiik pargalara ayrilip tiirevlerinin
alinmasi ve daha sonra pargalarin birlestirilerek, bir biitiin
halinde ¢oziilmesi igin gerekli esitliklerin olusturulmasina
dayanmaktadir. FEM, bolgesel yaklagimi kullanirken, FD
noktasal yaklasim teknigini kullanmaktadir. FEM ve FD
teknikleri hassas hesap ve biiyiik bélgeler, i¢in inanilmaz
kolayliklar ve gercek hesaplara yakin biiyiik dogruluklarla
coziimler vermektedir. Ancak bu tir hesaplar ¢in

bilgisayarlarin kullanilmasi zorunludur. FEM ve FD veya
bunlarin integral ¢6ziimii olan Sinir elemanlar1 metodu (BEM)
kullanilirken, ¢ok sayida bulunan denklemlerin ¢6ziimleri igin
kapasiteli bilgisayarlarin kullanilmasi zorunludur.

Niimerik yontemlerin giinliimiizde pekgok hazir programlar1 da
mevcutsa da, hem sinir sarlarinin daha iyi kullanilmasi hem de
geometrinin daha iyi analiz edilmesi i¢in, her geometri ve sinir
sarlarina  6zel bilgisayar programlarinin hazirlanmasi,
problemlerin  ¢oziimii agisindan daha dogru sonuglar
verecektir[3,4].

2 Matematiksel Modelleme

Bu calismada FEM programinin genel adimlar1 takip
edilmistir. Tki boyutlu Poisson tipi bir denkelem asagidaki gibi
yazilir.
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P, yik yogunlugu, & ortamin iletkenlik katsayisidir. Yatay
sinir sartlart 100 V, dikey sinur sartlart 40 V olarak alinmustir.
Yiik yogunlugu olmayan (0, = 0) bir bdlge i¢in denklem

(1) tanimlanirsa denklem, Laplace denklemine doniisiir ve
asagidaki sekli alir.
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Coziimii yapilmak istenen bdlge (xn Xyn)sekil.l’de

verilmistir. Burada amag¢ ¢oziimii aranan bolgeyi, esit bigok
alt bolgelere bolmektir. Boliimler yapildiktan sonra x

yoniindeki bolim sayisisina 77, and y yoniindeki bolim
sayisisina da 71 ) denirse, toplam eleman sayis1 7€ ile, diigim

sayisi 1 ile ve sinir elemanlar sayis1 71 » ise:
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Bu sekilde, ¢6ziimii istenen bolge i¢in diigiim ve elemanlar
sistematik numaralandirma islemi tamamlanmis olur (sekill).
Uniform ve nonuniform elemanlara aywrma islemi bundan
sonra ¢ok basittir. Sayet ¢ozliimii istenen bolgede nonuniform
bir bolmelendirme uygulanaaksa , bolgelerin ¢ok kiiclik



parcalara ayrilmasi, problemin ¢6ziimii agisindan daha dogru
sonuglar verecektir. Bolge icin yaklasik ¢oziim, asagidaki
denklemle bulunur, denklem (4)

N
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burada N iiggen elema sayisini, herbir eleman i¢in uzunluk
basina enerji ise denklem (5) ile verilir
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Bu denklem matris formunda asagidaki gibi yazilir.
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Burada T matrisin transpozesini ve [C(e)] ise katsayilar
matrisini gostermektedir. FD ve FEM ayni denklemlerle
baglarlar, yani denklem(2) bundan sonra ii¢ nokta yaklasimi
kullanilarak denklemler , ¢oziimii yapilacak asagidaki

denklem haline doniistiiriiliirler, yani V(x, y) asagidaki
denkleme doniisiir[2,3,4]:
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Problemin ¢6ziimiinde karmasadan kaginmak ve denklemleri

daha basit gostermek igin, notasyon (xl.,y/.) yi temsilen

(i, ) ifadeleri kullanilmistir.

Sekil 1°deki geometriye uygun olarak problemin denklemini
Poisson Tip olarak diizenlersek
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Olur. Denklemi V(x,y) olarak diizenlersek :

V(xy)=in(xMy)+V(x—hy)+V(x,y+h)+V()«;y—h)+k)
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Olur. Burada h=1/N . Problem bolgesi [V tane esit
parcaya ayrilmustir ve her birinin uzunlugu, h’yi verir.

N +1 tane de diigiim noktast mevcuttur. Sekil 1°de bolgeler,
diigiim ve elemanlar sayilar1 verilmistir [1,2,5,6].
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Sekill: Sonlu elemanlar ve Sonlu Farklar Metodu i¢in Poblem
geometrisi tanimi.

Poisson Tip FEM analizi sek.1 i¢in kullanilmis ve FD analizi
ile dogrulugu test edilmistir. Bu analizin sonuglart 3. boliimde
verilmistir.

3 Matematiksel Analiz Sonuglari

Bu caligmada elektrigin c¢esitli konularinda sik¢a kullanilan
Poisson tip FEM analizi, Dirichlet sinir kosullar1 altinda sekil
1’de verilen problem i¢in ¢oziilmiigtiir. Y ekseni ve ona
paralel eksen boyunca smir sartlar1 40V, x ekseni ve ona
paralel eksen boyunca sinir sartlari 100V olarak alinmigtir. Bu
calismada, statik alan gerilim degerleri, Mathematica 6
araciligi ile yapilmistir. Programlar, hem programin yapim
asamasinda, hem de matematiksel ifadelerin yazimi sirasinda,
onemli kolayliklar saglamaktadir. Programdan elde sonuglar,
karsilastirmali olararak sekil 2, sekil 3 ve sekil 4 de
verilmigtir. Bu ¢alisma i¢in 32 eleman , 25 diigiim noktasi
secilmistir. Programlar bir kere hazirlandiktan sonra, bu
degerleri istenildigi kadar ¢ogaltmak miimkiindiir.
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40 V dikey eksenler arasi dedisim
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Yatay eksen boyunca diigiim noktalan

Sekil2: Yatay Eksen Boyunca Gerilim Degisimi.



Sekil 2’de 40V eksenleri arasinda gerilim degisimi

gosterilmistir. ~ FEM analizi, FD ile karsilastirilmistir.
Sonuglar birebir uyumlu olarak ¢ikmustir.
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Sekil 3: Dikey Eksen Boyunca Gerilim Degisimi Egrisi

Sekil 3’de, 100V eksenleri arasinda kalan bolgede, gerilim
degerlerinin degisimi gosterilmistir. Bu ¢alismada da FEM ve
bu analizi test etmek igin FD degerleri bulunmus ve bunlar
grafiksel olarak verilmistir.

120
=100 /
e 80 /
= 5 | / —FEM
a / — D
g 40 Analitik Gozim
% 20
(O

0 '

0 5 10
K yolu boyunca diigiim noktalari

Sekil 4: Coziim bolgesi iginde, bir K yolu boyunca gerilim
degisimi degerleri

Sekil 4’de ¢ozlim bolgesi istenen kisimda, bir K yolu boyunca
¢coziimii elde eedilen gerilim degerleri verilmis, bu degerler
FEM, FD ve Analitik ¢oziim degerleri ile karsilastirilmigtir.
Ucg ¢alismaninda birebir uyumlu oldugu gériilmiistiir.

4 Sonuc ve Yorumlar

Bu ¢alisma, Mathematica 6 software aracilig ile, Poisson Tip,
Diriclet sinir kosullarina sahip bir problem i¢in yapilmistir. Bu
¢alismanin sonucunda yapilan FEM programmin, FD ve
analitik ¢0ziim sonuglari ile tam uyustugu goriilmiistir.
Yiiksek gerilim tekniginde ¢ok kullanilan bu tiir ¢alismalar,
Nuemann ve Robin (karma) smir sartlarida kullanilarak,

kolayca gerceklestirilebilinir. Genelde engok kullanilan sinir
sartlart dirichlet tipi oldugu i¢in, bu ¢alismada, bu sinir sartlari
kullanilarak problem ¢oziilmiistiir. Ayni problemin programu,
Laplace tip olarak, Nuemannveya karma sinir sartlarina da
kolayca adapte edilebilecek sekildedir. Bu tiir problemler
magnetik alanlar ve magnetik alanlarin girdigi, baska bir
deyisle, enerji doniisimii yapabilen diger elektiriksel
cihazlarada, kolayca uygulanabilir .
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