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Abstract

The aim of this paper is to develop a new

approach for solving the discrete model match-

ing problem, by static state feedback in the sense

of H1 optimality criterion, using Linear Mat-

rix Inequalities (LMIs). The main contribution

of this study could brie�y be explained as to re-

formulate the discrete model matching problem

in LMI formulation and to present the solva-

bility conditions of the problem, and to give a

design procedure for the one degree of freedom

static state feedback control law, that provides

the best performance of the discrete H1 model

matching problem.

1 G�R��

T (z)2RH1 kontrol edilmek istenen sistemin kararl�

aç�k çevrim transfer fonksiyonlar� matrisi, Tm(z)2RH1
ise kontrol edilen sisteme kapal� çevrimli durumda

kazand�rmak istedi§imiz davran�³ ölçütlerini sa§layan,

di§er bir deyi³le uygun s�f�r-kutup da§�l�m�na sahip bir

model sistemin kararl� transfer fonksiyonlar� matrisini

ifade etsin. Ayr�k H1 model e³leme problemi,

opt = inf
R(z)2RH1

kTm(z)� T (z)R(z)k
1

(1)

eniyilemek anlam�na gelir. Buna göre bir R(z) kont-

rolörü yard�m�yla T (z), Tm(z)'ye opt'in büyüklü§üne

göre e³lenmek istenir, (�ekil.1).

�ekil.1

Burada transfer fonksiyonlar� matrisinin ayr�k H1
normu,

kG(z)k
1

= sup
!2[0;2�]

�max(G(ej!)) (2)

ili³kisini sa§lar.

H1 model e³leme problemi, Nevanlinna-Pick Prob-

lemi'ne [3] ya da Nehari Problemi'ne [5,6], indirgenerek

çözülebilmekte, ayr�ca daha farkl� yakla³�mlarla da in-

celenebilmektedir [10]. �lk iki yakla³�m�n ortak özel-

li§i problemlerin yap�s� gere§i önce opt'in bulunmas�,

sonra kontrolör tasar�m�na geçilmesidir. Sözü edilen

çal�³malar�n tümünde R(z) bir önkontrolör olarak yer

al�r ve sistem çift serbestlik dereceli dinamik durum

geribeslemesi ³eklinde de§erlendirilir [11].

H1 model e³leme probleminin, do§rusal matris e³it-

sizlikleri yakla³�m�ndan yararlan�larak sürekli sistemler

için çift serbestlik dereceli dinamik durum geribeslemesi

³eklinde çözümü [9]'da; ayr�k sistemler için çift serbest-

lik dereceli statik durum geribeslemesi ³eklinde çözümü

ise [1]'de uygulanm�³t�r.

Bu çal�³mada, daha önce herhangi bir yöntemle
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çözüldü§ü bilinmeyen, ayr�k H1 model e³leme prob-

lemi tek serbestlik dereceli statik durum geribeslemesi

ile önce ayr�k H1 optimal kontrol problemine indirgen-

mekte, daha sonra do§rusal matris e³itsizlikleri yak-

la³�m� ile çözülmekte ve kontrolör tasar�m� için bir

algoritma önerilmektedir.

Bu çal�³mada, KerM ve ImM , s�ras�yla M matrisi-

nin s�f�r ve görüntü uzaylar�n�; NT , bir N matrisinin

transpozesini ve P > 0 ise P matrisinin positif tan�ml�

(positive de�nite) oldu§unu ifade edecektir.

2 AYRIK H1 MODEL E�LEME

PROBLEM�N�N AYRIK H1

OPT�MAL KONTROL PROB-

LEM�NE �ND�RGENMES�

�ekil.2'de ayr�k H1 model e³leme probleminin tek

serbestlik dereceli statik durum geribeslemesi ile

çözülmesini sa§layacak blok diyagram� görülmektedir.

Burada (A;B;C;D) kontrol edilmek istenen sistemin

yani T (z)'nin, (F;G;H; J) ise model sistemin yani

Tm(z)'nin herhangi bir durum uzay� modelini ifade et-

mektedir:

T (z) : x(k + 1) = Ax(k) +Bv(k) (3)

ys(k) = Cx(k) +Dv(k) (4)

Tm(z) : q(k + 1) = Fq(k) +Gw(k) (5)

ym(k) = Hq(k) + Jw(k) (6)

x(k)2Rns , q(k)2Rnm , v(k)2Rm, w(k)2Rm,

ym(k)2Rp , ys(k)2R
p özelliklidir ve kontrol i³areti

u(k),

u(k) = Kx(k) (7)

³eklinde geribeslenmektedir.

�ekil.2

P (z) sisteminin durum uzay� modeli ³u ³ekilde ifade

edilebilir:�
x(k + 1)
q(k + 1)

�
=

�
A 0
0 F

� �
x(k)
q(k)

�

+

�
B

G

�
w(k) +

�
B

0

�
u(k) (8)

z(k) =
�
�C H

� � x(k)
q(k)

�
+ (J �D)w(k) �Du(k) (9)

y(k) =
�
I 0

� � x(k)
q(k)

�
(10)

�³lemleri basitle³tirmek için a³a§�daki matrisleri tan�m-

layal�m:

A =

�
A 0
0 F

�
B1 =

�
B

G

�
(11)

B2 =

�
B

0nm�m

�
C1 =

�
�C H

�
(12)

C2 =
�
Ins 0ns�nm

�
D1 = J �D (13)

D2 = �D (14)

�ekil.3'de de görüldü§ü gibi tek serbestlik dere-

celi statik durum geribeslemeli ayr�k H1 model

e³leme problemi, ayr�k H1 optimal kontrol problemine

e³de§erdir:

�ekil.3

�ekil.2 ve 3'teki sistemin w(k)'dan z(k)'ya kapal�

çevrim transfer fonksiyonu,

Acl = A+B2KC2 (15)

Bcl = B1 (16)

Ccl = C1 +D2KC2 (17)

Dcl = D1 (18)

olmak üzere,

Tzw(z) = Dcl + Ccl(zI �Acl)
�1Bcl (19)

³eklinde elde edilir. Ancak bilindi§i gibi H1 opti-

mal kontrol problemi ancak iç kararl�l�k ³art� alt�nda

çözülebilir. Kapal� çevrimli sistemin iç kararl� ol-

mas�n� sa§layacak ko³ullar ise a³a§�daki Lemma'dan

türetilebilir.
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Lemma 2.1 (8), (9) and (10) denklemleri ile verilen

sistemin, �ekil.3'teki tek serbestlik dereceli statik du-

rum geribeslemesi ile iç kararl�, di§er bir deyi³le Acl =
A + B2KC2 matrisinin kararl� olmas�, ancak ve an-

cak (A;B)'nin kararl�la³t�r�labilir ve F matrisinin de

kararl� olmas� halinde sa§lanabilir.

Tan�t: Görüldü§ü gibi

Acl =

�
A 0
0 F

�
+

�
B

0

�
K
�
I 0

�
(20)

=

�
A+BK 0

0 F

�
(21)

matrisinin kararl� olmas� için F matrisinin kararl� ve

(A;B)'nin kararl�la³t�r�labilir olmas� gerek ve yeterdir.

2

Bundan sonra, tek serbestlik dereceli statik durum

geribeslemeli ayr�k H1 model e³leme probleminde

çözümün varl�§�n� garantileyebilmek için (A;B)'nin
kararl�la³t�r�labilir ve F matrisinin, yani model sistemin

de, kararl� oldu§u varsay�lacakt�r.

3 PROBLEM�N ÇÖZÜMÜ

Problemi çözen Sentez Teoremi'ni vermeden önce tan�t

içinde kullan�lacak baz� lemmalar� tan�mlamak yerinde

olur. Ayr�k H1 optimal kontrol problemi ile do§rusal

matris e³itsizlikleri aras�ndaki ba§lant�y� a³a§�daki

Ayr�k S�n�rl� Gerçek Lemma sa§lar:

Lemma 3.1 E§er T (z) sisteminin kontroledilebilir

veya gözlenebilir olmas� gerekmeyen bir gerçeklemesi

(A;B;C;D) ise, a³a§�daki ifadeler e³de§erdir:

i) kD+C(zI�A)�1Bk
1
<  ve A Hurwitz'dir, yani

A'n�n tüm özde§erleri z düzleminde birim çem-

berin içindedir.

ii) A³a§�daki do§rusal matris e³itsizli§ini çözen2
664
�X�1 A B 0
AT �X 0 CT

BT 0 �I DT

0 C D �I

3
775 < 0 (22)

bir X > 0 matris vard�r.

Tan�t: [4]. 2

Lemma 3.2 P ve Q herhangi , H ise simetrik bir mat-

ris olsun. NP matrisi ImNP = KerP ve NQ matrisi

ImNQ = KerQ özelli§ini sa§layan tam kolon rankl�

matrisler olmak üzere,

H + P TJTQ+QTJP < 0 (23)

do§rusal matris e³itsizli§ini sa§layan bir J matrisinin

var olmas�, ancak ve ancak a³a§�daki ko³ullar�n sa§lan-

mas� halinde mümkündür:

NT

P
HNP < 0 ve NT

Q
HNQ < 0: (24)

Tan�t: [7]. 2

Lemma 3.3�
P M

M
T

N

�
< 0 , N < 0 ve P �MN�1MT < 0

(25)

ko³ullar�n�n sa§lanmas� halinde, P �MN�1MT ifade-

sine

�
P M

MT N

�
matrisinin N 'ye göre Schur Tüm-

leri'i (Schur Complement) denir.

Tan�t: [2]. 2

Yukar�da tan�mlanan ayr�k H1 model e³leme

problemini, tek serbestlik dereceli statik durum

geribeslemesi ile çözen sentez teoremi, ³u ³ekilde ifade

edilebilir:

Teorem 3.4 �ekil.2'deki sistemin tek serbestlik dere-

celi statik durum geribeslemesi ile, Acl matrisinin

kararl� ve kTzw(z)k1 <  olmas� için gerek ve yeter

ko³ul,�
F
T
X3F � X3 F

T
X
T

2 B + F
T
X3G

B
T
X2F + G

T
X3F B

T
X1B + B

T
X2G +G

T
X
T

2 B + G
T
X3G � Im

H J � D

H
T

(J �D)T

�Ip

�
< 0 (26)

�
Nc 0

0 Im

�T 24
�

A 0

0 F

�
X
�1
cl

�
A 0

0 F

�
T

�X
�1
cl�

�C H
�
X
�1
cl

�
A 0

0 F

�
T

�
B
T

G
T

�

�
A 0

0 F

�
X
�1
cl

 
�C

T

H
T

! �
B

G

�

�Ip +
�
�C H

�
X
�1
cl

 
�C

T

H
T

!
J � D

(J � D)T �Im

3
5 � Nc 0

0 Im

�
< 0

(27)

do§rusal matris e³itsizliklerini çözen, bir

Xcl =

�
X1 X2

XT

2 X3

�
> 0

matrisinin bulunmas�d�r. (A;B;C;D), T (z)'nin ya

da kontrol edilmek istenen sistemin, (F;G;H; J) ise

Tm(z)'nin ya da model sistemin herhangi durum uzay�

matrisleri, (A;B) kararl�la³t�r�labilir ve Tm(z)2RH1,

Nc tam rankl� ve

ImNc = Ker
�
BT 0m�nm �DT

�
özellikli bir matristir.
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Tan�t: �ekil.2'deki sisteme Ayr�k S�n�rl� Gerçek

Lemma uygulan�rsa, kTzw(z)k1 <  ko³ulunu sa§layan

K2Rm�ns ³eklinde tek serbestlik dereceli statik durum

geribeslemesinin gerek ve yeter varl�k ko³ulu2
664
�X�1

cl
Acl Bcl 0

AT

cl
�Xcl 0 CT

cl

BT

cl
0 �I DT

cl

0 Ccl Dcl �I

3
775 < 0 (28)

do§rusal matris e³itsizli§ini sa§layan bir Xcl > 0 matri-

sinin varl�§�na e³de§erdir. (15), (16), (17) ve (18)'daki

Acl, Bcl, Ccl and Dcl ifadelerini kullan�rsak, yukar�daki

do§rusal matris e³itsizli§i,

HXcl
=

2
664
�X�1

cl
A B1 0

AT
�Xcl 0 CT

1

BT

1 0 �Im DT

1

0 C1 D1 �Ip

3
775 (29)

Q =
�
0ns�(ns+nm) C2 0ns�m 0ns�p

�
(30)

P =
�
BT

2 0m�(ns+nm) 0m DT

2

�
(31)

olmak üzere

HXcl
+ P TKQ+QTKTP < 0 (32)

biçimine indirgenebilir. Lemma 3.2'den, K matrisinin

varl�§� için gerek ve yeter ko³ul,

ImNP = KerP (33)

ImNQ = KerQ (34)

Xcl > 0 (35)

olmak üzere,

NT

P
HXcl

NP < 0 ve NT

Q
HXcl

NQ < 0 (36)

³eklinde elde edilir. Ayr�ca

ImNc = Im

�
V1
V2

�
= Ker

�
BT

2 DT

2

�
(37)

e³itli§i nedeniyle (31) ifadesinden

NP =

2
664
V1 0 0
0 Ins+nm 0
0 0 Im
V2 0 0

3
775 (38)

yaz�labilir. Buna göre NT

P
HXcl

NP < 0 ifadesi,

2
664
V1 0 0
0 Ins+nm 0
0 0 Im
V2 0 0

3
775
T 2
664
�X�1

cl
A B1

AT
�Xcl 0

BT

1 0 �Im
0 C1 D1

0
CT

1

DT

1

�Ip

3
775
2
664
V1 0 0
0 Ins+nm 0
0 0 Im
V2 0 0

3
775 < 0 (39)

ve 2
4 V1 0

0 Im
V2 0

3
5
T 2
4 AX�1

cl
AT
�X�1

cl
B1

BT

1 �Im

C1X
�1
cl
AT D1

AX�1
cl
CT

1

DT

1

�Ip + C1X
�1
cl
CT

1

3
5
2
4 V1 0

0 Im
V2 0

3
5 < 0 (40)

ya da

�
Nc 0
0 Im

�T 24 AX�1
cl
AT
�X�1

cl
AX�1

cl
CT

1

C1X
�1
cl
AT

�Ip + C1X
�1
cl
CT

1

BT

1 DT

1

B1

D1

�Im

3
5� Nc 0

0 Im

�
< 0 (41)

biçimine indirgenir. Di§er taraftan

ImNQ = Ker
�
0ns�(ns+nm) C2 0ns�m 0ns�p

�
(42)

= Ker
�
0ns�(ns+nm) Ins 0ns�nm 0ns�m

0ns�p] (43)

ili³kilerinden benzer ³ekilde

NQ =

2
66664
Ins+nm 0 0 0
0ns�(ns+nm) 0 0 0
0 Inm 0 0
0 0 Im 0
0 0 0 Ip

3
77775 (44)

elde edilir. Nihayet NT

Q
HXcl

NQ < 0 ko³ulu da

"
I 0 0 0

0 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

#T 264
�X
�1
cl

�
A 0

0 F

� �
B

G

�
�

A 0

0 F

�
T

�X
cl

0�
B
T

G
T

�
0 �Im

0
�
�C H

�
J � D

0 
�C

T

H
T

!

(J � D)T

�Ip

3
5
"

I 0 0 0

0 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

#
< 0 (45)

ya da2
4 �X

�1
cl

�
0

F

� �
B

G

�
0�

0 F
T

�
�X3 0 H

T�
B
T

G
T

�
0 �Im (J � D)T

0 H J �D �Ip

3
5 < 0 (46)

biçimine getirilebilir. (46) e³itsizli§ini Schur Tümler

özelli§ine göre açarsak,�
F
T
X3F � X3 F

T
X
T

2 B + F
T
X3G

B
T
X2F + G

T
X3F B

T
X1B + B

T
X2G +G

T
X
T

2 B + G
T
X3G � Im

H J � D

H
T

(J �D)T

�Ip

�
< 0 (47)

(26) do§rusal matris e³itsizli§i elde edilir. Benzer ³e-

kilde (27) do§rusal matris e³itsizli§i de (41) e³itsizli-

§inde (8), (9) and (10) denklemlerinden yararlanarak

tan�tlan�r. 2
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4 KONTROLÖR TASARIMI

Theorem 3.4, tek serbestlik dereceli statik durum

geribeslemeli ayr�k H1 model e³leme probleminin

çözülebilirlik ko³ullar�n� verir, ancak kontrolörün

tasar�m�nda da kullan�labilir:

Ad�m 1: opt için (26) ve (27) do§rusal matris e³itsiz-

liklerini ayn� anda sa§layan bir Xcl > 0 matrisi, "The

LMI Control Toolbox" [8] kullan�larak belirlenir.

Ad�m 2: (32) do§rusal matris e³itsizli§i çözülerek

tek serbestlik dereceli statik durum geribesleme matrisi

K2Rm�ns elde edilir.

5 SONUÇLAR

Bu çal�³mada tek serbestlik dereceli statik durum

geribeslemesi ile ayr�k H1 model e³leme problemi-

nin do§rusal matris e³itsizlikleri yakla³�m� ile çözümü

öngörülmü³tür. Bunun için ayr�k H1 model e³leme

problemi önce ayr�k H1 optimal kontrol problemine

indirgenmi³, sonra H1 optimal kontrol probleminin

do§rusal matris e³itsizlikleri ile çözmek için geli³tiri-

len yakla³�mdan yararlan�larak, problem tek serbest-

lik dereceli statik durum geribeslemesi ile çözebilmek

için gerçekle³mesi gereken genel ko³ullar elde edilmi³

ve nihayet kontrolör tasar�m� için geçerli bir algoritma

türetilmi³tir.
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