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Abstract

The aim of this paper is to develop a new
approach for solving the discrete model match-
ing problem, by static state feedback in the sense
of Hoo optimality criterion, using Linear Mat-
riz Inequalities (LMIs). The main contribution
of this study could briefly be explained as to re-
formulate the discrete model matching problem
in LMI formulation and to present the solva-
bility conditions of the problem, and to give a
design procedure for the one degree of freedom
static state feedback control law, that provides
the best performance of the discrete Hoo model
matching problem.

1 GIiRis

T(2)ERHo kontrol edilmek istenen sistemin kararh
agik cevrim transfer fonksiyonlar1 matrisi, 75, (2) ERH 0o
ise kontrol edilen sisteme kapali cevrimli durumda
kazandirmak istedigimiz davranig Olciitlerini saglayan,
diger bir deyigle uygun sifir-kutup dagilimina sahip bir

model sistemin kararl transfer fonksiyonlar:1 matrisini
ifade etsin. Ayrik Ho, model egleme problemi,

inf

Yopt =

eniyilemek anlamina gelir. Buna gore bir R(z) kont-
roloril yardimiyla T'(z), T, (2)’ye 7Yopt'in biiyiikliigiine
gore eglenmek istenir, (Sekil.1).
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Burada transfer fonksiyonlar: matrisinin ayrik Ho
normu,
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iligkisini saglar.

Hoo model esleme problemi, Nevanlinna-Pick Prob-
lemi’ne [3] ya da Nehari Problemi’ne [5,6], indirgenerek
¢oziilebilmekte, ayrica daha farkli yaklagimlarla da in-
celenebilmektedir [10]. lk iki yaklasimin ortak zel-
ligi problemlerin yapisi geregi once v,p;’in bulunmasi,
sonra kontrolor tasarimina gegilmesidir. So6zii edilen
caligmalarin tiimiinde R(z) bir 6nkontrolor olarak yer
alir ve sistem c¢ift serbestlik dereceli dinamik durum
geribeslemesi geklinde degerlendirilir [11].

Hoo model egleme probleminin, dogrusal matris egit-
sizlikleri yaklagimindan yararlanilarak siirekli sistemler
icin ¢ift serbestlik dereceli dinamik durum geribeslemesi
seklinde ¢oziimii [9]’da; ayrik sistemler igin cift serbest-
lik dereceli statik durum geribeslemesi seklinde ¢oziimii
ise [1]’de uygulanmigtir.

Bu caligmada, daha o©nce herhangi bir yodntemle



¢ozildiigii bilinmeyen, ayrik H,, model egleme prob-
lemi tek serbestlik dereceli statik durum geribeslemesi
ile 6nce ayrik Ho, optimal kontrol problemine indirgen-
mekte, daha sonra dogrusal matris esitsizlikleri yak-
lagimi ile c¢oziilmekte ve kontroldr tasarimi igin bir
algoritma onerilmektedir.

Bu calismada, KerM ve ImM, sirasiyla M matrisi-
nin sifir ve goriintii uzaylarmi; N7, bir N matrisinin
transpozesini ve P > ( ise P matrisinin positif taniml
(positive definite) oldugunu ifade edecektir.

2 AYRIK #. MODEL ESLEME
PROBLEMININ AYRIK H.
OPTIMAL KONTROL PROB-
LEMINE INDIRGENMESI

Sekil.2’de ayrik H,, model egleme probleminin tek
serbestlik dereceli statik durum geribeslemesi ile
¢oziilmesini saglayacak blok diyagrami goriilmektedir.
Burada (4, B,C,D) kontrol edilmek istenen sistemin
yani T'(z)’nin, (F,G,H,J) ise model sistemin yani
T, (2)’nin herhangi bir durum uzayr modelini ifade et-
mektedir:

T(z): z(k+1) = Ax(k)+ Buv(k) (3)

ys(k) = Cu(k)+Du(k) (4)

T (2) q(k+1) = Fq(k)+Guw(k) (5)
ym(k) = Hq(k) + Jw(k)  (6)

z(k)eR™s, q(k)eR™  wvw(k)eR™, w(k)eR™,

ym(K)ERP |, ys(k)eRP ozelliklidir ve kontrol igareti
u(k),

u(k) = Kz(k) (7

seklinde geribeslenmektedir.

P(z)

Sekil.2

P(z) sisteminin durum uzay: modeli gu sekilde ifade

edilebilir:
] = [ P[]
+ {g}w(k)+[l§]u(k) (8)
o = [-e [
+ (J=Djuw(k) = Du(k)  (9)
s = [ro][ w0 ] o

Islemleri basitlestirmek icin asagidaki matrisleri tanim-

layalim:
A 0 B
A = {OF] B1:|:G:| (11)
B
By, = |:0nm><m ] Ci=[-C H| (12
Cs [ In, On,xn, | Di=J-D (13)
Dy, = -D (14)

Sekil.3’de de goriildiigii gibi tek serbestlik dere-
celi statik durum geribeslemeli ayrik #Ho, model
egleme problemi, ayrik H., optimal kontrol problemine
egdegerdir:

wk) ——— ——z(k)

P(2)

u(k) y(k)

x(k)

K

Sekil.3

Sekil.2 ve 3’teki sistemin w(k)’dan z(k)’ya kapal
cevrim transfer fonksiyonu,

Acl A"‘ BZKCZ (15)
B, = B (16)
Cyqy = Ci+DyKCy (17)
D, = D, (18)
olmak iizere,
Tow(2) = D + Co(2I — Ay) *Ba (19)

geklinde elde edilir. Ancak bilindigi gibi Heo opti-
mal kontrol problemi ancak i¢ kararlilik sarti altinda
¢oziilebilir.  Kapali ¢evrimli sistemin i¢ kararli ol-
masin1 saglayacak kosullar ise agagidaki Lemma’dan
tiretilebilir.



Lemma 2.1 (8), (9) and (10) denklemleri ile verilen
sistemin, Sekil.3’teki tek serbestlik dereceli statik du-
rum geribeslemesi ile i¢ kararh, diger bir deyisle Ay =
A + By KCy matrisinin kararly olmasi, ancek ve an-
cak (A, B)’nin kararlilastirilabilir ve F matrisinin de
kararl olmasy halinde saglanabilir.

Tanit: Goriildiigi gibi

Ay = Hl g]+{§}K[I 0] (20
_ {A+OBK g} 21)

matrisinin kararli olmasi icin F' matrisinin kararh ve
(A, B)’nin kararlilagtirilabilir olmasi gerek ve yeterdir.
O

Bundan sonra, tek serbestlik dereceli statik durum
geribeslemeli ayrik H., model esleme probleminde
¢Oziimiin varligini garantileyebilmek icin (A, B)’nin
kararhlagtirilabilir ve F' matrisinin, yani model sistemin
de, kararl oldugu varsayilacaktir.

3 PROBLEMIN ¢OZUMU

Problemi ¢6zen Sentez Teoremi’ni vermeden 6nce tanit
icinde kullanilacak baz lemmalar: tanimlamak yerinde
olur. Ayrik H., optimal kontrol problemi ile dogrusal
matris egitsizlikleri arasindaki baglantiyr asagidaki
Ayrik Simirli Gergek Lemma saglar:

Lemma 3.1 Ejer T(z) sisteminin kontroledilebilir
veya gozlenebilir olmast gerekmeyen bir gerceklemesi
(A, B,C, D) ise, asagqidaki ifadeler esdegerdir:

i) |[D+C(zI-A)"'B|| <~ ve A Hurwitz'dir, yani
A’nan tim dzdegerleri z diizleminde birim ¢em-
berin i¢cindedir.

i) Asagudaki dogrusal matris egitsizligini ¢ozen

-Xx-t A4 B 0

A —x 0t
BT o - pr|<0 @2
0 ¢ D -4l

bir X > 0 matris varder.

Tamt: [4]. O

Lemma 3.2 P ve @ herhangi , H ise simetrik bir mat-
ris olsun. Np matrisi ImNp = KerP ve Ng matrisi
ImNg = KerQ ozelligini saglayan tam kolon rankh
matrisler olmak zere,

H+PTJTQ +QTJP <0 (23)

dogrusal matris esitsizligini saglayan bir J matrisinin
var olmasi, ancek ve ancak asagidaki kosullarin saglan-
mast halinde mimkindiir:

NEHNp <0 ve NGHNg <0.  (24)

Tanit: [7]. O

Lemma 3.3

{ R ] <0 & N<0ve P-MN*MT <0
(25)

kosullarinan saglanmast halinde, P — MN M7 ifade-
sine ]\5T ]\]\{ matrisinin N ye gére Schur Tim-

leri’i (Schur Complement) denir.

Tanit: [2]. O

Yukarida tanimlanan ayrik H., model egleme
problemini, tek serbestlik dereceli statik durum
geribeslemesi ile ¢bzen sentez teoremi, su sekilde ifade
edilebilir:

Teorem 3.4 Sekil.2’deki sistemin tek serbestlik dere-
celi statik durum geribeslemesi ile, A. matrisinin
kararly ve ||T.y(2) < v olmasy igin gerek ve yeter
kosul,

o

FTx3F — X3

rTxIB +rlx3c
BT xoF + ¢T x3F
H

BTx1B+BTXx36+6TxIB+G6TXx3G —~vIm

J—-D
HT
7 - )T :| <0 (26)
i
T (s ) e
[oc 1m] ( -c H)X;ll(gg)T
(BT @T)
_~T
(gg)xc_l1(;T) (g) o o
—-vIp +( -C H)X;ll ;JCT ) J—-D [ 0o IM]<0
(v -n)T —vIm
(27)
dogrusal matris egitsizliklerini ¢ozen, bir
_ | X X
Xcl — |: XZT X3 :| > 0

matrisinin  bulunmasidir. (A, B,C,D), T(z)’nin ya
da kontrol edilmek istenen sistemin, (F,G,H,J) ise
T (2) 'nin ya da model sistemin herhangi durum uzay:
matrisleri, (A, B) kararblastirdabilir ve Ty (2)ERH oo,
N, tam rankl ve

ImN, = Ker[ BT O xn, -DT ]

ozellikli bir matristir.



Tamit:  Sekil.2’deki sisteme Ayrik Simirli Gergek
Lemma uygulanirsa, ||7%.,(2)||,, <7 kosulunu saglayan
KeR™*™s geklinde tek serbestlik dereceli statik durum
geribeslemesinin gerek ve yeter varlik kosulu

-X,' Au Ba 0
AL -Xy, 0 C}
Bt 0 1 DT <0 (28)
0 C’cl Dcl _71

dogrusal matris esitsizligini saglayan bir X, > 0 matri-
sinin varligina egdegerdir. (15), (16), (17) ve (18)’daki
Ae, Be, Co and D, ifadelerini kullanirsak, yukaridaki
dogrusal matris esitsizligi,

-X;' A B 0
| A" X4 o cf
0 Cy D, i,
Q = [ OnsX(ns+nm) 02 OnSXm Onsxp ] (30)
olmak tizere
Hx,+P'KQ+Q'"K'P <0 (32)

bi¢imine indirgenebilir. Lemma 3.2’den, K matrisinin
varlig1 icin gerek ve yeter kogul,

ImNp = KerP (33)
ImNg = KerQ (34)
Xg > 0 (35)

olmak iizere,

N{Hx, Np<0 wve NLHx,Ng<O0 (36)
seklinde elde edilir. Ayrica
_ Vil _ T pT
ImN, =Im —Ker[ B] D] ] (37)
Va
esitligi nedeniyle (31) ifadesinden
Vi 0 0
|0 In4p, O
Ne=19 o I (38)
Vo O 0
yazilabilir. Buna gére NL Hy_ Np < 0 ifadesi,
Vi 0 o 1" -x3' 4 B
0 Ilntn, O AT —Xy 0
0 0 Iy, BT 0 -y
Vo 0 0 0 Cy Dy
0 Vi 0 0
CIT 0 In3+nm 0
pr 0 0 I, <0 (39)

|

2
'EN
o
o
o

ve
vi 0 17[Ax;'AT-x7' B
0 I, BT I,
Vo 0 C Xt AT Dy
Ax;tof Vi 0
DT 0 I, | <0  (40)
-1, + C1 X' CT V2 0
ya da
—1 4T -1 -1
N, 0 T AXCI A—l_ ;(cl AXCZ 017;1 T
o I. CiX;'A I, + C1 X ;' O]
BI DT
B
D, Neo 01 g (41)
0 In
_r)/Im

bi¢imine indirgenir. Diger taraftan

ImNQ = Ker [ OnsX(nernm) C2 Onsxm Onsxp ]

(42)
= Ker [ Onsx(n3+nm) Ins Onsxnm Onsxm
Onxp] (43)
iligkilerinden benzer gekilde
In.4n,, 0 0 O
Onox(notnm) O 0 0
No=10 IL,., 0 O (44)
0 0 I, 0
0 0 0 I,
elde edilir. Nihayet Ny Hx,_, Ng < 0 kogulu da
T _x—1 A o0 B
coon o (er) (E)
o 1 0 0 ( 0 F ) =Xl 0
PO S (8T &T) 0 —vTm
0 (-c H) J—D
0 I 0 0 ©
(%) lg o 3]<0 (45)
7 = )T’ o o I o
—~Ip o o o I
ya da
~at o (e) (&) o
(o FT ) -xs 0 u’ <0 (46)
( BT T ) 0 —Im, (7 - p)T
0 H J—-D —~Ip

bigimine getirilebilir.
ozelligine gore acarsak,

(46) esitsizligini Schur Timler

FTx3F — X3
BT xoF + GT x3F
H

rTxIB +rlx3c
BTx1B+BTx56 +GTxIB+G6TX3G —~Im

J — D
T
wimr | <0 (47)
ks

(26) dogrusal matris esitsizligi elde edilir. Benzer se-
kilde (27) dogrusal matris esitsizligi de (41) esitsizli-
ginde (8), (9) and (10) denklemlerinden yararlanarak
tanitlanir. O



4 KONTROLOR TASARIMI

Theorem 3.4, tek serbestlik dereceli statik durum
geribeslemeli ayrik H.,, model esleme probleminin
¢oOziilebilirlik kogullarini verir, ancak kontroloriin
tasariminda da kullanilabilir:

Adim 1: v,y icin (26) ve (27) dogrusal matris esitsiz-
liklerini ayni anda saglayan bir X, > 0 matrisi, "The
LMI Control Toolbox" [8] kullanilarak belirlenir.

Adim 2: (32) dogrusal matris esitsizligi ¢oziilerek
tek serbestlik dereceli statik durum geribesleme matrisi
KeR™*"s elde edilir.

5 SONUCLAR

Bu caligmada tek serbestlik dereceli statik durum
geribeslemesi ile ayrik H.,, model esleme problemi-
nin dogrusal matris esitsizlikleri yaklagimi ile ¢6ziimii
ongoriilmiigtiir. Bunun igin ayrik H., model egleme
problemi 6nce ayrik H., optimal kontrol problemine
indirgenmis, sonra H., optimal kontrol probleminin
dogrusal matris egitsizlikleri ile ¢ozmek icin geligtiri-
len yaklagimdan yararlanilarak, problem tek serbest-
lik dereceli statik durum geribeslemesi ile ¢ozebilmek
icin gerceklesmesi gereken genel kosullar elde edilmig
ve nihayet kontroltr tasarimi icin gecerli bir algoritma
tliretilmistir.
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