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ABSTRACT de duizgiin serpistirici kullanarak turbo kodlar igin anal-
] ] _itik performans sinirlari ¢izilmistir. Duzgun serpigtirici

We introduce a simple method to evaluate the weighty|janarak analitik peformans sinirlarini gizme yéntemi
spectrum functions of linear codes. Analytical uppesgkk'lara da uygulanmistir [6]. Diizgiin serpistiriciile
bounds for bit error probabilities of turbo codes and seyjt hata olasiliklar icin analitik sinirlar gizebilmemiz

rially concatenated codes are evaluated for different iri(';in birlesik kodun spektrum garlik fonksiyonlarina
terleaver lengths. ihtiyac vardir. Spektrumdarlik fonksiyonlarinin hesabi
Ozellikle uzun veri sézcukleri igin oldukga zor bir istir.
Kicglk oranlardaki konvolusyonel kodlarin spek-
trum ajirlik fonksiyonlarinin hesaplanmasi ile ilgili
galisma [7]'de yapilmistir. Bu calismada ileri-geri al-
N goritmasi spektrum @arlik fonksiyonunun hesaplan-
1. GIRIS masi i¢in kullaniimigtr. Ayrica Viterbi tird bir metod

Birlesik kodlar ilk olarak Forney tarafindan 1966 [8]'de tanitiimistir. Biz bu makalemizde spektrugia
yilinda tanitilmistir [1]. Forney sons@\PP) olasilik- lik fonksiyonlarinin hesaplanmasi icin basit ve de kul-
lari kullanarak seri birlesik konvolusyonel kodlarilanisii bir metodu tanitagpz ve de bu metodu kulla-
(SBKK) c¢ozumlemistir. Forney'in calismasini tak- harak SBKK'lar ile PBKK'lar icin bit hata olasiliklari
iben bir kagc taneAPP algoritmasi gelistirilmistir. i¢in analitik sinirlar gizecgiz.

Bu algoritmalarin en bilinenlerinden biri8CJR [2]

algoritmasidir ve de uzun zaman boyunca oldukcé.1. Agirlik Siralama Fonksiyonu (ASF)

kgrmg&k oId_(ju" q.U§UnUImU§tUr. Birlesik kodlar AQgirlik siralama fonksiyonu kod s6zcukleri hakkinda
icin yinelemeli ¢6ziimleme calismalari 1990 y|IIar|n|nbilgi tasir ( belirli bir Hamming girhigindaki kod
baslarinda tekrar hiz kazanmaya baslamistir. Bu ¢aligs .iiklerinin sayisi)

malarin sonucunda 1993 yilinda Turbo kodlar [3]

Anahtar Sozcikler:Agirlik siralama fonksiyonu, sartli
agirhk siralama fonksiyonu, dizgiin serpistirici, seri
birlesik kod, paralel birlegik kod.

gelistirilmistir.  Turbo kodlarin bulunmasi kodlama n
teorisi icin bir doniim noktasi olmustur. Turbo kod- AX) = Z A X"
lar, paralel birlestiriimis konvolusyonel kodlaPBKK) =dymin

olarak ta bilinmektedirler. Turbo kodlarin kesfiyle . L L
yinelemeli algoritmalar Gzerine olanj#éim artmistir BU_ |f_ade de klAa_c Hamming @Irl_lgl_x Olan ktzq sozcgk-

ve de birlesik kod yapilarinin yinelemeli (;('szmIen-Ie””'n sayisini ifade etmektediX ise bir dgiskendir.
mesi Uzerine yapilan ¢calismalarda bir artis gézlenmistir. o . _

Turbo kodlarin icadindan sonra seri birlesik konvolusyl-2- Girdi Cikti - Agirlik  Siralama  Fonksiyonu
onel kodlar (SBKK) icat edilmistir [4]. SBKK’lar turbo (GCASF)

kodlara gore daha iyi performansgsayabilmektedir. - ASE kod sozciikleri hakkinda bilgi verir.  Girdi veri
Daha sonra hem paralel hemde seri yapiy1 iceren hibrigh;cikleri hakkinda herhangi bir bilgi verme@GASF
birlesik kodlar gelistirilmistir [5]. ise hem kod sézciikleri hakkinda hemde kod sozciik-

Turbo kodlarin performanslari benzetim ¢alismalarierini olusturan veri sézciikleri hakkinda bilgi icerir.
ile ispat edilse bile, analitik olarak turbo kodlarin sagir-

tan performanslari ilk olarak [6] ¢calismasinda aciklan- AW, X) = ZA“J JVEXE
mistir. Bu calismada diizgun serpistirici tanitilmis ve )

w,x



Bu ifade ded,, ,, Hamming &irhgi w olan veri sdzclk- performanslari icin analitik Ust sinirlar gizmek mimkin
leri tarafindan Uretilen Hamminggaligi = olan kod olmaktadir.

sozcuklerinin sayisini vermekteditV ve X ise gore- Birlesik  kodlar ddrusal kodlar olarak
celi dgjiskenlerdir. dasunulebilirler. Dg@rusal kodlarin performans
Ust sinirlar icin matematiksel ifadeler mevcuttur ve
1.3. Girdi Fazlasi Agirlik Siralama Fonksiyonu de bu ifadeler birlesik kodlar icin de kullanilabilirler.
(GFASF) Birlesik kodlarin spektrum fonksiyonlari hesaplan-

abilir ve de analitik performans sinirlarinin gizilmesi
amaci ile kullanilabilir. PBKK’un dlizgiin serpistirici

kullanilarak analitik analizi [6] calismasinda yer
almaktadir. Duzgin serpistirici kullanarak birlesik
kodlarin bit hata performanslari icin analitik perfor-
mans sinirlarini ¢izebilmek 6nemli bir gelismedir.
Bu ifadede ki A, . Hamming @i w olan veri Orgii sonland_lr_ma.x.yqtaibi tl_J'FuIan konvolusyonel k_ogllar
sozcikleri tarafindan iretilen paritgaigi » olan kod POk kodlar gibi dustnlebilir. Ve de blok kodlar icin

sozctiklerinin sayisini belirtir. yapilan calismalar 6rgii sonlandirilmis konvolusyonel
kodlara da uygulanabilir. Birlesik kodlarin spektrum

1.4. Sartli Agirlik Siralama Fonksiyonu (SASF) fonksiyonlarini takip eden bélimlerde anlatgza

GFASF kod sozcuklerindeki pariti bitlerinin Hamming
agirliklari hakkinda bilgi icerir.

AW, Z) = Z Ay, WY Z7,

w,z

SASF ise Hamming @rhig1 w olan veri sozcikleri 2.1, Paralel birlesik kodun GCASF
tarafindan uretilen kod sézciiklerindeki Hammirigra
131 z olan parity sdzcukleri hakkinda bilgi verir.

Aw(Z) = Z Aw,zZZ
w KK p —

1.5. Spektrum Agirhik  Fonksiyon Katsayilar
Arasindaki lliskiler

Spektrum girlik fonksiyonlarinin katsayilari arasin- Serpistirci KK, P

daki iliskiler as@ida 6zetlenmistir.

Sekil 1: Paralel birlesik kod. CC1, CC2 parca kodlardir.

GFASF-GCASH,,: = Ay o z=z—w Bu kodlar blok, konvolusyonel ya da bunlarin kombine-
ASF-GFASF A, =Y, .. Aw.: zonu olabilirler.
ASF-GCASF A, =), Ay,

Duzgun serpistirici yaklagimi kullanarak PBKK’un

1.6. Spektrum AGirlik Fonksiyonlari Arasindaki il- ~ GGASFkatsayilan agadaki gibi bulunabilir.

iskiler ol

: | ibi AGp, = O e
Spektrum girhk foksiyon katsayilarinda oldu gibi ) P (w)
spektrum girlik fonksiyonlari arasinda da benzer ilisk- oy b,

iler vardir ve de bu iligkiler agadaki gibi 6zetlenmistir. |, esitlikteki AC1  ve AC> ifadeleri parca konvo-
w,T1 w,T
lusyonel kodlarK K; ve K K3'nin GCASFkatsayilari
p Imaktadir, A5, ise paralel birlesik koduGCASHkat-
_ 190%AW,2) 0 .
SASF-GFASHL, (7) = 1~ ‘W:O sayllaridir. N serpistiricinin uzunlgu, w, z ise veri
ASF-SASEA(X) = A(W, Z)‘VZV::;‘ ve de kod s6zciklerinin Hammingaligi olmaktadir.

] ) Diizguin serpistirici kullanarak, paralel birlegik kodlarin
2. Birlesik Kodlarin Spektrum SASFasajidaki ifade ile bulunmaktadir,

Fonksiyonlari | ASCi(7).ACC(2)

Birlesik kodlar G dgisik yol izlenerek olusturulabilir- w (N)

ler. Seri birlestirme metodu ile, paralel birlestirme v

metodu ile ya da hem seri hem de paralel birlestirmé’, kodununGFASFsdyle elde edilir,
metodu ile, en son ifade edilen metod hibrid teni A

olarakta plllnmekte_dlr. Birlesik kodlarin spektrurgia ACH (W, Z) = Z W ACr (Z)
hik fonksiyonlari bir kez bulunduktan sonra kodlarin =

GGASF-SASEL(W, X) = 3, W A, (X)




bu ifadedék veri dizilerinin uzunl@unu belirtmektedir.
Eger blok kodlar birlesik kod da parca kodldt §; bir
(n, k) blok koddur) olarak kullaniimigsa, parca kodun
kod s6zc@u icin GFASF

AW, 2) = [A% (W, 2)]'

Veri sozcukleri Kod sozcukleri
——

KK, > )
X

w 4 ] Serpistirici  [—® KK

Sekil 3: Seri birlesik kod K K1, K K5 parga kodlar. N
serpistiricinin uzunlgunu belirtir.

ifadesiyle hesaplanir. Paralel birlesik kodlarin spektrum

fonksiyonlari biliniyorsa, en yiksek bit hata olasiliklari
icin analitik sinirlar asgidaki ifade ile hesaplanmak-

tadir,

k
w w
Py(e) < Z EW Ag(Z) |Wez—e—ReBL/No -

w=1

1)

Bu ifade daha fazla basitlestirilerek (2) deki sekliyle

verilebilir,

~ 1 / Rch
Pb = 5 ZDme'f'fC( mTO)

m

@)

bu ifadedekiR,.. kod orani olmaktadlrf,f) ise AWGN
kanal icin bit enerjisinin gurulti miktarina oranidip,,,

ifadesi ise soyle elde edilir,

Du= Y %AW.

zt+w=m

®)

PBKKlar icin analitik ust sinirlar

10 T T T

\ — N=100
S \ — - N=1000
N=2000 H
\ N=3000

Py©

6
Eb/No

seri birlesik kodurGCASFkatsayilariAS:, Hamming
agirhpr w olan veri sdzcuklerinin tre@ii Hamming
agirhgi z olan kod sozciklerinin sayisini ifade eder.

N Co C;
ACS o Aw,l X Al,:z:
w,r E N 9
= ()

bu ifadedeki dis kod s6zciiklerinin Hammingyalhigini
ifade ederz ise i¢ kod sézcuklerinin Hammingga-
lgini gosterir. Birlesik kodlariGCASFelde edildik-
ten sonra denklemler (2) ve (3) kullanilarak bit hata
olasiliklari icin st sinirlar cizmek mimkin olmaktadir.
Sekil 4'te SBKK’lar icin farkli uzunlukta serpistiriciler
icin bit hata oranlari i¢in Ust sinirlar gizilmistir.

SBKK’lar icin analitik ust sinirlar
10 T T

T
—— N=100
—+= N=200

N=1000
’\+ - N=2000

EXC)

6
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1 Sekil 4: Seri birlesik konvolusyonel kodun bit hata

olasilgi icin analitik Gst sinirlar. Parca kodlarin Uretici
matriksi (1,5/7)oktq'dir.  Serpistiricinin uzunl@u
N'dir.

Sekil 2: Paralel birlesik kod bit hata olasiliklari igin tst

sinirlar. K K1, K K Uretici matriksi(1,5/7),ktq; Olan
parca konvolusyonel kodlardir.

2.2. Seribirlesik kodlarin GCASF

Seri birlesik kodurGCASFA®: (W, X) parca kodlarin
SASFscarpimlarinin normalize edilmis sekliyle elde
edilir.

N

>

=0

A (W) x A (X)

(%)

A (W, X)

tane serpistirici mevcuttur.
R. = k/(n1 + n9) esitligi ile bulunur. Hibrid kodun
GCASF katsayilari aggdaki gibi bulunurlar.

2.3. Hibrid Birlesik Kodlar

Seri ve de paralel kod yapilari kombine edilerek hibrid
kodlar uretilirler. Sekil 5'te paralel birlegik kod iceren
bir hibrid yapi gosterilmektedir.R2 = k/ny, R
k/p, R. = p/n, ifadeleri paralel konvolusyonel kod,
dis ve de i¢ kodlar icin sirasi ile kod oranlarini goster-
mektedir. Sistemde uzunluklatv; ve N, olan iki
Hibrid kodun kod orani



F(W, Z) matriksinin her elemani bir polinomdur ve

Na gCr o pCo o AC de butin elemanlarinin toplami konvolusyonel kodun
AL — E wyhy 7 w,l 7 7Ty GFASFA(W, Z) yi verir.
w, N1\ [Ny
GO
hi+ho=h

AW, Z) =Y _F;;(W, Z)
bu ifadede AZ , AC7,  AC AC;  Hibrid, paralel, i

dis ve de ic kod icin GCASF katsayilaridiig kod

yinelemeli kodlardan secilebilr [5]. F(W, Z) matriksinin (2, 3) koordinatlarindaki eleman

ise Orgu cgizelgesi durum 2 den baslayip durum 3'te
biten kod s6zciklerinilGFASFnu verir. Bizim kul-

,E’—> cr h, lanac@imiz konvolusyonel kodlar her zaman icin orgi
AN sonlandirma islemine tabi tutulacaklardir ¢@r bir

deyisle orgi cizelgeleri durum 0 dan baslar ve de du-

N P N . G h, rum O da sonlanirlar). Bundan oturE (W, Z)'nin
w L (0,0) bolgesindeki elemani konvolusyonel kod hakkin-
daki butin bilgiyi tasimaktadir, yani koduBFASFnu
Sekil 5: Hibrid birlesik kod. Foo(W, Z)dir.
Cikti billsri Y,
3. Spektrum Agirlik Fonksiyonlarinin N
Hesaplanmasi *
Herhangi bir kodun spektrum fonksiyonunu bulmak
icin iki yol izlenebilir. Ik izlenecek yolda, belirli veribitleri = — + » D D
bir uzunluk d@eri icin var olan bittin veri s6zcukleri
uretilir, ve de bu veri sdzcukleri kodlayicidan gegiril-
erek kod sozcikleri elde edilir. Daha sonra elde edilen L
kod sozciklerinin ve de onlarl Ureten veri sozcik- Cikti bitleriy,

lerinin Hamming @irliklari hesaplanir. Ayni Hamming
agirhga sahip veri sozciklerinin Ureiti kod s6zcik-
lerinin sayisi bulunularak spektrum fonksiyonlar olus-
turulurlar. Ikinci metod ise bizim burda 6nerigemiz
polinom metodudur. Bu metodu bir 6érnekle aciklay-
alhm.

Ornek: Uretici matriksi(1,5/7)ortq; Olan kon-
volusyonel kodunGFASFnu bulalim.  Konvolusy-
onel kodlayici U¢ sekilde gosterilebilir, bunlar blok
cizenek, durum cizer@ ve de durum gecgis matrik-
sidir. Sekil 6’da durum ve de blok cizenekleri goster-
ilmistir. Durum cizen@indeki bilgiler durum gecis ma- Sekil 6: Ureticisi(1,5/7),x:a; kod i¢in durum maki-
triksine asgidaki gibi aktarilmistir. Durum gized@in  nesi.
her dalindaki bilgiw*Z* seklinde bir polinom ile
ifade edilmistir bu polinomdakiV ve Z goéstermelik
dejiskenlerdiraw ve z ise veri ve de pariti s6zciklerinin . )

Hamming &@irlik degerleridir. 7(W, Z) matriksinin 4. Spektrum Agirlik Fonksiyonlarinin
(i,7) koordinatindaki elemani durum cizejiedeki Hesaplanmasi
dalindanj dalina gegisteki bilgileri tagir.

0/0

Kicuk uzunluktaki veri sézcikleri icin bile dpusal

1 0 wWzZ 0 kodlarin GFASF hesabl oldukga gug bir istirGFASF

T(W, 7) = Wz 0 1 0 hesaplari icin genelliklevatlab kullanihr. I'I'<i poli-
’ o W 0 Z nomum carpimi su sekilde yapilabilir. Once poli-
0 Z 0o W nom katsayllar dgiskenlerin artan kuvvetlerine goére

siralanir, elde edilen bu iki katsayi vektériinin konvo-
lusyoneli hesaplanir, sonug vektoriindeki katsayilar kul-
lanarak tekrar bir polinom yazilir. &r polinomumuz
F(W,Z)=T(W, Z)* iki degisken iceriyorsa bu durumda iki boyutlu konvo-

k uzunlWundaki veri sbzcukleri icin, blok gecis ma-
triksi F'(W, Z) sOyle tanimlanmistir:



lusyonel islemi kullanilir (yanconv2 matlakfonksiy-
onu). Ejer polinomlarimizda n tane gisken varsa
bu durumda n boyutlu konvolusyonel kullanilir (yani
convN.

Uzunlwju k olan veri s6zcikleri icin blok gegis ma-
triksini (i.e. T(W, Z)*) hesaplamak igin su yol takip

3]

C. Berrou, A. Galavieux, and P. Thitimajshima,
"Near Shannon Limit Error-Correcting Coding
and Decoding: Turbo Codes'Proceeding of
IEEE International Communications Conference
'93.

[4] S.Benedetto, D. Divsalar, G. Montorsi, F. Pollara,

edilir. T(W, Z) matriksinin her elemarp x p matrik ]
seklinde ifade edilir. Burdakp rasgele bir dgerdir.
Blyik p dejerleri daha iyi sonuclar Uretirler. Ama orta
duzeyde bip dejeride yeterlidir. T'(W, Z)'nin her el-
emani matriks olarak ifade edildikten sonra, matriksin
kuvveti alinabilir. 7'(W, Z)'in kuvvetini alirken nor- g
mal matriks ¢carpma islemi uygulanir. Matrikslerin ele-
manlarini carparken, 2 boyutlu konvolusyonel islemini
kullanac@iz, cinkl bizl'(W, Z) elemanlarini matriks
olarak ifade ettik, polinom carpimida konvolusyonel
alma iglemine denk gelir. Yalniz her iki boyutlu kon-
volusyonel alma islemi sonucunda sonu¢ matriksinin[6]
boyutlari iki katina cikar, bu ylizden carpim sonu¢ ma-
triksi eski boyutlarina kirpilir.

Ornek: Ty 1 (W, Z) = W Z elemani matrik olarak
asadidaki gibi ifade edilmistir: 7]

WOwW!I w2 W wtwe

000000
010000 7

000000
000000 7

000000 =
000000 z

(8]
T,, (W.Z) =

Sekil 7: W Z polynomunun matriks gosterimi.

5. SONUCLAR

Spektrum girhk fonksiyonlarinin  hesaplanmalari
esnasinda pratikte karsimiza cikacak zorluklardan kur-
tulmak igin spektrum @rlk fonksiyonlarinin hesabi
icin basit bir ydontem 6nerdik ve de bu yontemi kul-
lanarak seri ve de paralel birlestirilmis konvolusyonel
kodlarin d@isik serpistirici uzunluklari igin spektrum
agirlik fonksiyonlarini hesapladik.
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