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ABSTRACT

In this study, solution of multi-surface potential
problems has been performed with the Boundary
Element Method (BEM). Section of multi-surface of
two cables have been divided into constant and linear
elements. The nodes of these elements have been
numbered counter clockwise in the internal surface
and clockwise in the external surface. Potential
distribution has been obtained by a developed
computer software. Calculated results have been
compared with the analytical one and a package
program which is based on BEM.
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1. GIRIS

Sinir elemanlart yontemi, siir deger problemlerinin
integral denklem formiilasyonuna dayali bir

yontemdir. Bu ydntemde, problem bolgesini
tanimlayan kismi diferansiyel denklemler, sinirlarin
bolmelenmesiyle elde edilen siir elemanlariin
birbirine etkisinden olusan etki integralleri yardimiyla
¢Oziiliir.

Sinir elemanlar1 yontemiyle, elektrik alan ve manyetik
alan problemlerinin analizinde dogru ve hizli bir
sekilde sayisal ¢ozlim elde edilmesi saglanir. Yontem
ayni zamanda elastisite, 1s1 iletimi, 1s1 transferi,
akigkanlar mekanigi ve gerilme analizi gibi birgok
miihendislik probleminin ¢6ziimiinde yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Sinir elemanlar1 yontemi ile analiz edilen problemde,
bolge sinirlar1 keyfi olarak ayristirilir. Smirlardaki her
bir bolmeye sinir elemani adi verilir. Sinirda elde
edilen bu elemanlar iizerinde, etki integrallerinin
hesaplanmasinda referans alinan, ayni zamanda
eleman tizerinde var olan ve hesaplanmasi gereken
degerlerin bulundugu noktalar mevcuttur. Sinirda
bulunan bu noktalara genel olarak diigiim adi verilir.
Bir eleman sekli i¢in kullanilan sekil fonksiyonu ile
eleman igindeki fiziksel degerlerin tanimi igin
kullanilan interpolasyon fonksiyonlar1 g6z Oniinde
bulundurularak c¢esitli sinir elemanlar1 gelistirilmistir.
Bu elemanlar genel olarak; sabit, lineer ve parabolik
elemanlardir. Buna gore, sabit elemanda bir diigiim
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bulunur ve bu diigim de elemanin merkezindedir.
Lineer elemanda ise iki diigim bulunur ve bu
digimler elemanin u¢ noktalarindadir. Parabolik
elemanda ise ii¢ diiglim bulunur ve bu diigiimlerin
birisi elemanin merkezinde, diger ikisi ise ug
noktalaridadir [1].

Laplace denklemi ile modellenen bir potansiyel
probleminin siir elemanlart yontemi ile analizinde
bdlmeleme sadece sinirda yapildigi i¢in, sonlu farklar
yontemi ve sonlu elemanlar yontemi gibi bdlge tipi
yontemlere gore problemin boyutsalligi bir derece
indirgenir. Bundan dolayi, yontemin en Onemli
ozelliklerinden birisi, denklem sisteminin kiigiik
olmast ve bir problemin ¢6ziimii i¢in gerekli veri
sayisinda sagladigi 6nemli 6l¢iideki azalmadir.

Siir elemanlart yonteminde ilk Once problem
bolgesini temsil eden Laplace veya Poisson
denkleminden sinir integral denklemi elde edilir.
Sinirlar, lizerinde bilinmeyenlerin gosterildigi sinir
elemanlarina ayristirildiktan sonra bir lineer denklem
sistemi elde edilir. Denklem sistemi, sadece sinir
diigiimlerindeki bilinmeyenlerden meydana
gelmektedir. Buna karsilik, sistem matrisi doludur ve
simetrik degildir. Ayrica i¢ noktalardaki sonug¢larin
sadece istenen noktalarda hesaplanabilmesi, yontemin
diger dnemli bir ozelligidir [2].

2. TEORI
ki boyutlu problem bélgesinde Poisson denklemi
potansiyel dagilimi hesaplamalarinda,

viu=2 (1)
€

seklinde tanimlanir (p: yiik yogunlugu, &: ortamin
dielektrik katsayisi).
Eger incelenen problem bdlgesinde yiikk yogunlugu
etkisi yok ise (p=0) esitligin ikinci tarafi sifir olur ve
bu denklem Laplace denklemi olarak bilinir:

Viu=0 Q)

Laplace denklemine agirlikli artiklar
uygulanarak sinir integral ifadeleri elde edilir.

yontemi



Bu yolla elde edilen smir integral denklemi su
sekildedir:

¢ ui+qu*dS :Iqu*dS 3)
S S

Bu denklemdeki, potansiyel (u) ve potansiyelin
normale gore tiirevi (q), Dirichlet ve Neumann sinir
sartlar1 olarak verilir. u” ise, iki boyutlu Laplace
denkleminin temel ¢oziimiidiir [3].

1
= In(r) (4)

Sinir N sayida sabit elemana ayrigtirildiktan sonra,
sinir sartlar1 uygulanmadan 6nce verilen bir 'i' noktasi
icin sinir integral denklemi,

ciui+i.[uq*d8=ij-qu*ds (5)

j=1 Sj j=1 sj

seklinde yazilir. Burada c; katsayisi sabit eleman
durumunda '4’dir. I¢ noktalardaki hesaplamalarda ise,
¢;=1 alinarak potansiyel hesaplanir:

ui:i qu”ds —i.[uq*ds (6)

Lineer eleman kullanilmasi durumunda ise simir
integral denklemi,

i![«bl %][ﬂu*ds )

seklinde yazilir. Bu denklemdeki c; katsayisi ise,
sinirdaki diigiimden onceki ve sonraki elemanlarin
yaptig1 agtya bagl olarak hesaplanir.

Herhangi bir sinir noktasi i¢in ¢; degerleri,

®)

olarak gosterilebilir. Burada, 0 radyan olarak 'i
noktasindaki i¢ agidir.

3. NUMARALANDIRMA KURALLARI
Sinir elemanlar1 yontemiyle incelenen bir problem
bolgesinde sinir elemanlart belirli bir kurala gore
numaralandirilir. I¢ yiizeylerin smir1 saat ibresinin
tersi yoniinde, dis yiizeylerin sinirt saat ibresi yoniinde
numaralandirilir [4].

Buna gore, iki boyutlu problemler igin, sinir

diigiimlerinin numaralandirilmasi igleminde asagidaki

kurallar gegerlidir:

1. Dis ylizeyler i¢in numaralandirma kurali, saat
yOniinde tanimlanir (Sekil-1.a).

2. ¢ yiizeyler i¢in numaralandirma kurali, saat
yOniiniin tersinde tanimlanir (Sekil-1.b).

(a) Saatyoniinde  (b) Saat yoniiniin tersinde

Sekil-1. (a) D1s yiizey ve (b) I¢ yiizey igin,
numaralandirma kurali

Sekil-2. Cok yiizeyli durum i¢in sinir elemanlarint
numaralandirma yo6nleri

Uygulama 6rneklerinde de incelenen Sekil 2°deki gibi
iic yiizeyli bir kablo sisteminde B bolgesindeki

potansiyel  dagilimi  hesaplamalari  igin  smur
elemanlar1, S; smirinda saat ibresinin tersi yoniinde,
S, ve S; simirlarinda ise saat ibresi yoniinde
numaralandirilir.

4. UYGULAMALAR

Cok yiizeyli potansiyel problemlerinin  sinir

elemanlar1 yontemiyle ¢oziimii igin sabit ve lineer
elemanlarm  kullanildigi  bilgisayar  programlari
yazilmigti. MATLAB’da yazilan bu programlardan
elde edilen sonuglar, analitik ¢oziim sonuglari ve
ELECTRO paket programi [5] sonuglariyla
karsilastirilmistir.

Ik uygulamada, smir sartlari verilen ve analitik
¢ozlimii bilinen iki yiizeyli bir koaksiyel kablonun
(r=3 cm, R=10 cm) yarim kesiti incelenmistir (Sekil-
3.a). Ikinci uygulamada ise, ii¢ yiizeyli bir kablo kesiti
(=2 cm, R=10 c¢m) incelenmistir (Sekil-3.b). I¢ ve
dis sinirlarda Dirichlet sinir sarti, kesitin alindigi
sinirlarda ise Neumann sinir sarti tanimlanmustir.



Sekil-3. Cok yiizeyli potansiyel problemleri

iki yiizeyli problemde, i¢ yiizeyin ve dis yiizeyin
sinirlart ilk 6nce 67 smir eleman ile, daha sonra 134
sinir elemant ile bolmelenerek ¢oziim yapilmistir. Her
iki durumda da sabit ve lineer smir elemanlari
kullanilmastir.

Sinirlar ~ bolmelendikten  sonra, i¢  yiizeyin
siirlarindaki eleman diiglimleri saat yoniinde, dis
yilizeyin smirlarindaki eleman diigiimleri ise saat
yOniiniin tersinde ~ numaralandirilmistir. Bu
diigiimlerin koordinatlar1 ve smir sartlari, hazirlanan
programa veri olarak girildikten sonra simir
bilinmeyenleri hesaplanmistir. Biitiin sinir degerleri
bulunduktan sonra i¢ noktalardaki potansiyeller
hesaplanmigtir.  Sonuglar, Tablo-1 ve Sekil-5’de
analitik sonuglarla karsilagtirilmistir. Sekil-4’de ise,
lineer eleman ¢oziimleri ile elde edilen espotansiyel
cizgiler gosterilmistir.

Iki yiizeyli problemin analitik ¢oziimii ise su
sekildedir:
V=V, In(r/R) ©)
ln(lr1 /R)

Tablo-1. iki yiizeyli problem icin potansiyel degerleri

67 Eleman
x|y Sabit | Hata | Lineer | Hata | Analitik
M | ) | V) | () V)
10| 4 |75,655| 0,59 | 75,926 0,23 | 76,105
10| 5 |57,217| 0,61 |57,430| 024 | 57,571
10| 6 |42,150| 0,65 |42,317| 0,26 | 42428
10| 7 129,410 0,72 |29,539| 0,28 | 29,624
10| 8 | 18,374 0,85 | 18,470 | 0,34 | 18,533
10] 9 18,6380 1,29 |8,7060 | 0,51 | 8,7510
134 Eleman
x|y Sabit | Hata | Lineer | Hata | Analitik
M | ) | V) | () V)
10| 4 175,992 0,14 | 76,060 | 0,05 | 76,105
10| 557,482 0,15 |57,535]0,06 | 57,571
10| 6 |42,358| 0,16 | 42,400 | 0,06 | 42428
10| 7 129,571 0,17 |29,603| 0,07 | 29,624
10| 8 | 18,494 | 0,21 | 18,518 | 0,08 | 18,533
10 9 |8,7230| 0,31 |8,7390| 0,13 | 8,7510
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Sekil-4. Espotansiyel ¢izgiler
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Sekil-5. Farkli eleman sayilari i¢in radyal ydndeki
potansiyellerin karsilastiriimasi

Ucg yiizeyli problemde ise, toplam 160 simr elemani
ile bolmeleme yapilmistir. Yine i¢ yilizeyin
siirlarindaki eleman diigiimleri saat yoniinde ve dis
yiizeyin siirlarindaki eleman diigimleri saat yoniiniin
tersinde numaralandirilarak bu simirlar arasinda kalan
bolgedeki potansiyeller hesaplanmustir.

Bulunan sonuglar, iki boyutlu elektrostatik alan
analizi yapan ELECTRO paket programi sonuglart ile
Tablo-2’de karsilastirilmisti,. MATLAB’da yazilan
programdan elde edilen espotansiyel ¢izgiler ise
Sekil-6’da gosterilmistir.

Tablo-2. Ug yiizeyli problem sonuglari

x|y Sabit Lineer ELECTRO
V) V) V)

513 -66,858 -67,013 -67,119

515 -29,295 -29,369 -29,419

10| 5 0 0 0

15] 4 44,885 44,994 45,065

1515 29,295 29,369 29,419

=-100
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Sekil-6. Espotansiyel ¢izgiler



5. SONUCLAR

Yapilan uygulamalarda ilk Once, analitik olarak
potansiyel dagilimi hesaplanabilen iki ylizeyli bir
koaksiyel kablonun yarim kesiti 67 ve 134 smir
elemaniyla ayri ayrt bdlmelendikten sonra analizi
yapilmistir. Radyal yonde incelenen i¢ noktalarda elde
edilen potansiyel degerleri, analitik ¢6ziim sonuglari

ile karsilastirilmistir. Buna gore, lineer eleman
sonuglarinda hata oranmin daha az oldugu
goriilmektedir. Bu durum, lineer interpolasyon

fonksiyonlarinin problemdeki fiziksel degiskenleri (u
ve q) daha dogru tanimlamasinin bir sonucudur. Yine
yapilan bu analizde, smir elemanlarmin sayist
arttirilarak daha hassas sonuclar elde edilebilecegi
gosterilmistir.

Ikinci uygulamada, ii¢ yiizeyli kablo sisteminin yarim
kesiti 160 sinir elemaniyla (sabit ve lineer)
bdlmelenerek potansiyel dagilimi hesaplanmis ve ayni
eleman sayist kullanilarak ELECTRO  paket
programinda ¢dziilmiistiir. Bu sonuglara gore, sabit ve
lineer eleman sonuglarinin ELECTRO sonuglar ile
uyumlu oldugu goriilmektedir.

Sonug olarak, smir elemanlar1 yonteminde kullanilan
numaralandirma  kurallarina ~ gére  bir  sinir
bolmelemesi yapildiktan sonra, ilave bir isleme gerek
kalmadan cok yiizeyli potansiyel problemlerinin de
kolaylikla analiz edilebildigi goriilmektedir.
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