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ABSTRACT

This paper deals with the robust stability analysis of
digital control systems with uncertainties. It is well
known that the uncertainties in the physical systems is
an unavoidable fact. Therefore, taking uncertainties
into account while analysing control systems gives
advantages. In this work, the methods related to the
stability of digital control systems with parametric
uncertainty are studied.

1. GIRiS

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasarimi yapilirken
belirsizligin hesaba katilmasi sistemin dayanikligi
acisindan Onem arzetmektedir. Genellikle kontrol
sistemlerinde  parametre belirsizliZi ve model
belirsizligi olmak iizere iki ¢esit belirsizlik yapisindan
bahsedilir [1]. Parametre belirsizligi konusu ozellikle
Kharitonov teoremi [2] ile beraber 6nem kazanmis ve
bu alanda bircok ¢alismalar yapilmistir [3-15].
Kharitonov teoremi aralik(interval) belirsizlik yapisi
iceren bir interval polinomun kararliligmin kiimedeki
dort Kharitonov polinomun kararliliginin  test
edilmesiyle elde edilebilecegini ifade etmektedir.
Dolayistyla kararlilik problemi sonsuz bir kiimeden
sonlu ve sadece dort tane polinom igeren bir kiimeye
indirgenmistir. Fakat bu 6nemli teorem interval dijital
kontrol sistemlerine uygulanamamaktadir. Ciinki
Kharitonov teoremi kararlilik bolgesi sol yar1 diizlem
olan siirekli zamanli kontrol sistemleri i¢in gecerlidir.
Bu tip sistemlerin kararliligina Hurwitz kararlilik
denir. Bir dijital kontrol sisteminde ise kararlilik
bolgesi birim ¢emberdir ve bu g¢esit sistemlerin
kararliligina da Schur kararlilik denir [13]. Dolayisiyla
Kharitonov teoremini kullanarak interval bir ayrik
zamanli polinom kiimesinin biitiin koklerinin birim
¢emberin igerisinde olum olmadigimi test edemeyiz.
Belirsiz bir ayrik zamanli polinom kiimesinin

kararlilig1 i¢in kullanilabilecek bir metot kenar(edge)
teoremidir [15]. Bu teoremden yararlanarak parametre
belirsizligi igeren dijital kontrol sistemlerinin analizi
yapilabilir.

Bu caligmada ayrik zamanli interval polinomlarin
kararlilig incelendi. Deger kiimelerinin
hesaplanabilmesi i¢in bir yoéntem onerildi. interval
dijital kontrol sistemlerinin dayaniklilik analizi ile
ilgili ¢aligmalar yapildi. Parametre belirsizligi i¢eren
dijital kontrol sistemlerinin dayanikli analizi i¢in
kullanilabilecek gerekli programlar Matlab ortaminda
yazild.

2. KHARITONOV TEOREMI VE
DIJITAL INTERVAL POLINOMLAR

Bir siirekli zamanli interval polinom kiimesi su
formda yazilabilir

P(s,q)=ag +ays+ a2s2 + a3s3 +ota,s” (1)
ai € [a_la ai] )

burada q=lagy,ay,..,a,]1,

iist limitlerini gostermektedir. Bu polinom kiimesinin
kararli olabilmesi i¢in Kharitonov teoremine gore dort
Kharitonov polinomunun kararli olmasi yeterlidir.
Dort Kharitonov polinomu su sekilde yazilabilir.

P1 (S)=a0 +a1s+a252 +a3s3 Foeenn
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Pz(S)—ao +ais+aysT +azsT e
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p3(s)—a() +aps+ays® +azs” 4
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pa(s)=ag+ays+ays” +azs” +------

Bu sonug¢ aslinda Mikhailov kriterini kullanarak
kolayca ispatlanabilir. Mikhailov kriterine goére n.
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dereceden bir p(s) polinomunun kararli olabilmesi
icin p(jw) 'mn pozitif reel eksenden baglayarak saat

yoniiniin tersinde n ekseni kesmesi gerekir. Yani
stfirin dislanmasi kuralina (zero exclusion principle)
[1] gore p(jw)’nin orijinden gegmemesi gerekir.
Dolayisiyla, bir interval polinomun herhangi bir sabit
frekanstaki deger kiimesinin sekil 1 de goriildiigii gibi
kenarlart1 reel ve sanal eksene paralel olan bir
dikdortgen oldugu kolayca gosterilebilir. Bu
dikdortgenin - kdselerini  Kharitonov — polinomlari
olusturur ve bu dikdortgene Kharitonov dikddrtgeni
denir. Bu dikdortgenin kenarlar1 reel ve sanal
eksenlere paralel oldugu i¢in orijinin dikdortgensel
deger kiimesinin iginde veya disinda kalmasi kose
noktalarmi kullanarak kolayca test edilebilir. Sekil 1
de de goriildigii gibi kose noktalar1 Kharitonov
polinomlarina karsilik gelmektedir.

pa(io)

Sa P2(j®*)

p1(jO)
pi1(jo)

Sekil 1I:
Mikhailov egrisi

Kharitonov dikdortgeni ve  pq(s)’in

Ornegin ikinci dereceden bir interval polinom
P(s,q)=ay +als+azs2 +a3s3 (3)
ap €[3,6], a; €[8,10],

a, €[4,8] ve a3 €[1,2]. s = jw yerine konursa,

verilmis olsun burada

P(jo,q)=ag - a0 + j(-a30” + ) (@)
elde edilir. Burada reel ve sanal kisimda goriilen
belirsiz parametrelerin birbirinden bagimsiz oldugu
goriilmektedir. Dolayistyla, her bir frekans degerinde
P(jw,q) nmn deger kiimesi kenarlar1 reel ve sanal

eksene paralel olan bir dikdortgendir. Bu polinom
kiimesinin deger kiimeleri 0 <@ <4 aralignda 50
frekans degerinde Sekil 2 de goriilmektedir. Sifir
deger kiimesinin ig¢inde olmadig1 i¢in bu belirsiz
polinom kiimesi kararhidir. Bu kiimenin dort
Kharitonov polinomu

p1(s)=3+8s+8s2 +2s°
Pr(s)=3+10s+8s2 +1s°

(5)
P3(s)=6+8s+4s% +25°

pa(s)=6+10s+ 452 +1s°

seklinde yazilabilir. Bu dort polinomun da kararl
oldugu test edilebilir. Dolayisiyla siirekli zamanl bir
interval polinomun kararliligi dort Kharitonov
polinomun kararlilig1 test edilerek bulunabilir.

Bu sonucun ayrik zamanli interval polinomlar igin

gecerli olmadigint  asagidaki inerval polinomun
karaliliginda gorebiliriz.

P(z,k)=a4z4 +a323 +a222 +ajz+ag (6)
burada ag =0.0096, a; €[-0.16,-0.1],

a, €[0.42,0.5], a3 €[-1.3,-1] ve a4y =1. Dort
Kharitonov polinomunun yani

p1(z)=z% 2% +0.52% = 0.162 + 0.0096
pr(2)=z* =132 +0.522 = 0.1z + 0.0096
p3(2)=z% - 23 +0.422% = 0.162 + 0.0096

pa(2)=z%-1323 +0.422% - 0.1z + 0.0096

Schur kararli oldugu test edilebilir. Fakat kiimeye ait
olan

p(z)=z*% —1.282% +0.422% - 0.1552 + 0.0096

polinomu Schur kararli degildir. Dolayisiyla dijital
interval polinomlar i¢in Kharitonov polynomlarmin
kararli olmasi yeterli degildir. Bunun nedeni

polinomda , burada T  oOrnekleme
perytodudur, yazildiginda belirsiz parametreler reel ve
sanal kisimda birbirlerine lineer bagimli olarak
goriileceklerdir. Dolayisiyla deger kiimesi kenarlart
reel ve sanal eksenlere paralel olan dikdortgen
degildir. Oyleyse dijital bir inteval polinomun
kararliliginin test edilebilmesi i¢in polinomun deger

(7

Zze]a)T

kiimesinin hesaplanabilmesi gerekir. Bunun igin
kenar(edge) teoremi kullanilabilir.

3. DIJITAL INTERVAL
POLINOMLARIN DEGER KUMESI VE
KARARLILIGI

Bir dijital interval polinom kiimesi
P(z,k)=ay +alz+a222 +-ta,z” Q)

formunda gosterilebilir. Burada k =[ag,ay,....,a,],

a;’nin alt ve {ist limitlerini gostermektedir. Kenar

teoremine gore n tane belirsiz parametre igeren bir
polinom ailesinin herhangi bir sabit frekanstaki deger

kiimesi bir poligondur ve bu poligonun 2" tane



deger kimesi
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Sekil 2: Denklem (3)’teki interval polinomun

0 < w <4 igin deger kiimesi

kosesi ve 72" tane de etkin(exposed) kenari vardir.
Boyle bir polinom kiimesinin Schur kararli olabilmesi
icin biitiin etkin kenarlarin  Schur Kkararli olmasi
gerekir veya deger kiimesinin sifir1 i¢ine almamasi
gerekir. Omegin ii¢ tane belirsiz parametre iceren bir
polinomun parametre diizlemindeki belirsizlik kiipi
ve kompleks diizlemdeki yansimasi Sekil 3(a) ve (b)
de goriilmektedir.

Denklem (9) daki polinomun 2" tane kése polinomu
asagidaki diizende yazilabilir.
ci(z)=ag+ajz+ a2z2 +.o.+a,z"

cr(z)=ay +alz+a222 +...+a,z"

e3(z)=ag + a1z +arz> +...+a,z" (10)

c,(z)=ay +alz+a222 +...+a,z"

Etkin kenarlaf elde edilirken kdse polinomlarindan
yararlanilir. Ornegin denklem (10)’a baktigimizda
ci(z) ve «cp(z) polinomlarinda sadece a
parametresi alt ve iist limitlerdeki degerleri almaktadir
ve diger parametreler belirsizligin alt limitindeki
degerlerinde sabitlenmiglerdir. Oyleyse ug¢ noktalari
c1(z) ve cp(z) olan bir etkin kenar mevcuttur. Bu

etkin kenar su sekilde gosterilebilir

e(cp,cp)=Aci(2)+ (1= A)ey(2),  A€[0,1] (11)
Boyle bir etkin kenar bir ayirt(segment) diye de
adlandirilir. Benzer sekilde diger etkin kenarlar da

olusturulabilir. Bu etkin kenarlar kullanilarak dijital
interval polinomun deger kiimesi elde edilir.
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Sekil 3: Ug tane belirsiz parametre igeren bir
polinomun a) parametre diizlemindeki belirsizlik kiipii
ve b) kompleks diizlemdeki yansimasi

4. ORNEKLER

Ornek 1: Bir dijital inerval polinom su sekilde
verilsin

P(z,k)=[1.52]z> —0.35z% —0.85z +0.08 (12)
goriildigii gibi bu inerval polinom kiimesi sadece bir
tane parametre belirsizligi icermektedir. Dolayistyla
bu polinom kiimesi i¢in 2 tane kdse polinomu ve bir
tane kenar elde edilebilir. Kése polinomlari

c1(z)=1.5z° —=0.3522 —~0.852+0.08
¢y (z)=22>—0.3522 —0.852+0.08

c1(z) ve ¢y (z)’in Schur kararli oldugu Jury testini

(13)

uygulayarak veya c¢j(z) ve c¢5(2)’in koklerini
bularak test edilebilir. Biitiin polinom kiimesinin
kararli olup olmadigini test edebilmek icin Onceki
boliimde verilen yontem kullanilabilir. Kdse veya ug
polinomlarmi kullanarak



e(cy,cp)=Aci(2)+ (1= A)cy(2)

=(2-0.51)z> —=0.3522 - 0.852 4+ 0.08
etkin kenarn elde edilebilir, burada A€[0,1]. Bu
kenarin 0 <w <40 igin deger kiimesi Sekil 4 de
goriilmektedir. Sekilde de gozlendigi gibi sifir deger

kiimesinin diginda kalmaktadir. Dolayisiyla verilen
polinom kiimesi Schur kararlidir.

(14)
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Sekil 4: Denlem (12)’de
0<w <40 i¢in deger kiimesi

verilen  polinomun

Ornek 2: Birim geribeslemeli bir dijital interval
kontrol sisteminde

+
G(z) = ‘2’12—‘10 (15)
z°(z+ay)
ap €[-0.06,0.053], a1 €[-0.05,0.05] ve
a, €[0.045,0.15] ise kontrol sisteminin kararliligini

inceleyelim. Sistemin karakteristik denklemi

P(z,k)=1+G(z)=0 (16)
seklinde yazilabilir. Buradan

P(z,k)zz3 +a222 +ajz+ag (17)
elde edilir. Dolayisiyla dijital interval kontrol
sisteminin  kararlililk  problemi  dijital interval

polinomlarn kararlilik problemine dontstiiriilmiis
oldu. Denklem (17) deki belirsiz polinom kiimesinin
kararliligmmi test edebilmek igin deger kiimesi
yaklagimi kullanilabilir. Bu polinomda 3 tane belirsiz
parametre oldugu igin 2°=8 tane kdse polinomu ve
3x2’=12 tane de etkin kenar elde edilebilir. Kose
polinomlari

¢1(z) =—=0.06—0.05z +0.04522 + z°
¢5(2)=0.053-0.05z +0.0452% + 23
3(2) =—0.06+0.05z +0.045z% + 2°
¢4(2)=0.053+0.05z +0.04522 + 23

(18)
¢5(2)=—0.06—0.05z +0.15z% + 2°
¢6(2)=0.053-0.05z+0.15z% + 2°
¢7(z)=—0.06+0.05z +0.15z% + 2°
g(2)=0.053+0.05z+0.1522 + 2°
ve denklem (11) den vyararlanarak e(cy,cp),
e(c,c3), elc,cs5), elcp,cq),  e(ca,cq),
e(cs,cy),  e(cy,cq),  eleq,cg),  elcs.cg),

e(cs,cq), e(cg,cg) ve e(cq,cg) etkin kenarlar elde
edilir.

Bu etkin kenarlar1 kullanarak denklem (17) deki
interval polinomun deger kiimesi elde edilebilir.
Ornegin @ =2 rad/sn igin deger kiimesi Sekil 5 te
goriilmektedir. 0 < @ <80 igin deger kiimeleri Sekil
6 da gorilmektedir. Sekil 6 bize dijital kontrol
sisteminin kararl1 oldugunu yani kararkteristik
denklemin biitiin koklerinin birim ¢emberin igerisinde
oldugunu ifade etmektedir. Ayrica, kenar teoremine
gore etkin kenarlarmn kdk uzayi interval polinomun
kok uzaymni icine alir. Denklem (17) deki interval
polinomun etkin kenarlarinin kok uzay:r Sekil 7 de
verilmistir. Sekilde de goriilecegi gibi kok uzay1 birim
cemberin iginde kalmaktadir. Dolayisiyla sistem
kararlidir.

deger kimesi
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Sekil 5: Denklem (17)’deki polinomun @ =2 rad/sn
deki deger kiimesi



deger kimesi

sanal

Sekil 6. Denklem (17)’deki polinomun
icin deger kiimesi

kiik uzayi

sanal

regl

Sekil 7: Denklem (15)’deki dijital kontrol sistemin
karakteristik denkleminin kok uzay1

5. SONUCLAR

Bu bildiride parametre belirsizligi iceren dijital
kontrol sistemlerin dayanikli kararlilik analizi
incelendi.  Kharitonov  teoremi dijital interval
polinomlarin kararlilik analizi i¢in gegerli degildir.
Kenar teoremini kullanarak bir dijital interval
polinomun deger kiimesi elde edilebilir. Deger
kiimesiyle Dberaber sifirn  diglanmasi  kuralini
kullanarak bir dijital inerval polinomun Schur
kararliligmnin test edilebilecegi gosterildi. Matlab
ortaminda gerekli yazilimlar gelistirilmis olup bu
yazilimlar parametre belirsizligi igeren dijital kontrol
sistemlerinin analizi icin kullamlabilecektir. leriye
yonelik olarak belirsizlik igeren dijital kontrol
sistemlerinin frekans cevabi1 analizi yani Bode,
Nyquist ve Nichols diyagramlar incelenecektir.
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