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Ozet

Girdi imgesindeki giiriiltii azaltma islemi sayisal imge
islemeyle ilgili hemen hemen biitiin ¢alismalarda kullanilan en
yaygin on iglem adimlarmdan bir tanesidir. Giiriiltii azaltma
islemiyle ilgili literatiirde bir¢ok c¢alisma yapimaktadir.
Giiriiltii imgeden yok edilirken imge yapi ve doku bilgisinin de
korunmasit gerekmektedir. Klasik yaklagimlarda imgedeki
gliriiltiiyti azaltmak igin algak gegiren bir siizge¢ ozelligi
gasteren Gauss stizgeci kullanilmaktadir. Bu ¢calismada, kismi
diferansiyel denklem yaklagimi olan st denkleminin Gauss
siizgeci davranisi gosterdigi ve ayrica baska bir kismi
diferansiyel denklem yaklasimi olan iz tabanl yontemin hem
Gauss siizgeci ve hem de imgenin homojen bélgelerinde isi
denklemi davramst gosterdigi ispatlanmigtir. Sonlu farklar
yaklagimlarindan ve siizgegleme yaklasimlarindan elde edilen
sonuglar da bu teoriyi dogrular niteliktedir.

Abstract

Noise reduction process in the input image is one of the most
common preprocessing steps used in almost all the studies in
digital image processing. Many studies based on noise
reduction process have been presented in the literature. While
noise is removed from the image, the structure and texture
information in the image need to be preserved. In the classical
approaches, a Gaussian filter which behaves as a low-pass
filter to reduce noise in the image is used. In this study, it is
proved that the heat equation, which is a partial differential
equation approach, behaves as a Gaussian filter and also, the
trace-based method, another partial differential equation
approach, not only behaves as a Gaussian filter and but also
behaves as a heat equation in homogenous regions of the
image. Results obtained by approaches based on finite
differences and based on filtering appear to confirm this
theory.

1. Giris

Sayisal imge isleme alaninda kismi diferansiyel denklem
yaklagimlarina bagli olarak giiriiltii azaltma, bdliitleme,
ichoyama, diizenleme, optik akis ve renklendirme iizerine son
zamanlarda bircok calisma yapilmistir. Bu g¢aligmalar, gri
diizeyli imgelerin islenmesinin yaninda renkli imgelerin de
islenmesi  iizerine  yogunlagmustir.  Renkli  imgelerin
islenmesinde renk kanallarmin birbirleriyle etkilesimleri
dikkate alinmaktadir.
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Kismi diferansiyel yaklasgimlarina bagli olarak girdi
imgesindeki girtiltilyii azaltmak igin literatiirde birgok
yaklagim gelistirilmistir. Tikhonov [1] tarafindan gelistirilen
ve en temel bir giiriiltii azaltma yaklagimi olan 1s1 denklemi,
gri diizeyli imgeler iizerinde dogrusal ve yonbagimsiz bir
yumusatma islemi gergeklestirmektedir. Bu yaklasim bir algak
geciren stizgeg (AGS) davranisi gosterdiginden [2] imgedeki
kenar bilgilerini de bulaniklagtirmaktadir. Bu yiizden, Perona
ve Malik [3], giriilti azaltma igleminde imgedeki kenar
bilgilerinin daha iyi bir sekilde korunmasi i¢in 1s1 denklemine
uyarlanabilir bir agirliklandirma fonksiyonu eklememisler ve
dogrusal olmayan ve yonbagimli bu yaklasimla kenar
bolgelerindeki yayinimi 6nlemeye ¢alismiglardir. Ama yontem
bazen ters yaymima neden oldugundan giiriiltiiyii azaltmak
yerine daha da belirgin hale getirebilmektedir. Weickert [4],
tensor yaklagimina bagh olarak her bir piksel i¢in 6zdegerler
ve Ozvektorler gibi yerel oznitelik ¢ikarimi yapmis ve bu
oznitelik bilgilerini  kullanarak yonbagimli bir yaymim
yontemi gelistirmistir. Tschumperle ve Deriche [5], renkli
goriintiiler igin tensor yaklasimma bagli olarak iz tabanlt
yonbagimli bir yontem gelistirmigtir. Bu yontem, imgenin
keskin koselerinde yuvarlatma etkisi ortaya gikardigindan,
Tschumperle [5]°deki yonteme ¢izgi entegrali evrigimi
yaklasimin1 da ekleyerek daha iyi bir sonu¢ imgesinin
iiretilmesini saglamistir [6].

Bu calismada, 1s1 denkleminin aslinda bir AGS siizgeg
davranmig1 gosterdigi farkli bir yoldan ispat edilecek ve ayrica
Tschumperle ve Deriche‘nin gelistirmis oldugu iz tabanli
yonbagimli yaklasimla [5] yonbagimsiz bir yaklagim olan 1s1
denklemi [1] arasindaki iligkiden bahsedilecektir.

2. Giiriiltii Azaltma

Bir igaretteki girtiltilyii yok etmek demek, isaretteki
degisimleri en aza indirgemek veya baska bir ifadeyle
isaretteki maksimum ve minimum degerleri orta bir degere
¢ekmek olarak tanimlanabilir. Giiriiltii azaltma isleminde
genelde Gauss siizgecinden yararlanilmaktadir. Bu durumda,
1-boyutlu Gauss siizgeci asagidaki gibi ifade edilir:

()

ga(x) =

Burada x, degiskeni ve g, zaman bolgesinde standart sapmay1
gostermektedir. Denklem (1)’in Fourier dontisiimii,
f2

Flg, (0} =8,() =e 2 @
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olarak elde edilir. Burada f, frekanst ve oy, frekans
bolgesinde standart sapmayir temsil etmektedir. Ayrica,
denklemlerde o x g = (2m)™"  esitligi  saglanmaktadur.
Dikkat edilirse Gauss siizgecinin Fourier doniisimii yine
Gauss siizgeci seklindedir. Bagka bir ifadeyle, siizgeg,
isaretteki alcak frekanslar1 gecirirken yiiksek frekanslari da
bastirmaktadir.

Imgedeki giiriiltiilerin yok edilmesinde ise 2-boyutlu Gauss
stizgeci kullanilmaktadir:

1 _x2+y2

e 20° (3)

go’(xr Y) = )

2-boyutlu siizgegle imgedeki giiriiltii azaltilirken, yiiksek
frekans bileseni iceren kenarlar da yok edilmektedir. Bu da
Gauss stizgecin bir dezavantajidir.

Asagidaki alt basliklarda, yonbagimsiz ve yonbagimli yaymim
yaklagimlartyla gri diizeyli ve renkli imgelerde giiriilti
azaltama isleminin aslinda bir Gauss silizgeci davranisi
gosterdigi ispat edilecektir.

2.1. Is1 Denklemi Yaklasim

Q kapal1 bolgesinde tamimli giiriiltii iceren gri diizeyli bir girdi
imgesi f: Q) - R ile ve giiriiltiisii azaltilmig sonug imgesi ise
u: Q- Rile temsil edilsin. Yonbagimsiz yumusatma iglemi
gergeklestiren 1s1 denkleminde imgedeki degisimleri minimize
etmek i¢in agagidaki enerji fonksiyoneli kullanilmaktadir:

1
min EDogrusal(u) = _J- |Vu|2dQ (4)
Q 2 o

Denklem (4)’i ¢6zmek igin, Euler-Lagrange yaklagimi
kullanilarak ve iteratif bayir inisi yOntemine bagli olarak
asagidaki ifade verilebilir:

u(x,y;t=0) = f(x,y)

Jdu (5)
E = Au

Burada A Laplace islecidir ve x ve y bagimsiz degiskenlerine
gore ikinci mertebeden kismi tiirevlerin toplamini ifade
etmektedir. Yontemde, her iterasyon sonunda iiretilen gikis
imgesi asagida verilen denkleme bagli olarak optimize edilir:

u™t! = y" + dt x Au™ (6)
Burada, n iterasyon sayisini gostermektedir. dt zaman adimu

sabitidir ve basit¢e 0.25 olarak alinabilir.

Is1 denklemi aslinda asagidaki ifade de verildigi gibi bir AGS
davranigi gostermektedir:

u=fxg,

7
uGo ki) = f f (G - x k- g, Goydedy )

Xy

Burada kullanilan Gauss siizgeci asagida gibi alinmaktadir:

1 x2+y?

e 202 0 =2t

ga(x’ }’) = 27_[0_2

Lemma.
g, fonksiyonu, o = V2t igin 1s1 denklemini saglar.

ispat.

x bagimsiz degiskenine goére birinci mertebeden kismi tiirev,
g, 1 xy?
_— = = xe 2o
dox 2mo*

olarak elde edilir.
y bagimsiz degiskenine gore birinci mertebeden kismi tiirev,

x2+y?
985 _ ! 207

9y  2mot e

olarak elde edilir. x ve y bagimsiz degiskenlerine gore
sirastyla ikinci mertebeden kismi tiirevler,

0%g, x*—g? _x*+y?

= e 202
0x? 2mo®
0’g, y?—o? _x’ty?
= e 20
dy? 2ma®

olarak bulunur. Tkinci mertebeden tiirevlerin toplamu,

9% 92 x%2 +y? —20% _x2+y?
_— =———— ¢ 202
<6x2 + 6y2> (82) 2ma® ¢

esitligi ile wverilir. Sol taraftaki ifade de Laplace isleci
kullanilarak denklem yeniden diizenlenirse asagidaki ifade
yazilabilinir:

X2+ y? — 4t _x2+y?
— 20-2

Ao = 8
80 = " 1ont? ®
o 'ya gore birinci mertebeden kismi tiirev,
g, x%2+y?—20% _x’+y?
—_ = ¢ 20°?
do 2ma®
g, x2+y?—4c _x+y?
—_— = \2t—— 202
do vat temts  ©
Ve t’ye gore birinci mertebeden kismi tiirev,
08, 08,00 0gs; 1
at ~ 9o ot Ao 2t
2 2_ 942  x2iy?
98 _ ue—?z 9)

ot 2ma’
olarak elde edilir. Denklem (8) ve Denklem (9)’dan
goriilebilecegi gibi, asagidaki denklem gegerlidir:
085
Ao =29 10
8s =7, (10)
Dolayisiyla g, 6 = V2t igin 1s1 denklemini saglar.m

Denklem (5), yer degistirme 6zelligine bagli olarak agagidaki
gibi yazilabilir [7]:

du d(fxgy) a(gs)
_— = f*

at ot ot

Ayrica evrisim dogrusal bir islectir. Dolayistyla,
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Au=A(fxg,) =fxAg,
olur.

x = (x,y)7T alnirsa ve g, fonksiyonu,
diizenlenirse,

t’ye gore yeniden

(11)
elde edilir.

2.2. iz Tabanh Yaklasim

Q kapali bolgesinde tanimli giiriiltii iceren renkli bir girdi
imgesi f: Q - R? ile ve giiriiltiisii azaltilmis sonug imgesi ise
u: Q - R3 ile gosterilsin. iz tabanli yaklagimda ilk énce her
bir piksel i¢in yap1 tensorii elde edilir:

3
K= Z Vu; Vu;T
i=1

Burada i, imgenin renk kanallarini temsil etmektedir ve
Vu; = [0u;/dx , 0u;/dy]T ise her bir renk kanali igin
gradyan vektoriinii gostermektedir. Bu baglamda, (K)irmizi,
(Y)esil ve (M)avi renk uzayinda yapi tensorii asagidaki gibi
ifade edilir:

kll
k21

(12)

-l 1

1(22
K2+Y2+ M2

~ [ KKy + Y, Y, + M M,
KyKy + Y,V + My M,

K; + sz + Mf, (13)
Burada,

K, = 0u,/0x,Y, = du,/dxve M,, = dus/dx

K, = 0uy/dy, Y, = 0u,/dyve M), = duz/dy ’

Yap1 tensorii matrisinden A¥ pozitif 6zdegerler ve @ birbirine
dik ozvektorler agagidaki ifadelerle hesaplanir:

2 = (Kyy +Kgp 2 (key —Kpp)? + 4K, )/2 e

T
pt= [2k12 o koo —kyg £+/(kyp —kp)? + 4k%zJ :

AT dzdegerler, asagida belirtildigi gibi islenen piksel i¢in bazi
bilgiler verirler:
i. Eger AT = A~ = 0 ise, ilgili piksel homojen bir bolge
igersinde olabilir,
ii. Eger AT » A~ ise, ilgili piksek kenarda olabilir,
iii. Eger AT = A~ » 0 ise, ilgili piksek kdsede olabilir.

Ayrica daha dogruluklu sonuglar elde edilebilmek icin yap1
tensorii bir Gauss siizgecinden de gegirilebilir: K; = K* g5 .

Bu baglamda renkli bir imgedeki giiriiltilyii azaltmak igin
Tschumperle ve Deriche [5] yaymim tensorii yaklagimini
kullanmuslardir:

T=s"A51)e o T +st(H 1)t  (14)
Burada, st:R? - R bir fonksiyondur ve @* 6zvektorlerin
yoniine bagl olarak imge tizerinde giiriiltii azaltma isleminde
kullanilmaktadir:
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STATA)=A+2AT+ A7) % ve
st(AH, 1) =1+ A"+ 1) %, burada a; < a,.
Giiriiltii azaltma:

i. ¢~ Ozvektori yoniinde olursa,
yumusatma gerceklestirilmis olur.

yonbagimli  bir

ii. Homojen bir bolgede yapilirsa yonbagimsiz bir
yumusatma gergeklestirilir. Bu durumda T = I birim
matris olarak elde edilir ve iz tabanli yontem 1s1
denklemi davranis1 gosterir.

Euler-Lagrange yaklagimi bagli iteratif bayir inisi yontemine
gore iz tabanlt yontem i¢in asagidaki ifade verilebilir:

ulx,y;t=0) =f(x,y)
du (15)

at

Burada trace(-) , matrisin izini temsil etmektedir ve H;
Hessian matrisidir:

= trace(TH;)

0%u;/0x?

L d%u;/0xdy
L 192y, /ayox

0%u;/oy? |

Tschumperle ve Deriche [5] iz tabanli yaklagim Gauss
stizgecine bagli olarak asagidaki denklemle temsil etmislerdir:

(16)

Bu durumda iz tabanli yaklasim Gauss siizgeci dikkate
alindiginda evrigsim islecine bagl olarak asagidaki gibi de
ifade edilebilir:

u="fxgr, (A7)

2.2.1. Ist Denklemi Yaklagimiyla Iz Tabanh Yaklagim
Arasindaki Iliski

Yapt tensorii dikkate alindiginda, homojen bolgede 6zdegerler
sifir olarak elde edileceginden, s™(-) =1 ve s*() =1
degerlerini alir ve T = I birim matris olarak elde edilir. Buna
durumda iz tabanli yaklasim homojen bolgelerde 1s1 denklemi
davranigi gostermektedir:

1 x'Ix
—e 4t
4mt

gt =

Yukaridaki denklem dikkate alindiginda Denklem (11) ve
Denklem (16)’nin birbirine esit oldugu goriiliir.

3. Deneysel Calismalar

Sonuglarin gegerliligini gostermek i¢in bu c¢alismada test
igslemlerinde 256 X 256 boyutlarindaki ‘Lenna’ ve ‘Pepper’
renkli imgeleri kullanilmistir. Test imgelerine standart sapmasi
o0=20 olan vyapay Gauss giriltisi eklenmistir.
Yontemlerdeki siizgeg yaklagimlarinda siizgecin maske boyutu
5x5 olarak almmigtir. Dongili sayist 150  olarak
sabitlenmistir. Iz tabanli yaklagimlarda, yaymim tensriinii
yumusatmak i¢in kullanilan Gauss siizgecinin standart
sapmast 0 = 1.5 ve yaymim Kkatsayilart ise a; = 0.7 ve
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a, = 1 olarak alinmustir. Yontemlerde, dt zaman adimi, her
dongii sonunda elde edilen sonuglara bagl olarak optimize
edilmistir. Ayrica 1s1 denklemi yaklasimi gri diizeyli
imgelerdeki giiriiltii azaltma islemi i¢in gelistirildiginden, bu
calismada yaklagim renkli imgelerin her bir kanalina ayr1 ayr
uygulanmustir.

Sekil 1. ve Sekil 2.’de, test imgeleri i¢in elde edilen sonuglar
verilmigtir. Is1  denklemine bagli hem sonlu farklar
yaklagimiyla hem de evrisim islecine bagli olarak elden
sonuglarin, iz tabanl yaklagimla karsilastirma yapildiginda,
sonu¢ imgesini daha fazla bulaniklastirdign goriilmektedir. iz
tabanli yaklagimlarla iiretilen sonug¢ imgeleri gorsel olarak
hemen hemen birbirine yakin elde edilmesine ragmen, Cizelge
1.’de verildigi gibi, iz tabanli sonlu farklar yonteminin iglem
siiresi iz tabanl silizgecleme yOnteminin islem siiresinin
yaklagik olarak iicte biri kadardir. Ayrica Cizelge 1.’den
goriilebilecegi gibi, Denklem (18) gore hesaplanan tepe isaret
glirliltii oran1 (PSNR) olgiitiine bagl olarak en iyi sonuglar
yine iz tabanli sonlu farklar yaklasimiyla elde edilmistir.

Sekil 1. Lenna test imgesindeki giiriiltii azaltma sonuglari: (a)
Girdi imgesi, (b) giraltili imge, () 1s1 denklemi yaklagimi
(stizgegleme) (d) 1s1 denklemi yaklasimi (sonlu farklar) (e) iz
tabanli yaklasim (siizgegleme) ve (f) iz tabanli yaklasim (sonlu
farklar).
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O ®

Sekil 2: Pepper test imgesindeki giiriiltii azaltma sonuglari: (a)
Girdi imgesi, (b) giiriiltiilii imge, (c) 1s1 denklemi yaklagimi
(stizgegleme) (d) 1s1 denklemi yaklasimu (sonlu farklar) (e) iz
tabanli yaklagim (siizgecleme) ve (f) iz tabanli yaklagim (sonlu
farklar).

1 3 M-1N-1
OKH=m. Z Z(ui(x,)’)—fi(x,J’))z
=1 x=0 y=0 (18)

255

burada, M x N renkli imgenin boyutunu gostermektedir ve
OKH ise ortalama kare hatadir.

Calisamaya ait bir uygulama, Microsoft Visual C++ platformu
kullanilarak yazilmig ve Pentium 2.20 GHz iglemcili ve 2 GB
RAM bellege sahip bir diziistii bilgisayarda kosulmustur.

4. Sonuclar

Bu galismada 1s1 denklemi ile iz tabanli yaklagim arasindaki
benzerlik irdelenmistir. Hem 1s1 denkleminin hem de iz tabanl
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yaklasimmnm aslinda AGS bir siizge¢ davranigt gosterdigi
kismi tiirev yaklasimui ile farkli bir yoldan ispat edilmistir.
Ileriki calismalarda karmasik say1 diizleminde tiirev alma
yaklagimi ile hem gri diizeyli hem de renkli imgelerdeki
giiriiltiilerin giderilmesi igin bir yaklasim gelistirilecektir.

Cizelge 1: Yontemlerin PSNR degerleri ve islem siireleri.

Tt Lenna
Imgesi
Is1 Is1 iz iz taban
Yontem | denklemi | denklemi | tabanli ?Sgn?l?) !
(Stizgeg) (Sonlu) (Siizgec)
P((Sjg;? 23.09 21.93 24.96 26.90
Siire (sn) 143 21 337 121
Test
Imgesi Pepper
o o Iz iz tabanl
Yontem | denklemi | denklemi tabanli ?Sgn?llj)l
(Siizgeg) | (Sonlu) | (Siizgeg)
P(ill\gl)R 21.51 22.27 23.96 26.97
Siire (sn) 144 22 291 121
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