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OZETCE
Bu bildiride, Symplectic Zamanda Sonlu Farklar
Teknigi (Symplectic FDTD) yonteminin

performansini iyimserlestiren yeni bir tasarim ortaya
konulmaktadir.  Symplectic FDTD  yonteminde
kararlilik sinir1 ve sayisal sagilma, ¢ islevi tarafindan
kararlastirilir. £ biiyiime oranini etkileyen bir islevdir.
Biiyiime oraninin mutlak degerinin bire esit veya
birden kiiciik olabilmesi i¢in, ¢ islevinin de mutlak
degerinin bire esit veya birden kiiciik olmasi gerekir.
Bu bildiride, ¢ islevi bir birinci tiir Chebyshev ¢ok
terimlisi oldugu zaman, kararlilik sinirt ile istel isleg
katsay1 miktarinin dogru orantili oldugu ispat ediliyor.
Boylece iistel igle¢ katsay1 adeti artirilarak kararlilik
smir1 istenilen miktarda artirilabilir. Ug boyutlu ve
dordiincli mertebe uzay ayiriklastirmast igin, 2 istel
islecli tasarimin ( FDTD(2,4) ) kararlilik sinir1 0.4948
dir, 10 fstel islecli tasarimin kararlilik sinir1 ise bu
saymm 5 kati olan 2.4743°diir. Ayn1 Chebishev
cokterimlisini olusturabilmek i¢in birden fazla iistel
islec katsayilar1 kiimesi mevcuttur. Ustel islec sayis1
¢ift oldugu zaman, ¢6ziim kiimelerinden bir tanesinde
katsayilar birbirlerine esittir. Ayn1 uzay ve zaman
artirmmi ve isle¢ sayist icin, yeni tasarimin sayisal
sacilimi daha Once yayinlanmis Symplectic FDTD
tasariminin sayisal sagilimidan daha distiktiir.

1. GIRIS
FDTD yontemi elektromanyetik  problemlerin
¢oziimiinde yaygin olarak  kullanilmaktadir[1].

Alisilagelmis Yee algoritmasinda, uzay ve zaman
ayriklagtirilmast igin ikinci mertebe sonlu farki
kullanilmaktadir, bundan dolay1 sayisal sa¢ilma uzay
artirimi biiyiik oldugu hallerde kabul edilemiyecek bir
hataya doniismektedir. Eger daha diisiik bir uzay
aritirrmina gidilirse sayisal sagilma istenilen seviyeye
diistiriilebilir, bu durum hesaplama domeni boyutunun
ve merkezi islem birimi (CPU) zamaninin kabul
edilmez bir sekilde artmasina neden olur.

Yiksek mertebeli FDTD tasarimlari[2,3], FDTD
yontemindeki sayisal sacgilmayr dislirmek i¢in
gelistirilmistir. Bu, daha biiylik uzay artirimimin
kullanilmasimi miimkiin kilarken, hesaplama domeni
boyutunun kii¢iilmesine sebeb olmaktadir. Bu 6zellik
yiiksek bilisimsel zamanin ve yiiksek bilgisayar

belleginin gereksinimini digiiriir. Kaynak [4]’de
Symplectic FDTD isimli yeni bir tasarim
gelistirilmistir. Bu tasarimda uzay ayrisimi igin

alisilagelmis dordiincli mertebe sonlu farki ve zaman
ayrisimi igin ise dordiincii mertebe Sympletic integral
alict yaydirict (symplectic integrator propagator)
kullanilmistir. Sayisal bir tasarimin kararl olabilmesi
i¢in bilylime oraninin mutlak degerinin de bire esit
veya birden kiigiik olmasi gerekir. £ bilylime oranini
etkileyen bir iglevdir, bu bildiride ¢ islevi bir birinci
tir Chebyshev ¢okterimlisi haline doniistiiriilerek
yiiksek kararlilik smir1 elde edilmektedir. Elde edilen
kararlilik sinir1 daha 6nce yaymlamis [4] Symplectic
FDTD tasarimindan ¢ok daha yiiksekdir. Bu tasarim

ayrica daha distik sayisal sagilim  hatasi
saglamaktadir.

2. CHEBYSHEV  COKTERIMLISI
KULLANILARAK USTEL ISLEC

KATSAYILARININ BULUNMASI

Maxwell denklemleri homojen, kayipsiz ve kaynaksiz
bir ortamda

%U(f)Z(A+B)U(I) (1)

seklinde ifade edilebilir. Burada U(f)=( H, H, H. E.
E, E. )" matrisini gostermektedir, H., H, ve H.
manyetik alan bilesenlerini; £,, E,, ve E. ise elektrik
alan bilesenlerini ifade etmektedir. 4 ve B asagidaki
tiirevsel isle¢ matrisleridir,



Burada {0} bir 3x3 sifir matrisi, R ise 3x3 ii¢ boyutlu
(3-D) rotasyonel islec matrisdir. & ortamin
permittivitisini ve p ise ortamin permeabilitisini
belirtmektedir. 4 ve B birbirleri ile commute (
kisacast AB#=BA) etmezler ve ayrica A’=A’=...=0, ve
B*=B’=...=0 dir[4].

Denklem (1) birinci derece dogrusal bir tiirevsel
denklemler sistemini gdstermektedir, bu sistemin
¢Ozumii,

U(t+At) = U(r) 3)

dir, At zaman artirmmini gostermektedir. Denklem
(3)’deki iistel isleg, Taylor agilimi ve bununla birlikte
A ve B’nin yukarda bahsedilen Ozellikleri de
kullanilarak asagidaki bicimde yazilabilir,

Af?

QM(A+B) _ I[+At(A+B)+——(AB+BA)+... (4)
2!

Bir baska acilim ise iistel islecin ayristirilmasindan
elde edilebilir[4]. Bu acihm e ve %%
carpimlarindan olugsmaktadir. Kisacasi,

At(A+B
Q(A+E)

~

s

(1+c,atd)(1+d,aB)+0((ar)™)

1

bS]
Il

)

seklinde ifade edilebilir. Burada c, ve d, belirlenmesi
gereken katsayilari, m yaydiricinin agama sayisini, ve
n ise yaklagim mertebesini ifade etmektedir. Herhangi
bir asama i¢in Denklem (4) ve (5)’deki At teriminin
katsayilari esitlendiginde en temel kosul olan

cl+cz+c3+...+cp=1 (6)
d+d,+d;+..+d, =1 (7N

elde edilmektedir. Tasarimin kararli olabilmesi i¢in
bliyime oraninin her zaman bire esit veya birden
kiiciik olmasi gerekmektedir. Symplectic FDTD’nin
biiyiime orani asagidaki gibi ifade edilebilir[4],

-1 (8)

g, = )y

1<i1<j1<i2< j2<.. <ip< jp<m

2

1<il<j1<i2< j2<..<ip< jp<m

cndﬂc,. d...c.d

272 Fip™ jp
(10)
d. c.

ip~jp

d,cydsc ..

i1~ j1

M, 1y, ve n.in ifadeleri [4]’de verilmektedir, v ise
ortam i¢indeki 151k hizin1 belirtmektedir.

Kolaylikla gosterilebilir ki; | |<1 oldugu zaman, |¢f=1
dir. |{ |<1 kosulu tasarimin kararli olmasini ve ayrica
bliylime orani bire esit oldugundan dolay1 tasarimin
yitirgen olmamasini saglar.

Kararlihk smnirmmn elde edilebilmesi i¢in 7,, 7,, ve
7.’in en yiiksek degerleri Denklem (9)’daki yerlerine
konmalidir ( bu durumda ¢,=¢ ) . Daha yiiksek
kararlilik smirt elde edilebilmesi i¢in ¢ islevinin
katsayilar1 |{ |<1 bolgesinin en genis halini alacak
sekilde belirlenmelidir.

Ug boyutlu dérdiincii mertebe uzay yaklasimi ile

birlikte uzay artirimlari  igin  Ax=Ay=Az=A
kullanildiginda,
=1+ ( ) z g » qs (11)

dir. s (s=vA#/A) kararhilik faktoriinii, g ise 7,Ax, 17,Ap,
ve 1n,Az’in en yiksek degerlerini belirtmektedir.
Dérdiincii mertebe uzay ayiriklagtirmast ic¢in ¢’niin
degeri 7/3°dir. Yapilan c¢aligmalar, en yiiksek
kararlilik smirinin £ islevinin katsayilarinin birinci tiir
Chebyshev ¢okterimlisinin katsayilarina esit oldugu
zaman elde edildigini géstermektedir.
Chebyshev  ¢okterimlisi  asagidaki
edilmektedir,

T (x)= 2"]ﬁ{x - co{@}} (12)

k=1

gibi  ifade

Bu cokterimli |x|<I iken Tj(x)=cos{ncos™(x)}’dir ve
[x|>1 iken Tj(x)=cosh{ncosh™(x)}’dir, bundan dolay:
|x|<1 bolgesinde |7T,(x)|<1°dir ve |x[>1 bdlgesinde
|T,,(x)|> 1"dir.

gp degerlerini ve kararlilik sinirini elde etmek igin,
ayn1 mertebedeki ¢, islevi ile T,,(x) ¢okterimlisi #’nin
cift katlart (n=2,4,..) igin, x=t,s kullanilinarak,

birbirlerine denklestirilirler. Burada #, belirlenmesi
gereken gercek  bir doniisiim  katsayisini
gostermektedir.

Her bir cift tstel islecli tasarima denk bir iistel isleg
daha fazla bir tek tistel isle¢li tasarim vardir. Ancak



islem sayisi daha az oldugundan ¢ift iistel islecli
tasarimlar tercih edilmistir.

Tasarmm bir &rnekle daha iyi agiklanabilir. Ug boyutlu
(3-D) 4 veya 5 dstel islecli bir tasarim ig¢in &,
dordiincii mertebe bir islevdir:

¢, =1-(3/2) g (g5) +(3°/2) g, (as)" (13)

Buna karsilik gelen Chebyshev c¢okterimlisi (n=4)
sOyledir,

T, (t,s) =1-8(t,s)" +8(z,s)’ (14)
Denklem (6) ve (7)’den faydalanarak cj+c; =1 ve
di+d, =1 dir, g ise Denklem (10)’daki tanimindan
dolay1 her zaman g,=(c|+c3)(d1+d;)=1 dir. Denklem
(13) ve (14)’deki sin katsayilar1  birbirlerine
esitlendiginde,

t,=(V3/4)q (15)

olur, ve s”iin katsayilar1 birbirlerine esitlendiginde
ise, g,=1/16 olarak bulunur.

|T,(x)|<1 oldugu bolgede x’in en yiiksek degeri
|x|=1"dir, bundan dolay1 s’in en yiiksek degeri, baska
bir deyisle tasarimin kararlilikk siir1  (CLF)
Smax=1/14=0.9897"dir. Daha yiiksek mertebelerdeki ¢
islevleri igin s,,, aynt sekilde bulunabilir. n istel
islecli tasarim igin ¢ift mertebeli Chebyshev
cokterimlisindeki x> teriminin katsayisi 2*(}1/2)2
oldugundan, genel olarak doniisiim katsayisi,

t,=(v3/n)q (16)

ve kararlilik sinir1,
Sy =1/, En/(\/gq) (17)
seklinde olur. Herhangi bir mertebedeki ¢, ile
T,(x)’nin s4, sé, sS, katsayilar1  birbirlerine

denklestirilmesi ile g», g3, g4, ... degerleri yukardaki
ornekte oldugu gibi bulunabilir.

Ustel isleg katsayilart Denklem (10), (6) ve (7)
kullanilinarak bulunabilir. Herhangi bir ¢okterimliyi
elde etmek i¢in birden fazla ¢oziim kiimesi bulmak
miimkiindiir. Tasarimin kararlilik sinir1 ve sayisal
sacilimi tamamen ¢ islevine bagli oldugundan,
tasarimin performans: g, degerleri ile 7,, 7,, ve 7.’in
ifadelerine baglidir.

3. TASARIMIN PERFORMANSI

Tasarimin performansini incelemek igin 4 agamali 8
iistel iglegli bir tasarim secilmis ve bu tasarimin
performanst [4]’deki 5 asamali 9 iistel islecli tasarim
ile karsilagtirnilmistir. 8 {istel islecli bir tasarimda
belirlenmesi gereken 8§ katsay1r mevcuttur, bunlar { ¢,
dl, C, dz, c3, d3, C4, d4 } diir.

Ug boyutlu 8 iistel islegli bir tasarim igin &, sekizici
mertebe bir islevdir, bundan dolayr bu islevin
icerisinde belirlenmesi gereken g,, g;, g4 katsayilari
bulunmaktadir, burada yine g;=1’dir. Buna karsilik
gelen Chebyshev c¢okterimlisi ise Tg(fgs) dir, burada
n=_8 dir.

n ve g’'niin degerleri Denklem (16)’daki yerlerine
konuldugunda, tasarim doniisiim katsayist bulunur,
daha sonra Denklem (17)’den faydalanarak kararlilik
st elde  edilir.  Dordiincii  mertebe  uzay
ayriklagtirilmast i¢in bu tasarimin kararlilik siirt
Sman=1.97948"dir. [4]’deki 5 asamali 9 istel islegli
tasarimin kararlilik sinir1 ise 0.743 diir.

22, g3, & katsayilant ¢, ve Tg(#gs)’in her bir terimi
birbirine esilenerek bulunabilir. Bu degerler g,=5/64,
g3=1/512, ve g,=1/65536 dir.

Denklem (10)’dan da goriilecegi gibi g, 23, g4
katsayilar1  {istel islec katsayilarma bagimlidir,
dolayisiyla saglanmasi gereken 3 denkem mevcuttur,
diger saglanmasi gereken Denklemler ise (6) ve (7)
dir. Toplam denklem sayist 5 dir, fakat bilinmeyen
katsay1 adeti ise 8 dir. Eger katsayilar simetrik hale
doniistiiriilirse { c=ds, di=c4, cy=d3, dry=c3 } olur, ve
bilinmeyen katsay1 adeti 4’e, Oteki taraftan Denklem
(6) ise Denklem (7)’ye esitlendiginden denklem
sayisida 4’e diiser. Bu denklemler sdyledir:

¢ +e,+d,+d, =1 (18)

2¢,d,c, (c1 +c,+ d2)+
5
g, =1d,(2¢cd, +cd, +c,d,) (¢, +¢,) = (19)
+2¢,d,d, (d, +dy)+d; (¢ +¢3)

cha’lczdz2 (c1 —i—cz)—i—clzdlzc2 1 20)
g = =—
: (c,+d,)+d}d,c, (cf +czd2) 512
g =i} +cid} = e
65536

Bu denklemleri saglayan birden fazla ¢oziim kiimesi
bulunabilir; eger katsayilarin tamami gergek bir say1
ve ayrica bire esit veya kiiglik ise bunlarin hangisinin



kullanilacagi 6nemli degildir. Yukaridaki 4 denklem
MAPLE 7 programi kullanilarak ¢oziilmiistiir ve tiim
elemanlar1 gercek sayi olan 23 ¢6ziim kiimesi elde
edilmistir. Bu kiimelerden bir tanesinde katsayilarin
timi 1/4°e esittir.

Sayisal sacilmayr bulmak igin cos(2mfAf) Denklem
(9)’a esitlenmistir[4], f dalga frekansini belirtmektedir.

Sekil 1 ve Sekil 2, {i¢ boyutlu diiz dalga yayilimi
kullanilarak 4 asamali 8 iistel islecli ile 5 asamali 9
iistel islecli[4] Symplectic FDTD tasarimlari igin elde
edilen sayisal sagilim performansini gostermektedir.
Burada sayisal sa¢ilim

360((k/%)-1)

(22)

derece olarak tanimlanmistir. & dalga sayisimi k ise
sayisal dalga sayisini1 gostermektedir.

4.5

40

a5l —— 9 Ustel isleg [4]
...... 8 Ustel isleg

30F

25}

Sayisal Sagilmal/derece

05 " " " " " " " " "
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 020 0.22

Nh

Sekil 1 Sayisal sagilimin A/A’ya gore degisimi
(6=90°, $=0°, s=0.74)

4.5

a0k —— 9 Ustel Isleg [4]
~~~~~~ 8 Ustel isleg

35}
o
25}

20}

Sayisal Sagilmal/derece

05}

0.0

¢ acisi
Sekil 2 Sayisal sagilimin ¢ agisina gore degisimi
(A=M/5, 6=90°, s=0.74).

0 ve ¢ kiiresel koordinat sistemindeki agilari, A ise
dalga boyunu gostermektedir.

Bu sekilerden goriilecegi gibi bu bildiride sunulan
tasarim yiiksek kararlilik sinirina ek olarak daha diisiik
sayisal sagilim saglamaktadir.

4. SONUC
Symplectic FDTD tasariminda bulunan {istel tiirevsel
isleclerin katsayilarinin bulunmasinda yeni bir yontem
ortaya konmustur. Ustel isle¢ katsayilarinin bulunmasi
icin gereken denklemler biiylime oranini etkileyen bir
islevin icerisindeki katsayilarin denklemlerinden
faydalanilmistir.  Bu islevin igerisindeki katsayilar
Chebyshev ¢okterimlisi kullanilarak bulunmustur.
Chebyshev ¢okterimlisi kullanilarak elde edilen
tasarimlarda kararlilik smirnimn istel isle¢ sayisiyla
dogru orantili oldugu gosterilmistir. Bu kararlilik
sinir1  daha Once yaymnlanmig Symplectic FDTD
tasariminin  Kararlilik smirinin  oldukga {izerindedir.
Ayrica elde edilen yeni tasarimin sayisal sagilimi da
daha diisiiktiir. Ustel isle¢ sayisi diisiiriildiigii takdirde
islem sayis1 azalacagindan merkezi islem birimi
(CPU) zamani da azalir. Sayisal modellemesi yapilan
elektromanyetik problemin o6zelliklerine gore iistel
isleg sayisi istenilen sekilde segilebilir.
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