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ABSTRACT

In this work a basic inverse heat conduction problem
of a simple 2-D model with steady state heat source is
taken into view. The physical problem is for a square
region with uniform thermophysical properties and a
point heat source of unit magnitude. To obtain
boundary data , temperature probes are placed at the
midpoints of the sides of the square domain. The
objective of the inverse problem is to estimate the
coordinates of the point source with the least amount
of data. Initially, the inverse problem is analyzed to
determine the main causes that render the problem ill
conditioned. As for the solution, among the methods
that has been tried so far, the best results are obtained
from a backpropagating ANN with four-probe data.
When white Gaussian noise is added to the
measurements, no catastrophic failure has been
observed.

1. GIRIS
Is1 denklemi, kolay anlagilabilecek basit bir fiziksel

modele dayali olmast ve ¢ozliimleri icin genel
yontemler gelistirilmis olmast nedeniyle,
matematiksel  fizik ders  kitaplarmin  temel

konularindan birisini olusturur. Ancak, ters sifatiyla
nitelendirilen 1s1 problemlerinin ¢6ziimii, dogrudan
problemlerin ¢6ziimiiniin tam tersine, oldukc¢a
karmasik ve beklenmeyen kotii siirprizlerle doludur.
Dogrudan 1s1 gegisi probleminde, nedenler verilerek
sonu¢ saptanmakta; ancak ters 1s1 gecisi probleminde
sonug¢ verilerek, neden veya nedenlere ulasiimaya
calistlmaktadir. Son  yillarda, ters 1s1  gecisi
problemlerinin teorisine ve uygulamasina bilimin ve
miihendisligin her dalindan ilgi artmistir. Makine,
uzay, kimya ve niikleer enerji alaninda calisanlar,

matematikgiler, astrofizikgiler ve istatistikgiler , kendi
uygulama alanlar1 agisindan bu tiir problemi ele
alarak, yakindan ilgilenmektedirler

Bir problemin ¢6ziimii yakinsamayan bir seri ile ifade
ediliyorsa veya birden fazla ¢oziimii varsa, koti
kurulmus veya ifade edilmis problem olarak kabul

edilir. Matematiksel olarak; standart 1s1 iletim
problemleri iyi ifade edilmis iken, ters 1s1 gegisi
problemleri koti ifade edilmis olarak

isimlendirilebilirler. Iyi ifade edilmis problemlerin
Hadamard tarafindan belirtilen su ii¢c 6zeligi saglamast
gerekmektedir. En az bir ¢6ziim olmalidir, ¢6ziim tek
olmalidir, giris verilerindeki kiigiik degisimler
karsisinda ¢6ziim kararli olmalidir [1, 2].

Birgok fiziksel sistemin davranigi matematiksel olarak
iyi kurulmus problemler olarak modellenebilir.
Ciinkii, bu tir fiziksel sistemlerin belirli ortak
karakteristikleri vardir;uzaysal-yerel alcak geciren
filtreleme 6zelligi listenin en {istiinde yer alir [3]. Bu
gdzlemin sonucu olarak hemen sdylenebilir ki, ilgili
ters problemler yiiksek gegiren filtreler icerir. Bunlar
temel olarak, dlgiilen giris verilerinin yiiksek frekanslt
giiriilti bilesenlerini giiclendirme egilimindedirler, bu
da, alisik olunan duruma tamamiyla zittir. Bu durumu
sOyle Ozetleyebiliriz;, en Onemli zorluk, ters
problemlerin 6l¢iim hatalarina oldukg¢a fazla duyarli
olmasindan kaynaklanmaktadir, bu da dogal olarak
¢Ozlimii kararsizhiga gotiirmektedir. Ters problemlerin
bir diger sorunu da sudur, dogrudan problemin
¢Oziimiiniin  karsiliginda olusan durumda, giris
uzayindaki bir¢ok farkli nokta ¢ikis uzayindaki ayni
noktaya karsilik gelebilir, bu da iyi kurulmus problem
olmanin tek ¢dziime sahip olmasi ilkesini en azindan
yerel olarak bozar [4].



2. FIZIKSEL PROBLEM

Ele aldigimiz problem, c¢alistigmmiz birim kare
bolgesinde homojen termofiziksel 6zelliklere sahiptir.
Bolgemizin c¢evresine igiincli tiir homojen smir
kosullar1 uygulanmistir. Nokta kaynagimiz karenin
icinde herhangi bir yerde bulunmaktadir. Sicaklik
Olgerler, karenin gevresinin dort kenarinin tam orta
noktalarma Sekil 1°de goriildiigii gibi yerlestirilmistir.
Bu problemin ¢6ziimii i¢in Poisson denklemi yazilir:

kV2T =—p(x,y), 0<x<1,0<y<1 (2.1)

Nokta kaynak:

px,y) k=6(x=x,) 6(y—y,). (2.2)

Smir kosullar

By a 7(0,y), 0<y<l (2.3.a)
0x |,

g, Ll —_ra,y),  O<y<l (2.3.b)
Ox x=1

ﬁsé—T (x,0) 0<x<l (2.3.¢)
Oy =0

By ar T(x,7)) 0<x<l1 (2.3.d)
oy el

p’,:%, i=EW,N,S (2.4)

Burada, T'(x, y) ,yerel sicaklik, k&, ortamin 1s1 iletim

katsayisi, A& ,s1 tasmim Kkatsayisi, L(=1), kare
bdlgenin bir kenarinin uzunlugudur.

Diiz problemin ¢6ziimii su sekilde verilmektedir.

7(x, ) = [ [ Gl ys, ) p, vy v 2.5)

Diger taraftan bir boyutlu problemde oldugu gibi,
Green Fonksiyonu iki boyutlu 6zfonksiyonlar ile bir
seriye acilabilir[2].
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Sekil 1: Is1 gecisi probleminin uygulandigi bolge ve
siiry; 7; sinirdaki  sicaklik  Olglimlerini  temsil
etmektedir.
Coziimii  istenen ters problem su  sekilde
tanimlanmigtir. Verilen nokta kaynak
koordinatlar1 X = {x,,y,}€ R 2 [0,1]* igin smnir

sicaklik dlgiimleri 7 = {T;,Ty} € T 2 hesaplanabilir.
Dogrudan 1s1 gegisi problemi (DIGP) esleme olarak
tanimlanabilir: (DIGP): (X > T | Xy, Yo €[0,1])
seklindedir ve bire-bir degildir. Sekil 2-a’ da daha
sonra YSA egitiminde kullanilmak iizere gelisigiizel
secilen kaynak koordinatlar1 goriilmektedir. Sekil 2-b
bu koordinatlara karsilik gelen (7,7, ) sicaklik

degerlerini gostermektedir. Kare seklindeki alan asirt
derecede deforme olmaktadir. Bu dogrusal olmayan
eslesme esnasinda bir miktar bilgi de kaybolmaktadir.
Bu problemin {istesinden gelmek igin, 6l¢iilen sicaklik
verileri sayisinin ikiden dorde g¢ikarilmasi uygun
olmaktadir.

3.COZUM

Problemi yapay sinir aglar1 yontemi ile ¢ézerken, gizli
katmanda hiperbolik tanjant ve ¢ikis katmaninda tek
kutuplu sigmoid (lojistik) fonksiyonlari, aktivasyon
fonksiyonlar1 olarak kullanilmistir. Egitim ve test
amaghi  rastgele iretilen 2000’lik veri seti
kullantlmistir. Bu set, Sekil 2.a’da gosterildigi gibi,
rastgele segilen koordinatlarla iiretilen verilerdir. Bu
setin birinci yarist egitim i¢in, diger yarisi ise aninda
degerlendirme testi i¢in kullanmilmustir. Egitim,
O0grenmenin bittigi ve ezberlemenin basladigr anda
kesilmistir. Yapay sinir aglari, R * [0,1]« T ?
seklindeki ters eslemeyi 6grenmede basarisiz oldugu
[0,1] <= T * seklindeki esleme iizerinde

durulmustur. Bu is i¢in konfigiirasyonu 4x10x2 olan
bir YSA, geriye yayma yoOntemiyle egitilmistir.
Doyuma ulasan diigiimler hata sinyalinin geriye
yayilmasint Onledikleri i¢in 6grenme durur (paraliz
olay1). Bu durumu 6nlemek igin, tiirevin sifira yakin
oldugu diigiimlerde, tiireve kiigiik pozitif deger ilave

i¢in, R



edilir. Egitim siiresince yakinsamada olabilecek
salimimmlar1  sondiirmek i¢in  momentum yOntemi
kullanilmustr.
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Sekil 2.a) Kare bolge iizerinde nokta kaynagin
koordinatlarinin gelisigiizel se¢imi.
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Sekil 2.b) T ? uzayinda Sekil 2-a’daki nokta
kaynaklara karsilik 6lgiilen sicaklik degerleri.

YSA’na giris olarak dort adet sicaklik 6l¢iim degerleri
ve cikista hedef deger olarak nokta kaynaga ait
koordinat degerleri uygulanmistir. Egitim i¢in 75000
devir (1 devir=1000 iterasyon) gerekmistir. Sonuglarin
giiriiltiye kars1 dayanikliligini gérmek igin giris
%5 ,%10ve %20 oraninda beyaz

giiriilti katilmistir [5].

verilerine

Sekil 3’teki grafiklerden goriilebilecegi gibi, sonuglar
giiriiltii seviyesi ile orantili olarak bozulmaktadir.

x, gergek deger

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x, kestirilen deger

Sekil 3-a) Hata igcermeyen verilerle egitilen
YSA’larinin, ayni tip verilerle degerlendirilmesi.
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Sekil 3-b) Hata icermeyen verilerle
YSA’larinm, (0 =%5) hata iceren
degerlendirilmesi.
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Sekil 3-¢) Hata igermeyen verilerle
YSA’larimm, (o =%10) hata igeren
degerlendirilmesi.

egitilen
verilerle
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Sekil

3-d) Hata
YSA’larinm, (o =%20) hata igeren
degerlendirilmesi.

icermeyen verilerle egitilen

verilerle
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Sekil 3-¢) (0 = %5) hata igeren verilerle egitilen
YSA’larinin, ayni tip verilerle test edilmesi sonucunda
elde edilen netice.
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Sekil 3-f) (0 = %10) hata igeren verilerle egitilen
YSA’larinin, ayni tip verilerle test edilmesi sonucunda
elde edilen netice.
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Sekil 3-g) (0 = %10) hata igeren verilerle egitilen

YSA’larinin, hata icermeyen verilerle test edilmesi
sonucunda elde edilen netice.
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Sekil 3-h) (0 = %10) hata iceren verilerle egitilen

YSA’larinin, (o = %35) hata igeren verilerle test
edilmesi sonucunda elde edilen netice.

Tablo 1’de , egitilmis YSA’ larmin Olcim
giiriiltisiine karsi hesaplanan o (varyans) degerleri
goriilmektedir. Tablo 2’de de, %10 hata sinirlart
icinde kabul edilebilir basar1 yiizdeleri gortiilmektedir.



Tablo 1. Egitilmis YSA’nin 6l¢iim giiriiltiistine kars1
toleransi

Test verilerine katilan giiriiltii, o

2 0% | 5% | 10% | 20%
g =
5 ’;5,3 0% [0.0223| 0.0333 | 0.0627|0.1300
>
E S
£ 5% 0.0302
2P

10% | 0.0250 | 0.0345 | 0.0611

Tablo 2. |Ax|,|A y| =0.1 kabul edilebilir hata sinirlar
i¢cinde basar yiizdeleri

Test verilerine katilan giiriiltii, o

0% 5% 10% | 20%

0% 99 99 89 55

5% 99

Egitim verilerine
katilan giiriiltii

10% 99 99 89

4. YORUM VE TARTISMA

Yapilan ¢aligmanin sonuglari i¢in sunlar sdylenebilir.
Ters esleme tek degilse YSA oOgrenemez. Sinir
verilerinin sayis1 arttirildiginda, YSA’ larindan ters
problemi 6grenmesi beklenebilir. Baslangigta, YSA
hatasiz verilerle egitildi ve test edildi. Bunun amaci
YSA’ larinin neler yapabilecegini gormekti. Green
fonksiyonlar1 yardimu ile bir seri seklinde ifade edilen
¢oziim, kenarlarda 1iyi yakinsamamaktadir. Bu
nedenle, grafiklerin koselerine gidildikge,
dogrusalliktan sapma gozlenmektedir. Girig verilerine
eklenen giiriiltii miktariyla orantili olarak sacilmalarda
artis gorlilmektedir. Egitimin giiriiltili  verilerle
yapilmasinin, giiriiltisiiz verilerle yapilmasina kiyasla
biraz daha iyi sonuglar verdigi goézlemlenmektedir.
Egitim giriltilii verilerle yapilinca, YSA lokal
minimuma takilmaz, ve global minimumu daha kolay
yakalar ve hata yiizeyi daha diizgiin olur [6]. Ayrica
egitim sirasinda giris verileriyle beraber ¢ikista
uygulanan talep verilerine de giiriiltii ilavesinin
ezberlemeyi veya asirt Ogrenmeyi Onledigi
bilinmektedir.

5. SONUC

Oldukga basit ve dogrusal bir ters 1s1 gecisi problemi
ele alindi ve problemin ¢esitli ¢oziimleri incelendi.
Omnek olarak secilen iki boyutlu siirekli rejim 1s1
gecisi problemi, i¢cinde noktasal 1s1 kaynagi bulunan
tiniform bir kareden olusmaktadir. Karenin kenarlarina
II. tip sinir kosullart uygulanmistir. Dogrudan 1s1
gecisi problemimiz Poisson denklemi ile ifade edilir.
Ters 1s1 gegisi probleminde ise amacimiz, karenin dort
kenarinda bulunan sicaklik Slgerler yardimiyla elde
edilen sicaklik degerlerini kullanarak, karenin iginde
bulunan 1s1 kaynaginin konumunun tespit edilmesidir.
Eger olciim degerlerimiz milkemmel olsaydi, ters
problemin ¢6ziimii ilging olmayacakti.  Rastgele
6l¢lim hatalarinin daima var oldugu kabul edilerek,
6l¢tim verilerine bir miktar giiriilti ekleyerek ulasilan
sonuglarin  ne sekilde bir degisime ugradigi
gozlemlenmeye c¢alisildi. Coziim i¢in  denenen
metodlar iginde en iyi sonug yapay sinir aglari ile elde
edildi; kendinden organize olan haritalama
yonteminde ise, topoloji korunmadig1 igin istenilen
sonuglara ulasilamadi .
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