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ABSTRACT

Dendrites along which the synaptic information is
conveyed are the largest component of a neuron in
surface area. A typical dendrite tree receives
approximately ten thousand synaptic inputs.
Activating these inputs, a local conductance change
occurs at the postsynaptic membrane. Therefore a
local change in membrane potential which spreads
along the dendritic branches is generated. In this
context, cable theory for dendritic neurons addresses
current flow in a continuous passive dendritic tree.
This paper attempts to briefly summarize the cable
theory related to passive cables and dendrites which is
a useful approximation and an important reference for
excitable cases.

1. GIRiS

Dendritler ndronlarin yiizey alani olarak en biiyiik
bilesenleridir.  Sinaptik  bilgi  dendrit agacinda
tasinmakta ve islenmektedir. Tipik bir dendrit agaci,
dendrit yilizeyi boyunca dagilmis yaklasik 10.000
sinaptik girdi almaktadir [1]. Sinaptik girdiler aktif
olduklarinda, postsinaptik membranda belirli iyon
tirleri i¢in lokal iletkenlik degisimine neden olmakta,
bu da postsinaptik membranda iyonik akim
iretmektedir. Sonug olarak membran potansiyelinde
lokal bir degisim iiretilmekte ve bu degisim dendrit
dallart boyunca yayilmaktadir. Bu baglamda dendrit
agaci iizerinde dagilmis olan sinaptik girdilerin zaman
ve uzayda birbirleri ile nasil etkilestikler bilgisi,
noronun giris-¢ikis Ozelliklerini belirlemede biiyiik
6nem arz etmektedir.

Cesitli  bolgelerinden farklt zamanlarda sinaptik
girdiler alan dendrit agaglarinda elektrik akiminin
akigini ve gerilimin yayilmasini tanimlayan kablo
teoremi  Rall tarafindan  geligtirilmigtir  [2-4].
Noronlarin ~ bir-boyutlu  kablo  teoremi, kismi
diferansiyel denklemleri kullanarak pasif, siirekli bir
dendrit agacindaki akim akigini tanimlamaktadir. Bu
denklemler, esdeger silindir olarak ideallestirilmis
dendrit agaglarina akim girdileri i¢in ileri yonli
analitik ¢oziimlere sahiptir [5-7]. Keyfi olarak
dallanmis bir yapiya sahip pasif dendrit agaclarinda,
keyfi bir akim enjeksiyonuna cevap olarak iiretilen

gerilimi rekiirsif olarak hesaplamak olast olmaktadir
[8-10]. Son zamanlarda aktif iyon kanallarina sahip,
dallanmig ndronal agaglarda membran gerilimi
degisimlerinin esdeger kablo modeli gelistirilmigtir
[11]. Ancak bu algoritmalar, model, iletkenlik
degisimleri ile iiretilen sinaptik akimlar tarafindan
etkilendiginde olduk¢a karmasik olmaktadir [12-13].
Membran  Ozellikleri  gerilime-bagli  oldugunda
dogrusal kablo teoremini kullanan analitik yaklasim
artik gecerli olmamakta; bu karmasik modeller
bélmeli modelleme ile ¢oziilmektedir [14]. Uzaysal
olarak dagilmus bir ndronu, birlesik yeterince kiigiik
bolmeler setine indirgemeye esdeger olan ve
matematiksel olarak, dogrusal olmayan kablo
denklemine bir sonlu-farklar yaklagikligi olan bolmeli
modellemenin kablo teoremini tamamlayacak sekilde
ilk 6rnegi Rall tarafindan saglanmigtir [15].

Bu ¢alismada, kablo teoreminde kullanilan kavramlar
ve yapilan varsayimlar ele alinmakta, kablo
denkleminin  elde  edilmesi  ayrintili  olarak
verilmektedir. Daha sonra, farkli sinir kosullar1 altinda
kablo denkleminin stirekli-hal ¢Oziimleri
incelenmekte, giris iletkenlikleri ve giris direncleri
elde edilmektedir.

2. KABLO TEOREMININ GENEL
OZELLIKLERI

Noron aksonlar1 ve dendritler klasik kablo teoreminde

silindir sekilli olarak modellenmektedir. Hiicre i¢i

sitoplazmik 0z, silindirin 0z iletkenini

olusturmaktadir. Silindir, hiicre i¢i sitoplazmik 6zii
hiicre dis1 sividan ayiran bir membranla sarilmaktadir.
Kisa silindir uzunluklari igin, 6z iletken igindeki akim
silindir eksenine paralel akma egilimi gosterdigi i¢in
klasik kablo teoremi, sadece silindir paralel
eksenini(yani x-eksenini) dikkate almakta, ve silindir
boyunca gerilimi, (X, t)’nin fonksiyonu olarak ifade
etmektedir.

Klasik kablo teoreminde, gerilimin
fonksiyonu olarak ifade eden denklemin
edilmesinde asagidaki varsayimlar yapilmaktadir:

(x,t) nin
elde



(a) Membran pasiftir, yani gerilimden bagimsiz
iyon kanallar1 icermektedir, ve diizgiindiir
(uniform).

(b) Hiicre dis1 izopotansiyeldir, yani hiicre dist
direnci ihmal edilebilirdir.

(¢) Hiicreye girdiler akimlarla saglanmaktadir.

(d) Oz iletken sabit bir ¢apraz kesite sahiptir.

Yarigap1 r, ¢apt d, ve uzunlugu 1 olan bir silindir
olarak ideallestirilen hiicreye ait, kablo denkleminde

kullanilan ~ bazi  temel  parametreler asagiya
¢ikartilmistir:
Cm : Spesifik membran kapasitesi (F/cm®)
Rm : Spesifik membran direnci (Qem®)
Ra : Spesifik aksiyal direng ((Qcm)
Cn : Membran kapasitesinin gergek degeri (F)
Rn : Membran direncinin ger¢ek degeri (Q)
R, : Aksiyal direncinin gergek degeri (Q)
Cm : Birim uzunluk basina kapasite (F/cm)
I'm : Birim uzunluk i¢in direng (Qcm)
e : Birim uzunluk basina sitoplazma direnci
(Q/cm)
: Membran uzay sabiti (cm)
Tm : Membran zaman sabiti (s)
Yukarda verilen degiskenler arasindaki iliski:
C,, =cpl = ndICy, =27EIC,y, 1)
T, R R
R == M - M 2
" ndl 27l @)
41R IR
R, =r1=Ra Ry 3)
nd? mr’
2
7\‘ = rﬂ = R_M nr LR_M = QR_M (4)
I 21 R, 2 R, 4R,
Tm = ImCm = RMCM = Rmcm (5)
seklindedir.
3. KABLO DENKLEMININ ELDE

EDILMESI

Silindir sekilli segment boyunca akim ya x-ekseni
boyunca (I;) yada membrandan (I,,) akmaktadir. X-
ekseni boyunca akan yatay akim, sitoplazmik direng r;
ile karsilagmakta, dolayisiyla bu direng bir gerilim
diisiimiine yol agmaktadir. I; akimi saga dogru, yani
x’in artan degerleri yoniinde aktigindan pozitif olarak
almmaktadir. Hiicre igi akimi ya da 6z akimu, I; , Ohm
yasasina gore,

10V _

=

; 0x

i (6)

seklinde ifade edilmektedir. Burada V, dinlenme
gerilimine gore transmembran gerilimidir, yani

V=V; -V, -E; Q)

dir. (7) denkleminde V; , V. , E, sirasiyla hiicre igi
gerilimini, hiicre dist  gerilimini ve dinlenme
potansiyelini gostermektedir. Membran akimi, I ,
paralel R-C devresinin ana kol akimi olup ya pasif
membran kanallart tizerinden (r,,), ya da kondansator
tizerinden (c,,) akmaktadir:

L=V, O ®)
I ot

Silindire disardan bir akim enjekte edilmediginde, 6z
akimin (I;) birim uzunluk basma degisimi, birim
uzunluk bagina membran akimina esit olmaktadir:

€))

(a) ve (d) varsayimlar1 birim uzunluk basina
sitoplazma direncinin, r; , bir sabit oldugu anlamina
gelmektedir.  Dolayisiyla  (6)  denklemi  (9)
denkleminde yerine kondugunda

2

| —
(3]
<

=1
m
X2

(10)

=
3

elde edilmektedir. (8) denklemi (10) denkleminde
yerine kondugunda bir-boyutlu kablo denklemi elde
edilmektedir:

an

v v Y
_+CH’1 _
T ot

10V
I; 6x2

Goriildiigii gibi (11) denklemi, ikinci-dereceden kismi
diferansiyel denklem(PDE) dir. Kablo denkleminin
membran zaman sabiti ve uzay sabitine gore ifadesini
elde etmek i¢in (11) denklemindeki sabitler (4) ve (5)
denklemlerine gore ifade edilirse

A2 9%V Vo1, 0V
- =41
r, ox> T, I, Ot
, 0%V oV

V+t,—0OA
ax> ot

2
aly) 20V o, Vg
ox?
(12)
elde edilmektedir. (12) denkleminde boyutsuz birimler
kullanilirsa

2
0 \2/ —V—a_V:()
oX oT

(13)

elde edilmektedir. Burada X=x/A ve T=t/1,, dir.



4. KABLO DENKLEMININ SUREKLI-
HAL COZUMU

Pasif diizgiin kablonun siirekli-hal ¢6ziimii, karmagik
gegici girdilere gerilim cevabini anlama agisindan
oldukca onemlidir. Yiiksek frekansta gelen sinaptik
girdiler siirekli bir akim olarak ele alinmakta; ayrica
elektrofizyolojik deneylerde, uzun siireli darbeler ve
gerilim-kenetlemelerin  analizi kismen siirekli-hal
analizine dayanmaktadir [16].

Pasif kablo denklemi siirekli-hal durumunda
(0V/0t=0)

2
d \2/ -vV=0 (14)
dx

seklinde homojen, dogrusal ve sabit katsayilara sahip
adi diferansiyel denkleme(ODE) indirgenmektedir.
(14) denkleminin ¢oziimii asagidaki ii¢ farkli formda
ifade edilebilmektedir:

VX) =A™ +Ae™ (15)

V(X) = B,cosh(X) + B,sinh(X) (16)

V(X) = C,cosh(L — X) +C,sinh(L — X) (17)

(17) denkleminde L, elektrotonik uzunluk olup

L= 1 (18)
A

olarak ifade edilmektedir. (15-17) denklemlerinden
goriildigi gibi, kablo denkleminin siirekli-hal ¢oziimii
iki keyfi sabit icermektedir. Dolayisiyla tam ¢oziim iki
siir kosulunu gerektirmektedir.

4.1. FARKLI SINIR KOSULLARI
SUREKLIi-HAL COZUMLERI

Bu kisimda pasif kablo denkleminin siirekli-hal

¢Oziimii farkli smir kosullar i¢in elde edilmekte ve

elde edilen ¢6ziim iizerinde yorumlar yapilmaktadir.

Ayrica bu sinir kosullari igin giris iletkenligi ve giris

direnci ifadeleri elde edilmektedir.

iCIN

4.1.1. YARI-SONSUZ KABLO

Yari-sonsuz kablo X=0 dan X=00’a uzanan kablo olup
X oo iken V nin smirhi kaldigi varsayilmaktadir.
Ayrica X=0 da V=V, olarak kabul edilmektedir. Bu
sinir kosullar1 igin ¢oziimi elde etmek icin (15)
denklemi kullanilacaktir. Birinci sinir kosulu altinda
A=0 dir. Ikinci smir kosulu altinda A,=V, dir. O
halde ¢6ziim:

V(X) = Ve ™ = Ve ™ (19)

seklindedir. (19) denkleminden yari-sonsuz kabloda
gerilimin mesafe ile eksponansiyel olarak zayifladigi
goriilmektedir. Gerilim mesafeyle, her A degeri igin e’
nin katlariyla azalmaktadir.

Yari-sonsuz kablo i¢in giris iletkenligi ve giris
direncinin elde edilmesinde X=0 da elektrotlarla I,
stirekli akimi saglandigi varsayilmaktadir. Bu orijin
noktasinda Iy akimi saga dogru aktigindan, 6z akima
esit olmaktadir:

IO:Ii:lB—d—VH 1wl oM

(20)
0 dx [ 10O Q=0 1A
O halde X=0 orijin noktasinda giris direnci
V, 4R R -
=t OO S0 RUR, @)
IO T[d2 4 RA
olacaktir. Giris iletkenligi ifadesi de
I 1 nd*"?
Gy =—-= = (22)
Vo 4R, [dRy 2yRyR,
nd? V4 R,

seklinde olacaktir.

4.1.2. SONLU UZUNLUKLU KABLO

Sonlu uzunluga sahip kablolar farkli sinir kosullari
icin ele alinmakta ve siirekli-hal gerilim ve giris
iletkenligi ve girig direnci ifadeleri elde edilmektedir.

4.1.2.1. X=L’DE SONLANDIRILMIS KABLO

Silindirik kablo X=L’ de sonlandirilmis uca sahiptir.
X=L’ de yatay akim akmamaktadir, yani acik devre
sonlandirma s6z konusudur. Ayrica X=0’da V=V,
oldugu kabul edilmektedir. Dolayisiyla bu kablo i¢in
sinmir  kosullart X=0 da V=V, X=L de ise
0V /0X =0 seklindedir. X=L" deki smir kosulu (17)
denkleminde C,=0 sonucunu vermektedir. Bu
durumda X=0’da ki siir kosulu C;=V/cosh(L)

sonucunu vermektedir. C; ve C, degerleri (17)
denkleminde yerine kondugunda
V(X) = Vocosh(L = X) (23)

cosh(L)

elde edilmektedir. Girig direncinin elde edilmesinde
X=0 da elektrotlarla I, siirekli akimi saglandig:
varsayilmaktadir. Bu orijin noktasinda I, akimi saga
dogru aktigindan, 6z akima esit olmaktadir:

=1, = L4V

0 dx G

i - Vv
_1HV smh(L x/k) = Y0 tann(L)
r; A  cosh(L) - LA

(24)



O halde X=0 orijin noktasinda giris direnci

rooVo_ mh 4R, [dRy 1
"™ I, tanh(L) gd®> |4 R, tanh(L) (25)
=2d7*? /R 4R , coth(L) =R, coth(L)
olacaktir.
Giris iletkenligi ifadesi de
_ I, _tanh(L) _  tanh(L)
Gp=-= -
Vo LA 4R, [dRy
nd? V4 R, (26)
43?2
= ————tanh(L) = G, tanh(L)
2,RyR .
olacaktir.

4.1.2.2. X=L’DE  DINLENME GERILIMINE
(V=0) KENETLENMIiS KABLO

Silindirik kablo X=L’ de dinlenme potansiyeline
kenetlenmistir. X=L’ de V=0 dir. (7) denkleminde
V=0 oldugu i¢in, bu sinir kogulu hiicre i¢i ve dist
arasindaki gerilim farkinin  dinlenme  degerine
kenetlendigi (yani V-V =E,) anlamma gelmekte olup
kisa-devre sinir kosulu olarak isimlendirilmektedir.
Ayrica X=0’da V=V, oldugu kabul edilmektedir.
X=L’ de V=0 smir kosulu (17) denkleminde C;=0
sonucunu vermektedir. Dolayisiyla X=0 da V=V, sinir
kosulu C,=V/sinh(L) sonucunu vermektedir. C; ve C,
degerleri (17) denkleminde yerine kondugunda

V,sinh(L - X)

Ve = sinh(L)

27

elde edilmektedir. Girig direncinin elde edilmesinde
X=0 da elektrotlarla I, siirekli akimi saglandigi
varsayilmaktadir. Bu orijin noktasinda I, akimi saga
dogru aktigindan, 6z akima esit olmaktadir:

=B

l‘i dXD‘ =0

_1 h(L-x/) \% (28)
1 HVo cos - x =—2 coth(L)
I H sinh(L) - Tt
O halde X=0 orijin noktasinda giris direnci
R Vg rh 4R, |dRy 1
" I, coth(L) gd®> |4 R, coth(L)  (29)
=2d7? /R R , tanh(L) = R , tanh(L)
olacaktir. Giris iletkenligi ifadesi asagidaki gibi

olacaktir:

I_o _ cothh(L) _ coth(L)

G.. =

m

Vo 5 4R, [d Ry
nd? \/ 4R, (30)
3/2
=————coth(L) =G ,coth(L)
2R yR .
4.1.2.3. X=L’DE A} GERILIMINE
KENETLENMIiS KABLO

Silindirik kablo X=L’de V| gerilimine kenetlenmistir.
X=L’ de V=V_ dir. Ayrica X=0’da V=V, oldugu
kabul edilmektedir. X=0’da V=V, smir kosulu (16)
denkleminde B=V, sonucunu vermektedir.
Dolayisiyla X=L’ de V=V_ simir kosulu B,=(V,-
Vocosh(L))/sinh(L) sonucunu vermektedir. B; ve B,
degerleri (16) denkleminde yerine kondugunda

(VL —V,cosh(L))sinh(X)
sinh(L)

_ Vysinh(L = X) + V| sinh(X)

- sinh(L)

_ V,[sinh(L - X) + msinh(X)]

- sinh(L)

V(X) = V,ycosh(X) +

31)

elde edilmektedir. Burada m=V/V, dir.

Giris direncinin elde edilmesinde X=0 da elektrotlarla
I stirekli akimi saglandigi varsayilmaktadir. Bu orijin
noktasinda I, akimi saga dogru aktigindan, 6z akima
esit olmaktadir:

:‘ZIB_dVH

ri dXD‘ =0

Vv v
H ——Ocosh(L —X/X)+—Lcosh(x/X)H (32)
r; O sinh(L) O
a Heo
1 0 O
=—V,coth(L) - G, coth(L) -
o Focot(L) nh(L) 0= WO )= h(L) H
O halde X=0 orijin noktasinda giris direnci
Vo 1 01 v, 0O
R. =—= +
" I, coth(L) %w I, sinh(L) E 33

Vi

O
=tanh(L)[R, +————
© g{ I,sinh(L)

a
g
g

olacaktir.




Giris iletkenligi ifadesi de

1 a O
G, =~ =G, Goth(L) - —L—p (34)
0 0 V,sinh(L)
olacaktir.

4.124. X=L’DE G, ILETKENLIGINE SAHIP
KABLO

Silindirik kablonun X=L’de Gp kagak iletkenligine
sahip oldugu varsayilmaktadir. G iletkenliginden
akan akim V(L)Gp olup 6z akima esittir. X=L’ de
V=V(L) smir kosulu (17) denkleminde C,=V(L)
sonucunu vermektedir. Kagak iletkenlikten akan
akimin 6z akima esit oldugu simir kosulu ise

1 V
——%EX - VLG,
r; Odx Og -

C C

L %—lsinh(L - X) -—% cosh(L - X)

I; A A =L

C V(L)G
=V(L)G, O )L_2 =V(L)G, O C, :L
i w

sonucunu vermektedir. C; ve C, degerleri (17)
denkleminde yerine kondugunda

V(X) =V(L)cosh(L -X) + sinh(L — X)

(35)

VLG,
G

00

0 Gy . O
= V(L) mosh(L - X) +—=sinh(L - X)]
O G O

[

elde edilmektedir. X=0’da V(0)=V, ise

O G, . O
V, = V(L)gosh(L) + —=sinh(L)[g 36)
O G O

g

dir. O halde

0 G . O
V(L) rosh(L - X)+ —sinh(L - X))
VX)) _ O G., :

Vo

O G . O
V(L) gosh(L) + —sinh(L)
O G O

[

G
cosh(L - X) + G—L sinh(L - X)

[

cosh(L) + g—L sinh(L)

cosh(L - X)[1 + ktanh(L - X)|
cosh(L)[1 +ktanh(L)]

(37

burada k=G/G. dir. Girig direncinin elde
edilmesinde X=0’da elektrotlarla I, akimi saglandigi

varsayilmaktadir. Bu orjin noktasinda I, akimi, saga
dogru aktigindan 6z akima esittir:

=1, = LAV
T n 0 dx g
H 01 G 0H
Vo O —sinh(L — X) —— cosh(L - X)[O
12 B G, =
- 0
O O
I G
O : O
0 cosh(L) + sinh(L) 0
0 © Lk

sinh(L) + G cosh(L)
Go
=V,G., G
cosh(L) + G—L sinh(L)

00

(3%)

O halde X=0 orijin noktasinda giris direnci

cosh(L) + % sinh(L)
R. = 0 = ®

S | 0 0
° G, 3inh(L) + G cosh(L)[]
0 G 0

00

1+ &tanh(L)
_ G, _ 1+ ktanh(L)
0 0 G,ltanh(L) +k
G., @anh(L)+%D franh(t) + K]
O

00

(39

dir. Giris iletkenligi, giris direncinin resiproku oldugu
icin giris iletkenligi ifadesi

tanh(L) + k

G. = -
1 + ktanh(L)

L= =g (40)
VO

olacaktir. (40) giris iletkenligi, yukarda ifadeleri elde
edilen birkag sinir kosulunu 6zel durumu olarak igeren
genel bir iletkenlik ifadesidir. Bu nedenle dendrit
agaclarinin  giris iletkenliklerinin hesaplanmasinda
yaygin bir uygulamaya sahiptir.

G1=0 olmast durumunda (40) denklemi

G,, =G,tanh(L)

ifadesine indirgenmektedir. Bu giris iletkenligi (26)
denklemiyle 0Ozdestir. Bu nedenle G;=0 kosulu,
sonlandirilmis ug sinir kosuluna karsilik gelmektedir.

G1=G olmasi durumunda (40) denklemi

1+ tanh(L) _
" “ 1+ tanh(L)

g

ifadesine indirgenmektedir. Dolayisiyla G;=G. olmasi
durumunda, X=L’ de kagak iletkenlige sahip kablonun



girig iletkenligi, yari-sonsuz uzunluktaki kablonun
girig iletkenligine esit olmaktadir.

Gp=00 olmasi durumunda (40) denklemi

1

G

(o0]

lim G, =—0O o
[oe]

lim G, =
G“—cw mn

G, o

- =G,coth(L)
——tanh(L
G (L)

o

ifadesine indirgenmektedir. Bu giris iletkenligi (40)
denklemiyle 6zdestir. Bu nedenle Gy = kosulu, X=L’
de dinlenme gerilimine kenetlenmis duruma karsilik
gelmektedir.

5. SONUC

Bu c¢aligmada, pasif kablolar ve dendritler ile ilgili
kablo teoreminde kullanilan kavramlar ve yapilan
varsayimlar ele alinmig, kablo denkleminin elde
edilmesi ayrintili olarak verilmistir. Pasif durum
kullanigh bir yaklasiklik olup uyarilabilirlik analizleri
icin 6nemli bir referans olusturmakta, ayrica dendrit
agacinin geometrisinin dnemi ve pasif biyofiziksel
ozelliklerle ilgili genel ipuglar1 saglamaktadir.
Calismada ayrica, farkli sinir kosullar1 altinda kablo
denkleminin siirekli-hal ¢ozlimleri incelenmis, giris
iletkenlik ve giris direng ifadeleri elde edilmistir.
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