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Anahtar sozciikler: Zamanla degisen sistemler, dalgacik doniisiimii

OZET

Bilindigi gibi son yirmi bes yilda dalgacik teorisindeki
hizli  gelismelerden dolayt dalgacik doniigiimiiniin
uygulamalarim  farkli  alanlarda  gormekteyiz.
Dalgaciklarin lokal olarak tamml ve orthogonal
fonksiyonlar  olmasit  zamanla  degisen  lineer
sistemlerin ¢oziimiinde uygun olarak kullanimin
saglamaktadr.

Bu bildiride zamanla degisen lineer sistemlerin
dalgacik ortaminda analizi gosterilmektedir. Sistem
davranmisini tamimlayan denklemler tiirev, integral, ve
carpim matrisleriyle algebraik olarak ifade edilerek
bu metot genellestirilmistir.Ozel ~olarak  sistem
denklerimde kullanilan tiirev, integral, ve c¢arpim
operatorleri dalgacik ortaminda matrislerle gosterimi
yapilmistir. Yapilan tiiretimlerin uygulamast ornek
tizerinde gosterilmis olup sonuglar analitik ¢oziimle
karsilastirilmistir.Ortalama  hatamin - sifira  yakinligi
gozlemlenmigtir.

1. GIRIS

Zamanla degisen sistemlerin analizi zamanla
degismeyen sistemlerin analizinden ¢ok karmagiktir.
Zamanla degisen sistemlerin analizi i¢in zaman ve
frekans ortaminda farkli metodlar bulunmaktadir [1].
Ozellikle periyodik olarak zamanla degisen
sistemlerin kalic1 ¢oziimiinii bulmak i¢in kullanilan
metodlardan birisi spektral analiz metodudur [2,3].
Spektral analiz metodu periyodik 6zelliginden dolay:
Fourier doniisiimii kullanarak sistem denklemlerini
algebraik matris-vektor iligkisine donistiirmiistiir. Bu
metodun kesikli zaman sistemlerine de
uygulanabilirligi gosterilmistir [4]. Temel olarak
spektral analiz metodunun zamanla degisen sistemlere
uygunlugu diisliniilerek dalgacik ortaminda sistem
analizi ¢oziimi diisiinilmiistiir.

Dalgacik doniigiimii son 25 yilda dikkatleri iizerine
cekerek teorik gelismelerin yanisira ¢ok farkli alanlara
uygulanmaktadir[5-7]. Dalgaciklarin temel ozelligi
lokal olarak tanimlanmasi ve orthogonal fonksiyonlar

olmasi zamanla degigen lineer sistemlerin ¢éziimiinde
uygun olarak kullanimini saglamaktadir. Genel olarak
ortogonal temel fonksiyonlarin, lineer sistemlerin
analitik ¢6ziimiinde kullanimi bilinen bir metottur.
Daha oOnceki ortogonal fonksiyonlar a<t<b
araliginda tanimli fonksiyonlar olmalarindan dolayz;

belli zaman araliginda yerel degisim gdsteren
sinyallerin analizinde bu fonksiyonlar yetersiz
kalmaktadir. Bu metotlarin temel amaci sistem

parametrelerini temel fonksiyonlarin lineer toplami
seklinde yazarak sistemin diferansiyel denklemini
cebirsel  denklemlere  doniigtiirmektir.  Sistem
analizinde dalgacik kullanimi yeni bir uygulamadir.
Durum denklemleriyle ifade edilen sistemde sadece
integral operatorii Haar dalgacigi igin tanimlanarak
lineer sistemlerin analizinde dalgaciklar kullanilmigtir

[9].

Bu bildiride zamanla lineer degisen sistemlerin
¢Oziimii igin farkli dalgaciklar kullanarak gerekli olan
tiirev, integral, ve ¢arpma ve ters alma matrisleri
tanimlanarak  genel bir metot olusturulmaya
caligilmistir. Boliim 2 de kisaca dalgacik doniisiimii,
sistem denklerinde kullanilacak tiiretimler béliim 3 te
izleyen boliimde sonug verilmektedir.

2. DALGACIK DONUSUMU
Bu bolimde waveletlerin genel 6zellikleri [1] kisaca
verilmistir.

L*(R) Hilbert uzaymin temel fonksiyonlar1 olan
dalgaciklar bir ana dalgacigm, (¢) nin daraltilip

genigletilmesi ve zamanda kaydirilmasi ile elde edilir.
Ana dalgacik Olgekleme (scale) ve kaydirma (shift)

faktoriiniin -~ Orneklenmesiyle  kesikli  dalgacik
tanimlanir.
v, (0=2"y't-k) (2.1)

Bir LR) kiimesi elemani olan fonksiyon Dalgacik
doniiglimiiyle su sekilde gosterilir:



f@O)=2 ¢, (k)2"p(2"t —k) 22)
2
Ana dalgacik fonksiyonu W(¢)ise @(t) olgek
fonksiyonundan elde edilir.
-1
(1) =2 hp(2t~F) (23)
k=0
Lol
(D) =N2) g,p(2~k) (24)
k=0
g =(=Dh_,, k=0,1,...,L-1 (25)
ve
[o@ar=1 2.6)

Dalgacik fonksiyonlari lokal tanimli fonksiyonlar
olduklari igin (2’ £ — 1) fonksiyonu sadece
k k+1

[7 ,2—1] araliginda sifirdan farklidir. Yani
k k+1
J
P27 t—-n)#0 —<i< Y, 2.7

Dalgaciklarla L*R) uzayinda ¢ok¢dziiniirliik analizi
yapilir ve LYR) uzayl birbirini  kapsayan alt
kiimelerle asagidaki sekilde ifade edilir.

Uy,=®

e Na /fa A a0 jQZ V=0 o

VVj kiimesini, Vj kiimesini VjJrI

tamamlayan ortogonal kiime olarak tanimlarsak

Vj =Y @WJ- olur. Béylece L*(R) kiimesi w,

kiimesine

kiimesinin direk toplamlari L2 (R)y= &_W. olur.
jez J

f@)e L2 (R) fonksiyonunun kesikli dalgacik agilim1

F0=3 clp-h+ Y Yd (02" p@ -k

k=—0 j=0

seklinde yazilabilir. Bu agilim
¢ (k)= ¢ ,(m)h(k—=2m)+  d (m)g(k —2m)
kullanilarak

f@) =Y ¢, (k)2"p(2" t—k)

denklem (2.2) de ki gibi elde edilir.

k=—0

3.ZAMANLA DEGISEN SiSTEMLERDE
DALGACIK MATRISLERI

Zamanla lineer degisen sistemlerin  dalgacik
ortamindaki analizi yapmak igin ozellikle n. derece
diferansiyel denklem ya da durum denklemleri
gosterimi ve bu denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilacak
olan tiirev, integral ve c¢arpim matrislerini
tanimlayarak sistem denklemleri cebirsel olarak ifade

edilip kalict ¢oziimii hesaplanacaktir. Bunun igin
ozellikle tiirev, integral ve g¢arpim operatorlerinin
dalgacik ortamindaki etkileri ifade edilecektir.

3.1 Tiirev Matrisi
y(0),x(t1) e L(R) »()  ve

x(¢) fonksiyonlarmin kesikli dalgacik agilimlart

olmak tizere

()= y,(m)2" 02"t —n) 3.1
x(1)=Y x,(k)2" (2"t - k) (3.2)
%

seklinde yazilabilir.  y(f)ve x(f) sinyalleri

arasindaki iliski

y(t) = %(x(t)) seklinde ise

X0 =Y x, (k2" 2" t—k) (3.3)

k
oldugundan y,(n) katsay1lart
y,(n)=<x'(t),2" 2"t —n) > (3.4)

ile hesaplanabilir. Denklem (3.3)’i denklem (3.4) de
yerine koyarsak

(M=%, (002" [ @' (D)p(z+k—n)dr
- (3.5)

r= J @' (7)p(r —i)dt seklinde tanimlarsak

v, ()= x,(k)2"r, (3.6)
k

Y, X vektorleri y(¢) ve x(¢) ’nin dalgacik katsay1

vektorleri D ise tiirev operatoriiniin matrisi olmak
lizere

d
y(t) = E (x(¢)) ifadesini dalgacik ortaminda

yazarsak,
Y =DX (3.7)
Oyleki
T
Y=[yra ¥ Yo va ] (3.8)
T
X= [xo X, X, X, X, ] (3.9)
I o Ty Ty Ty
ry Iy Top Iy Tj
r, r, r, r, r
p=2/|" 2 N 3 Ty (3.10)
P Ty T Ty Ty
Py, I's 1y Iy n




seklindedir.
a_  oOlgek fonksiyonunun otokoralasyon katsayilar

n
olmak lizere
L-1-n

a,=2Y h()h(i+n) n=1,.L-1 (.11
i=0

7, nin hesaplanmasi igin [4]

ir=—1, ve

o

N.M

L/2

1
r=2[n, +§Za2k71 (Byapn + Tt
k=1
denklem sisteminin ¢oziilmesi gerekir.

3.2 integral Matrisi
x(t) ve y(t) sinyalleri L*(R) elemani olmak iizere
su sekilde ifade edilir:

x()=Y x,(k)2" 22" t-k)

y) =Y y,(m)2" 292" t—n)

Eger y(f)sinyali ile x(¢) sinyali arasindaki iliski

(3.12)

(3.13)

asagidaki  gibi x(¢) nin integrali seklinde ifade

edilsin.
t

() = j x(t")dt'

—©

(3.14)

Bu durumda (3.12) ve (3.13) ifadelerini (3.14)
denkleminde yerine koyar ve V(Z) sinyalinin dalgacik

katsayilarini bulmak igin2”"> (27t — n) fonksiyonu

ile i¢ carpimini alirsak

v, (n)= T j le (k)22 @27t = k)dt' 2" (27t —n)dt

—oo -0 k

(3.15)
ve (2.7) ifadesini dikkate alarak i¢ integralin
sinirlarini yeniden diizenlersek

n+l
w 2/
y,(n)= j j 3 x, (k)22 (27t — k)dt' 2" (27 t— m)dt
IS

(3.16)
2/t —k=u seklinde degisken degistirip i¢
integralin sinirin1 yeniden diizenledigimizde

o n—k+1
y,(n)= j ( j > x, (k)27 p(u)du)2’? 927 t — n)dt
o —w K
(3.17)

ifadesini elde ederiz. Olgek fonksiyonu yerel taniml
oldugundan (3.17) ifadesindeki i¢ integral ancak

k < n durumunda sifirdan farklidir. Béylece
t—k=r seklinde degisken degistirilir ve 6lgek
fonksiyonunun integralinin (2.6) ifadesinden
anlagilacagi gibi 1 oldugu da dikkate alinirsa

v, (n) dalgacik katsayilari

y, ()= x, (k)2
k=—o0
seklinde bulunur.
Bu durumda Y ,X vektorlerini (3.8), (3.9) da
belirtildigi gibi alip

(3.18)

t
y(t) = jx(t')dt' ifadesini  dalgacik ortaminda

—0

yazarsak
Y=PX 3.19)
ifadesini elde ederiz. Bu ifade de P integral
operatoriiniin dalgacik ortamindaki matrisidir.

1 00 O

1 100
P=2711 110 (3.20)

I 1 1 1

3.3 Carpim Matrisi

Zamanla degisen sistemde, x(¢) sinyali m(¢) gibi

bir zamanla degisen fonksiyonla ¢arpilarak
(2) sinyalini
y(1) = m(1)x(t) (321

olusturuyorsa, m(t),x(t), y(t) € L*(R), her bir
fonksiyonun dalgacik acilimi kullanilarak denklem
(3.21) agik bir sekilde asagidaki gibi yazilir.

Sy, 02”2 g2 t-my = (2" 202 -y

S 02”22 -1y

(3.22)

(2.7) ifadesinden
(2’ — k)2’ —=1)=0 k#l
P2 ~k)p(2' =)= 9’2" ~k) k=1

Bu durumda esitligin sag tarafi
2292 t=n) =3 m, (k)x,(k)2" 9* (2"t~ k)
n k

(3.23)
ifade edilir. y,(n) katsayilarini bulmak i¢in

v, (n) =<m(t)x(t), 2712 go(2"l —-n)> (3.24)
y,(n)=> m,(k)x, (k) T 279’ (2 1-k)2" (2"t —n)dt

- (3.25)

denklemlerinde 7 =27 ¢ —k doniisiimii kullanilarak

Y, (m)= 32" m, (), (k) [ 0 (2dp(e+k—n)dr
B (3.26)



ifadesi bulunur. @°(7) fonksiyonu da yerel tanimli
bir fonksiyon oldugundan
o0
k#nise [ o> (t)o(r+k—-n)dr=0,
—00
k=n ise
2 2 <3
| o (p(c+k-n)dr= | ¢ (r)dr =1,
—© —00
yazilir. Buradan da
J/2
Yy (n)=2 m y(n)x y (n) 3.27)
sonucuna varilir.
y(t)=m(t)x(¢) iliskisini matris vector iligkisi
seklinde yazarsak,

Y =MX (3.28)
Oyleki

M garpim matrisi

m, 0
m+l
M=2'"? m_, (3.29)
m+2
0
Sistem  denklemlerinde  kullanilacak  tiiretimler

karmasik gibi goriinsede aslinda denklemler dort

islem kullanilarak ¢6ziimleniyor. Gelistirdigimiz
operator matrislerini analitik ¢Oziimii
2
y()=0.5-0.5¢" olan
dy(t
;§l+%ﬂ0=t $(0)=0
t

(3.30)
basit diferansiyel denklemine uygularsak ¢ girig

fonksiyonun dalgacik katsayilari vektori U,ve M,,

2¢’nin  ¢arpim matrisi olmak iizere, (3.30)
denkleminin dalgacik ortamindaki karsiligi
D+M,)Y=1U, (3.31)
seklindedir. Bu ifadeden de
Y=D+M,)'U, (3.32)
bulunur.
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Figure 1: J=2 ve dbl i¢in dalgacik ¢oziimii ( ... )

Yukaridaki sekilde analitik ¢ozim siirekli ¢izgi ile
gosterilirken, noktalar dalgacik analizi ile elde edilen
¢oziimdiir. Ayrica alt grafikte gosterilen siirekli ¢izgi
ise iki ¢Oziim arasindaki hatayr gostermektedir.
Goriildiigi gibi ortalama hata miktar1 sifira yakindir.

4. SONUC
Bu calismada zamanla degisen lineer sistemlerin
analizinde dalgacik kullanimi icin gerekli olan
operatér matrisleri tanmimlanmistir. Bu konudaki
literatiir eksikliginin giderilmesi ve sadece Haar
dalgaci8 i¢in tanmimlanan integral operatorii [9] diger
operatorler igin ve farkli dalgaciklar i¢in tanimlanarak
genellestirilmigtir. Dalgacik analizinin basit  bir
diferansiyel =~ denklem  {izerindeki  uygulamasi
gosterilmistir. Elde edilen sonu¢ bu metodun zamanla
degisen  lineer  sistemlere  uygulanabilirligini
gostermektedir. Ileriki caligmalarda yiiksek mertebeli
denklemlerin ¢Ozlimiine uyarlanmasi
diigiiniilmektedir.
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