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ABSTRACT 
In this paper, a new method is presented for discrete-
time systems to calculate all stabilizing gains for 
providing desired gain and phase margins. This  
method focuses on converting the system to an 
equivalent system in continuous time using a bilinear 
transformation, and then applying a previously 
developed theorem. Furthermore, this method 
suggests to determine the number of the unstable poles 
for gain intervals obtained by calculating the location 
and direction of the crossings of the Nyquist plot with 
the real axis.    
 
 
1. GİRİŞ 
Bu çalışmada ayrık zamanlı sistemlerde istenen 
kazanç ve faz payını sağlatan tüm oransal 
kontrolörlerin hesaplanması için yeni bir yöntem 
geliştirilmiştir. Bunun için temelde Nyquist kararlılık 
kriteri ile Munro ve Söylemez tarafından geliştirilmiş 
olan ve sistemi kararlı yapan kazançların 
bulunmasında kullanılan yöntemden yararlanılmıştır 
[1,2,3]. Önerilen bu yöntem, kazanç ve faz 
belirsizliğine sahip ayrık zamanlı bir sistemin bilineer 
dönüşüğü bulunarak oluşturulan yeni sistemin Nyquist 
eğrisinin reel ekseni kestiği yerler ve yönlerinin 
hesaplanmasıyla elde edilen kazanç aralıkları için 
kararsız kutupların sayısını belirleme üzerine kurulu 
hızlı bir yöntemdir [4]. Ayarlanabilir parametreli tek 
giriş-tek çıkışlı bir kontrol sisteminin parametre 
uzayında belirtilmiş kazanç payı ve faz payı 
bölgelerini bulmak için Shenton ve Shafiei, grafik bir 
yöntem geliştirmişlerdir [5]. Bu yöntemde parametre 
uzayında belirtilmiş kazanç payı veya faz payı 
bölgelerinin gerekli sınırları, kutupsal düzlemde 

kazanç payı veya faz payına ilişkin bir noktanın 
izdüşürülmesi ile bulunur. Bu yöntemde açık çevrim 
D-bölgesi (OLDP) yöntemi, kullanılmıştır; ancak bu 
yöntem grafik bir teknik içerdiğinden hızlı ve analitik 
olarak ilgili bölgelerin bulunmasına olanak 
tanımamaktadır. Belirtilmiş kazanç payı ve faz payını 
sağlamak  ve göreli kararlı kılmak için PI ve PID 
kontrolör parametrelerinin hesabı, Tan ve arkadaşları 
tarafından yapılmıştır [6]. Bu çalışmanın önemli bir 
özelliği de kontrolör parametrelerini tarama 
gerektirmemesi ve ayrıca eşitsizlikler kümesini 
çözmede lineer programlamaya ihtiyaç 
duyulmamasıdır.    
 
Kazanç payı, Nyquist eğrisinin reel ekseni kesim 
yeriyle (-1, j0) kritik noktası arasındaki mesafeyi 
ölçmek için kullanılır ve kararlı bir sistemin kararsız 
olmadan kazancının ne kadar arttırılabileceğini 
gösterir. Buna gore pw , fazın 1800 olduğu 

( 0180)( =∠ pjwG ) frekans olmak üzere dB cinsinden 
kazanç payı 
 
    [ ] )(log20)(/1log20ˆ pp jwGjwGKP −==        (1) 

 
biçimindedir. Faz payı, Nyquist eğrisinin (-1, j0) kritik 
noktasını çevrelemesi için kaç derece döndürülmesi 
gerektiğini belirleyen açıdır. Buna göre gw ,  

modülün 1 yani 0 dB olduğu  ( 1)( =gjwG ) frekans 

olmak üzere faz payı, aşağıdaki bağıntıyla tanımlıdır.    
             
              0180)(ˆ −∠== gjwGFP ϕ                          (2) 
 



2. BİLİNEER DÖNÜŞÜMLE İSTENEN 
KAZANÇ VE FAZ PAYINI SAĞLAYAN  
ORANSAL KAZANÇLARIN HESABI 
Bilineer dönüşüm, ayrık zamanlı control sistemlerinin 
kararlılık analizini yapmak için kullanılabilir. Bu,    
z -düzleminden kompleks w -düzlemine olan bir 
dönüşümdür. Çeşitli dönüşümler arasında bu çalışma 
için aşağıdaki bilinear dönüşüm biçimi seçilmiştir.  
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Bu yolla kararlılık bölgesi, z -düzleminde birim 
dairenin içinden w -düzleminde sol yarı düzleme 
dönüştürülmüş olur. 
Düşük dereceli kontrolörler kümesinin 
hesaplanmasında yeni ve hızlı bir hesap yötemi, 
Munro ve Söylemez tarafından önerilmiştir. [1,2,3]. 
Bilineer dönüşüm kullanarak ayrık zamanlı sistemler 
için [4]’de modifiye edilmiş olan bu yöntem, bu 
çalışmada kazanç ve faz bilinmezliklerine sahip ayrık 
zamanlı sistemlerin oransal kontrolörlerle kararlı 
yapılması probleminin çözümüne yönelik olarak 
geliştirilmiştir.    
 
Şekil 1’de transfer fonksiyonu G(z)=N(z) / D(z) olan 
geri beslemeli bir sistem görülmektedir.         

           r       +                                                      y 

                - 
                 
 
 
 
            Şekil 1:  Geri beslemeli kontrol sistemi. 

 

C(z) = Kp kontrolördür. Bu durumda kapalı çevrim 
sistemin karakteristik polinomu,   
 
                  ( , ) ( ) ( )p z p zz K D z K N zδ = +                         (4)    
 
olur. Şekil 1’deki geri beslemeli sistem  
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tam uygun ( nm < ) biçiminde olsun. Bilineer dönüşüm 
uygulanınca 
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bulunur  ve  ωjw =̂ yazınca  son bağıntı 
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haline gelir. Burada { })(Reˆ ωjDDre = , { })(Imˆ ωjDDim =  
olarak tanımlıdır. reN  ve imN ’de benzer biçimdedir. 
Dikkat edilirse,  
 
   ωωω )()( 22 −=−= oimere DDDD              (8) 

   ωωω )()( 22 −=−= oimere NNNN            (9) 
 
biçimindedir. eD  ve oD , )(wD  polinomunun çift ve 
tek; eN  ve oN  ise )(wN  polinomunun çift ve tek 
kısımlarını göstermektedir. )( ωjG ’ı aşağıdaki gibi 
yazmak mümkündür. 
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Burada, 
 
                 22 ˆ)( ωω ooee NDNDX +=                   (11) 

                  eooe NDNDY −=̂)( 2ω                        (12) 

                  2222 ˆ)( ωω oe DDZ +=                            (13) 
 
olarak tanımlıdır.  ,eD oD , eN  ve oN  notasyonları 
sırasıyla )( 2ω−eD , )( 2ω−oD , )( 2ω−eN  ve )( 2ω−oN  
yerine kullanılmıştır. )( ωjG ’nin sanal kısmı  

{ }
)(
)()(Im 2

2

ω
ωωω

Z
YjG =   olarak yazılabilir. 2ˆ ω=v  

olarak tanımlayalım. Y(v)’nin pozitif reel köklerinin  
∗∗∗
γvvv ,...,, 21  olduğu Kabul edilirse; )( ωjG ’nin  

Nyquist eğrisi, γ,...,2,1=i  için 0=ω , ∞=ω   

veya  ∗±= ivω ’da reel eksenden geçer. Böylece  

01 =
∗
+γv  ve ∞=∗

+2γv  olarak tanımlanırsa;  

2,...,2,1 += γi  için reel eksenden geçiş noktaları,  

)(/)( ∗∗= iii vZvXx  olarak bulunur. 
 
Lemma 1 : (5) ile verilen bir G(z) sistemine ilişkin 

ipK  kazanç aralıkları yani  )/1,/1(ˆ 1 iiip xxKk −−=∈ −    

için kararsız kapalı çevrim sistem kutuplarının sayısı,  
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olarak ifade edilebilir [1,2,3]. Burada 0u kararsız açık 

çevrim kutuplarının sayısını gösterirken ; ir , Nyquist 
eğrisinin kompleks düzlemin negatif imajiner 
yarısından pozitif imajiner yarısına doğru ix  
noktasındaki  pozitif kabul edilen geçişlerinin toplam 
sayısını göstermektedir. 

  G(z) C(z) 



Teorem 1 : (6) ile verilen sistem için )(wD ’nin 
sanal eksende hiç bir köke sahip olmadığını kabul 
edelim. )( 2ωX , )( 2ωY  ve )( 2ωZ ,  (11)-(13)’de 
tanımlandığı gibi olsun. Ayrıca ( ∗

ii vx , ) çiftleri de, 
yukarıda tanımlandığı gibi olsun. Üstelik )(vY ’nin 
baş katsayısı 1y  ile gösterilirken; )(vY ’nin en son 
sıfır olmayan katsayısı 0y  ile gösterilsin. O halde 
verilen bir  )/1,/1(ˆ 1 iiip xxKk −−=∈ −  kazancı için 

kapalı çevrim sistemin kararsız kutuplarının sayısı, 
(14)’de verildiği gibidir. Reel eksenden geçişlerin 
sayısı, Lemma 1’de ifade edildiği gibi olup; geçiş 
yönü  
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biçimindedir. Burada )()( vY l , )(vY ’nin ∗

iv  
noktasındaki sıfır olmayan birinci türevidir. 
 
Şimdi ise Şekil 2’deki geri beslemeli kontrol sistemine 
oransal kazanç kontrolörü pK  ilave ederek            
Şekil 3’deki geri beslemeli kontrol sistemini elde edip; 
istenen kazanç payı ve faz payı için kapalı çevrimde 
sistemi kararlı kılacak tüm oransal kazançların 
hesabını ele alalım. İstenen faz payı için N(z) 
polinomu, kompleks katsayılı olacağı için Teorem 1, 
modifiye edilerek kullanılmıştır.  
                
     r    +                                                           y    
       
          -       
 
 
 
Şekil 2: Kazanç (K) ve faz (ϕ ) belirsizliği olan geri 
beslemeli kontrol sistemi. 
 
 r    +                                                                         y     
                                                           
      -                                                                       
       
 
 
Şekil 3: Oransal ( pK ) kontrolör kullanılarak elde 
edilen geri beslemeli kontrol sistemi. 
 
2.1 İstenen Kazanç Payını Sağlayan Tüm 
Oransal Kazançlar  
Lemma 2: Verilen bir G(z) sistemini kararlı hale 
getiren tüm kazançlara ilişkin aralıklar Teorem1 
yardımıyla ),( maxmin iii KKK =  (i=1,2,…,q) 

aralıkları ile verilmiş olsun. İstenilen yeniKP)(  kazanç 

payı kriterini sağlayan tüm kazançlar  ( i=1,2,…,q)  
olacak şekilde            
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aralıkları ile belirlenir. Burada ∅, boş kümeyi 
göstermekte olup tüm iK  aralıklarının ∅ olması 
durumunda istenilen kazanç payını sağlayacak oransal 
kontrolör olmaması şeklinde yorumlanır.  
 
2.2 İstenen Faz Payını Sağlayan Tüm 
Oransal Kazançlar  
Ayrık zamanlı bir sistem bilinear dönüşüm uygulanıp 
(6)’daki biçime getirildikten sonra verilen faz payı ϕ  
için ϕϕϕ sincos je j −=−  eşitliğinden hareketle yeni 
sistemin pay polinomu aşağıdaki gibi kompleks 
katsayılı olur. 
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)(wNy  ve D(w)’de  ωjw =̂  yazıp reel ve sanal 

kısımlarına ayrılırak bulunan )( ωjNy  ve )( ωjD ’i,  

)( ωjD ’nin eşleniği )( ωjD ∗  ile çarparak )( ωjG ’nin 
paydasını reel katsayılı polinom yaparız. Buna göre, 
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elde edilen yeni sistem için Nyquist teoremi gereği, 

)}()(Im{ ωω jDjN y
∗ ’nin reel ∗

iω   kökleri bulunur.  
Bu reel kökleri )}()(Re{ ωω jDjN y

∗ ’de yazarak 
istenen faz payı için Nyquist eğrisinin reel ekseni 
kestiği yerler bulunur. Teorem 1’den hareketle geçiş 
yönlerini bulmak için, }/)(Im{ ωω ∂∂ jG yeni  türevi 

hesaplanır ve sırasıyla ∗
iω  reel kökleri bu türevde 

yazılıp ir ’ler bulunur. Sonuçlar, [4]’deki gibi 
düzenlenerek kararsız kapalı çevrim kutuplarının 
sayısının sıfır olmasını yani 0=iu  olmasını sağlayan 

ipK  kazanç aralıkları bulunur.  

 
3. SAYISAL ÖRNEK 
Aşağıdaki sistemi kapalı çevrimde kararlı kılan 
oransal kazançları bularak bu sistem için 5dB kazanç 
payını ve sırasıyla 300, 700 ve 800 faz paylarını 
sağlayan tüm kazançları hesaplayalım. 
 
     2( ) 70( 3 11)zN z z z= + +                       
     5 4 3 2( ) 1000 20 50 29 262 840zD z z z z z z= + + + + +    

ϕjKe  G(z) 

ϕjKe  G(z) Kp 



3.1 Sistemi kapalı çevrimde kararlı kılan 
oransal kazançların hesabı 
Nz(z) ve Dz(z) polinomlarında (3)’ü yazılınca 
  

63032907140798045501050)( 2345 −+−+−= wwwwwwN
4238433204218806952201)( 2345 +++++= wwwwwwD

 
bulunur. )(wN  ve )(wD ’da ωjw =̂ yazılarak, tek-
çift ayrıştırması yapılırak elde edilen polinomlarda 

2ˆ ω=v dönüşümü yapılırsa, 
 
                63071404550)( 2 −+−=− vvvNe
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bulunur. (11)- (13)’den 
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yazılır. )(wD ’nın kökleri hesaplanınca, iki tane 
kararsız kutup olduğu görülür, bu nedenle 20 =u  

olur. Y(v)’nin pozitif reel kökleri: 106454.01 =∗v , 
470624.02 =

∗v , 63594.13 =
∗v  ve 08771.84 =

∗v ’dir. 

Bu köklere 05 =
∗v  ve ∞=∗

6v ’da eklenince; bu 
problem için altı tane reel eksenden geçiş frekansı 
olur. Bu geçiş noktaları için Teorem 1’den elde edilen 
sonuçları aşağıdaki tabloda gösterelim. 

    Tablo 1: Sistemi kararlı kılan oransal kazançlar 

Tablo 1’de kararsız kapalı çevrim kutuplarının 
sayısının sıfır olmasını yani 0=iu  olmasını sağlayan 

ipK  kazanç aralıkları, kapalı çevrim sistemi kararlı 

kılan kazanç değerleridir. Buna göre kapalı çevrim 
sisteminin 04107.01 −<<− pK kazanç aralığı için 
kararlı olduğu bulunur. Bu sistemin Şekil 4’deki 
Nyquist eğrisinin reel ekseni kestiği yerler, Tablo 1’de 
bulunan sonuçları doğrulamaktadır.  
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               Şekil 4: Orjinal sistemin Nyquist eğrisi 
  

3.2 5dB kazanç payı için sistemi kararlı 
kılan tüm oransal kazançların hesabı 
Verilen kazanç payı için (1)’den  
   7783.1)()(log205 =⇒== yeniyeni KPKPdBKP  

bulunur. Tablo 1’den  

)04107.0,1(),( maxmin −−== iii KKK  

olduğu bulunmuştu.  Lemma 2’den, 
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 bulunur. 5dB kazanç payı için sistem, 
0231.01 −<<− pK  kazanç aralığında kararlı olur.  

3.3. 300, 700 ve 800 faz payları için sistemi 
kararlı kılan tüm oransal kazançların hesabı 

• 300  faz payı için 

5.0866.030sin30cos30 jje j −=−=−  ifadesinden    
030=ϕ  faz payı için yeni sistem,  
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yeni ==
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biçiminde olur. Burada )(wN y , kompleks katsayılı 
polinomdur.  )(wN y  ve D(w)’de  ωjw =  yazılıp reel 
ve sanal kısımlarına ayrılarak bulunan )( ωjN y  ve 

)( ωjD ’i,  )( ωjD ’nin eşleniği )( ωjD ∗  ile çarparak 
)(wG yeni ’nın paydasını reel katsayılı polinom 

yapabiliriz. 
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∗
iv  ix  ir  

 
iu

 
ipK  

 
0.470624 -3.3319 2 2 0< Kp  < 0.3 

0 -1.4894 1 4 0.3 < Kp < 0.67143 
0.106454 0.37987 -2 5 0.67143 < Kp ,  

 Kp > - 2.6325 
1.63594 0.42298 -2 3 -2.6325<Kp < -2.3642 

∞ 1 -1 1 -2.3642 < Kp < -1 
8.08771 24.3473 2 0 -1 < Kp  <  -0.04107  

- ∞ - 2 -0.04107 < Kp < 0 



Nyquist teoremi gereği, )}(Im{ jwG ’nin yani 
)}()(Im{ jwDjwN y

∗ ’nin reel ∗
iw  kökleri olan geçiş 

noktalarını )}(Re{ jwG ’de yazarak   030=ϕ  faz payı 
için Nyquist eğrisinin reel ekseni kestiği yerler 
bulunur. Ayrıca bu geçiş noktaları için Teorem 1’den 
hareketle geçiş yönlerini bulmak için, 

}/)(Im{ wjwG ∂∂  türevi hesaplanır ve  reel ∗
iw  

kökleri bu türevde yazılıp işaret fonksiyonu alınarak 

ir ’ler bulunur. D(z)’in kararsız kök sayısından; 

20 =u  olduğu bulunmuştu. Sonuçlar aşağıdaki 
tabloda yerleştirilerek, Kp  kazançları bulunur.  

 
Tablo 2:  300 faz  payı için sistemi kapalı çevrimde 
kararlı kılan oransal kazançlar  
 
Tablo 2’den 300 faz payı için kapalı çevrim sistemini 
kararlı kılan  kazançlar 0489.079205.1 −<<− pK ’dır.  
 

• 700 faz payı için : 

 
Tablo 3:  700 faz  payı için sistemin kapalı çevrimde 
kararlılık incelemesi 

Tablo 3’den 700 faz payı için kapalı çevrim sistemini 
kararlı kılan  kazançlar  17873.04987.0 −<<− pK ’dır. 

• 800 faz payı için : 

Tablo 4:  800 faz  payı için sistemin kapalı çevrimde 
kararlılık incelemesi 
 
Tablo 4’den görüldüğü gibi 800 faz payı için kapalı 
çevrim sistemini kararlı kılan  kazanç  yoktur.  
 

4. SONUÇLAR 
Bu çalışmada istenen kazanç ve faz payları için ayrık 
zamanlı sistemi kararlı kılacak tüm oransal 
kontrolörlerin hesabı bilineer dönüşüm uygulanarak 
yapılmıştır. Sayısal örnekten de görüldüğü gibi kazanç 
ve faz belirsizliklerine sahip ayrık zamanlı bir sistemi 
kararlı kılan tüm kazançlar için kapalı çevrim sistemin 
kararsız kutubu yoktur.  İstenen kazanç payı ve faz 
payı kriterlerini aynı anda sağlayan oransal 
kontrolörleri bulmak için her iki kriteri ayrı ayrı 
sağlayan oransal kontrolörlerin ortak kümesi alınır.    
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