AYRIK ZAMANLI SISTEMLERDE ISTENEN KAZANC PAYI VE FAZ
PAYI KRITERLERINi SAGLAYAN TUM ORANSAL
KONTROLORLERIN HESAPLANMASI ICIN BIR YONTEM
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ABSTRACT

In this paper, a new method is presented for discrete-
time systems to calculate all stabilizing gains for
providing desired gain and phase margins. This
method focuses on converting the system to an
equivalent system in continuous time using a bilinear
transformation, and then applying a previously
developed  theorem. Furthermore, this method
suggests to determine the number of the unstable poles
for gain intervals obtained by calculating the location
and direction of the crossings of the Nyquist plot with
the real axis.

1. GIRIS

Bu calismada ayrik zamanli sistemlerde istenen
kazang ve faz paymi saglatan tiim oransal
kontrolorlerin  hesaplanmasi igin yeni bir ydntem
gelistirilmistir. Bunun i¢in temelde Nyquist kararlilik
kriteri ile Munro ve SOylemez tarafindan gelistirilmis
olan ve sistemi kararlh yapan kazanglarin
bulunmasinda kullanilan yoéntemden yararlanilmistir
[1,2,3]. Onerilen bu yéntem, kazang ve faz
belirsizligine sahip ayrik zamanl bir sistemin bilineer
doniisigii bulunarak olusturulan yeni sistemin Nyquist
egrisinin reel ekseni kestigi yerler ve yonlerinin
hesaplanmasiyla elde edilen kazang araliklari igin
kararsiz kutuplarin sayisini belirleme iizerine kurulu
hizli bir yontemdir [4]. Ayarlanabilir parametreli tek
giris-tek ¢ikigh bir kontrol sisteminin parametre
uzayinda belirtilmis kazang pay1r ve faz payi
bolgelerini bulmak i¢in Shenton ve Shafiei, grafik bir
yontem gelistirmislerdir [5]. Bu yontemde parametre
uzayinda belirtilmis kazang pay1r veya faz payi
bolgelerinin gerekli sinirlari, kutupsal diizlemde

kazang payr veya faz payma iligkin bir noktanin
izdiigliriilmesi ile bulunur. Bu yontemde acik gevrim
D-bolgesi (OLDP) yontemi, kullanilmigtir; ancak bu
yontem grafik bir teknik igerdiginden hizli ve analitik
olarak  ilgili  bolgelerin  bulunmasina  olanak
tanimamaktadir. Belirtilmis kazang pay1 ve faz payini
saglamak ve goreli kararli kilmak i¢in PI ve PID
kontrolor parametrelerinin hesabi, Tan ve arkadaslari
tarafindan yapilmistir [6]. Bu ¢alismanin onemli bir

ozelligi de kontroldor parametrelerini  tarama
gerektirmemesi ve ayrica esitsizlikler kiimesini
¢ozmede lineer programlamaya ihtiyag
duyulmamasidir.

Kazang payi, Nyquist egrisinin reel ekseni kesim
yeriyle (-1, jO) kritik noktasi arasindaki mesafeyi
O6l¢mek icin kullanilir ve kararli bir sistemin kararsiz
olmadan kazancinin ne kadar arttirilabilecegini

fazin  180°
(£6( w,)= 180°) frekans olmak iizere dB cinsinden

gosterir. Buna gore w,, oldugu

kazang pay1

KP=20log| 1/G(jw,)| |=-20logG(iw,)| (D

bi¢imindedir. Faz pay1, Nyquist egrisinin (-1, j0) kritik
noktasii ¢evrelemesi igin ka¢ derece dondiiriilmesi

gerektigini  belirleyen acidir. Buna gore w

g 9
modiiliin 1 yani 0 dB oldugu (‘G( W, )‘ =1) frekans

olmak iizere faz pay1, asagidaki bagintiyla tanimlhidir.

FP2¢p=/G(jw,)—-180° 2)



2. BILINEER DONUSUMLE ISTENEN
KAZANC VE FAZ PAYINI SAGLAYAN
ORANSAL KAZANCLARIN HESABI

Bilineer doniisiim, ayrik zamanli control sistemlerinin
kararlilik analizini yapmak i¢in kullanilabilir. Bu,
z -diizleminden kompleks W -diizlemine olan bir
doniistimdiir. Cesitli doniistimler arasinda bu c¢alisma
icin asagidaki bilinear doniisiim bigimi se¢ilmistir.

Z:W+1 3)
w—1

Bu yolla kararhilik bolgesi, z -diizleminde birim
dairenin iginden W -diizleminde sol yari diizleme
doniistiiriilmiis olur.

Diistik dereceli kontrolorler kiimesinin
hesaplanmasinda yeni ve hizli bir hesap y6temi,
Munro ve SOylemez tarafindan Onerilmistir. [1,2,3].
Bilineer doniigiim kullanarak ayrik zamanli sistemler
icin [4]’de modifiye edilmis olan bu ydntem, bu
calismada kazang ve faz bilinmezliklerine sahip ayrik

zamanli sistemlerin oransal Kkontrolorlerle kararli
yapilmasit probleminin ¢6ziimiine yonelik olarak
gelistirilmistir.

Sekil 1°de transfer fonksiyonu G(z)=N(z) / D(z) olan
geri beslemeli bir sistem goriilmektedir.

C(z) |—>| G(z) |——¥

r +

Sekil 1: Geri beslemeli kontrol sistemi.
C(z) = K, kontrolordiir. Bu durumda kapali ¢evrim
sistemin karakteristik polinomu,
6(z,K,)=D.(2)+K,N.(2) “)
olur. Sekil 1’deki geri beslemeli sistem

m=1

_N.(2) _ a,z"+a, 2" +-+az+a, (5)

n-1

z"+b, 2" 4+ bz+b,
tam uygun (m < n ) bigiminde olsun. Bilineer doniigiim
uygulaninca
N(w
Gowy = YO ©)
D(w)

bulunur ve W = j@ yazinca son baginti

: (7)
D(jw)

Gjo)= D+

haline gelir. Burada D 2 Re{D(jw)}, D,, = Im{D(jw)}

olarak tanimhidir. N, ve N,

im

’de benzer bi¢imdedir.

Dikkat edilirse,
D, =D,(-»") D, =D,(-0")® ®)
N,=N,(-»*) N, =N, (-0 ©)

bi¢imindedir. D, ve D , D(w) polinomunun gift ve
tek; N, ve N, ise N(w) polinomunun ¢ift ve tek
kisimlarm gostermektedir. G(jw) 1 asagidaki gibi
yazmak miimkiindiir.

. 2 2
N,+joN, X(w )Jr ,a)Y(a))

G(jw) = = (10)
V)= e, ~ 2@ 2
Burada,
X(@’)2D,N,+D,N, o (11)
Y(@’)=D,N,-D,N, (12)
Z(®’)2 D! + D}’ (13)

olarak tammhdir. D,, D,, N, ve N notasyonlari
sirastyla D, (~0°), D,(~0%), N, (") Ve N, (-0?)
kullanilmistir.  G(jw) 'nin
Y(@)
2@
olarak tanimlayalim. Y(v)’nin pozitif reel koklerinin

G(jw) nin

yerine sanal  kismi

2

Im{G(jw)} = @ olarak yazilabilir. v= @

* * *
VisVyseenV

, oldugu Kabul edilirse;

Nyquist egrisi, i =1,2,...,» i¢in =0, w=ow

veya @ =x./v’ 'da reel eksenden gecer. Boylece

* *
Vo =0 ve V,p =0 olarak  tamimlanirsa;

i=12,.,y+2 icin reel eksenden gecis noktalari,
x, =X(v)/Z(v]) olarak bulunur.

Lemma 1 : (5) ile verilen bir G(z) sistemine iliskin
Kp_ kazang araliklari yani k e K, =(-1/x_,-1/x,)

icin kararsiz kapali ¢evrim sistem kutuplarinin sayisi,
w=uy+ 3, (14)

olarak ifade edilebilir [1,2,3]. Burada u, kararsiz agik

cevrim kutuplarmin sayisini gosterirken ; 7;, Nyquist

egrisinin  kompleks diizlemin negatif imajiner

yarisindan  pozitif imajiner yarisna dogru X,
noktasindaki pozitif kabul edilen gecislerinin toplam

sayisini gostermektedir.



Teorem 1 : (6) ile verilen sistem igin D(w) 'nin
sanal eksende hi¢ bir kdke sahip olmadigimi kabul
edelim. X(@’), Y(0®) ve Z(w®), (11)-(13)de
tanimlandigr gibi olsun. Ayrica (x, ,v;) siftleri de,
yukarida tamimlandigi gibi olsun. Ustelik ¥(v) nin
bas katsayis1 y, ile gosterilirken; Y(v) nin en son
sifir olmayan katsayis1 y, ile gosterilsin. O halde
verilen bir keK, =(-1/x,,,~1/x) kazanci igin

kapali ¢evrim sistemin kararsiz kutuplarinin sayisi,
(14)’de verildigi gibidir. Reel eksenden gegislerin
sayisi, Lemma 1’de ifade edildigi gibi olup; gegis
yonu

(1-(=D"HSgn(¥"(v))), 0<vi<owo ise

. 15)
7, =4 Sgn(y,) , v =0 ise
—Sgn(y,) , vV, =0 ise
bigimindedir. Burada Y (v), Y(v)’nin v’

noktasindaki sifir olmayan birinci tiirevidir.

Simdi ise Sekil 2°deki geri beslemeli kontrol sistemine
oransal kazang kontrolori K, ilave ederek

Sekil 3°deki geri beslemeli kontrol sistemini elde edip;
istenen kazang pay1 ve faz payi i¢in kapali ¢evrimde
sistemi kararli kilacak tiim oransal kazanglarin
hesabimi ele alalim. Istenen faz pay1 igin MNz)
polinomu, kompleks katsayili olacagi i¢in Teorem 1,
modifiye edilerek kullanilmistir.

r + y

o ko e

Sekil 2: Kazang (K) ve faz (@) belirsizligi olan geri
beslemeli kontrol sistemi.

ro+ y
—>0O—>»| K, Ke'? | GO >

Sekil 3: Oransal (Kp) kontrolor kullanilarak elde

edilen geri beslemeli kontrol sistemi.

2.1 istenen Kazan¢ Paymm Saglayan Tiim
Oransal Kazanclar

Lemma 2: Verilen bir G(z) sistemini kararli hale
getiren tiim kazanglara iligkin araliklar Teoreml
yardimiyla K, =(K K (=12,...,9)

araliklart ile verilmis olsun. Istenilen (KP),

imin > i max )

kazang

veni

pay1 kriterini saglayan tiim kazanglar ( i=1,2,...,q)
olacak sekilde
B @, K, i > (KP)} sl (16)
K, =
[K,. min s K”““‘] R aksi halde
(KP), s
araliklart ile belirlenir. Burada @, bos kiimeyi

gostermekte olup tim g, araliklarimin @ olmast
durumunda istenilen kazang payini saglayacak oransal
kontroldr olmamasi seklinde yorumlanir.

2.2 istenen Faz Paym Saglayan Tiim
Oransal Kazanclar

Ayrik zamanl bir sistem bilinear doniisiim uygulanip
(6)’daki bigime getirildikten sonra verilen faz pay1 ¢
i¢in e/? =cosp— jsing esitliginden hareketle yeni
sistemin pay polinomu asagidaki gibi kompleks
katsayil1 olur.

_ N _ (cosp— jsing)N(w) . N, (%)

G (W) = (17
D(w) D(w) D(w)

N, (w) ve D(wyde W= j@ yazip reel ve sanal
kisimlarina aynlirak bulunan N (jw) ve D(jo)’i,
D(jw)’nin eslenigi D" (jw) ile ¢arparak G(jw) 'nin
paydasini reel katsayili polinom yapariz. Buna gore,

RelN, (jo)D'(jo)} . ImlN,(j@)D' o)} (15)
D(jw)D' (jo) D(jw)D' (jo)

G,i(j0) =

elde edilen yeni sistem i¢in Nyquist teoremi geregi,
Im{N,(jw)D"(jw)} nin reel o;
Bu reel kokleri Re{N, (jw)D*(jw)}’de yazarak

kokleri bulunur.

istenen faz payr i¢in Nyquist egrisinin reel ekseni
kestigi yerler bulunur. Teorem 1’den hareketle gegis

yonlerini bulmak igin, Im{0G ,,, (jw)/ 0w} tiirevi
hesaplanir ve sirasiyla @, reel kokleri bu tiirevde
yazilip #;’ler bulunur. Sonuglar, [4]’deki gibi

diizenlenerek kararsiz kapali c¢evrim kutuplarinin
sayisinin sifir olmasini yani 4, = 0 olmasini saglayan

K, kazang araliklar1 bulunur.

3. SAYISAL ORNEK

Asagidaki sistemi kapali ¢evrimde kararli kilan
oransal kazanglar1 bularak bu sistem i¢in 5dB kazang
paymi ve swastyla 30° 70° ve 80° faz paylarm
saglayan tiim kazanglar1 hesaplayalim.

N.(z) =70(z* +3z+11)
D.(2) =10002° +20z* +502° + 292> + 262z + 840



3.1 Sistemi kapal ¢evrimde kararh kilan
oransal kazanclarin hesabi

N,(z) ve D.(z) polinomlarinda (3)’ii yazilinca

N(w) = 1050w’ —4550w* + 7980w’ — 7140w” + 3290w — 630
D(w) = 2201w” +95w* + 18806 W’ + 2042w’ + 8433w + 423

bulunur. N(w) veD(w)’da w= jwyazlarak, tek-
cift ayristirmasi yapilirak elde edilen polinomlarda
v £ @* doniisiimii yapilirsa,

N,(~v) = —4550v + 7140v — 630
N, (=v) =1050v> — 7980v + 3290

D,(—v) = 95v* — 2042y + 423

D, (~v) = 2201v* — 18806 v + 8433

bulunur. (11)- (13)’den
X(v) =2311050v° — 37742530 v* + 176137220 ° —

145731460 v* + 32051250 v — 266490

Y(v) = 10114300 v* — 104184640 v’ + 191083480 > —
82153120 v + 6704460

Z(v) = 4844401° — 82774987 v* + 390399722 1" —
312931862 v + 69387957 v + 178929

yazilir.  D(w)’nin kokleri hesaplaninca, iki tane

kararsiz kutup oldugu goriliir, bu nedenle u, =2
olur. Y(v)'nin pozitif reel kdkleri: v, =0.106454,
v, =0.470624, v; =1.63594 ve v, =8.08771 dir.
Bu koklere v;=0 ve v; =o0’da eklenince; bu

problem icin alti tane reel eksenden gegis frekansi
olur. Bu gecis noktalari i¢in Teorem 1’den elde edilen
sonuglari agagidaki tabloda gosterelim.

v Xi T Uy K,
0.470624 | -3.3319 2 |2 0<K, <03

0 -14894 | 1 | 4] 0.3<K,<0.67143
0.106454 | 037987 | -2 | 5 0.67143 <K, ,

K,>-2.6325

1.63594 | 0.42298 | -2 | 3| -2.6325<K,<-2.3642

0 1 -1 1 23642 <K, <-1
8.08771 | 243473 | 2 | 0| -1 <K, < -0.04107

- o0 - | 2] -0.04107<K,<0

Tablo I: Sistemi kararli kilan oransal kazanglar

Tablo 1’de kararsiz kapali ¢evrim kutuplarinin
sayisimin sifir olmasint yani y, =( olmasimi saglayan

K, kazang araliklari, kapali ¢evrim sistemi kararli

kilan kazang degerleridir. Buna gore kapali ¢evrim
sisteminin —1< K, <-0.04107 kazang aralii igin

kararli oldugu bulunur. Bu sistemin Sekil 4’deki
Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerler, Tablo 1’de
bulunan sonuglar1 dogrulamaktadir.

Nyquist Diagram
15

10

Imaginary Axis
o

-10

-15 . . . . .
-5 0 5 10 15 20 25

PAnl Avin

Sekil 4: Orjinal sistemin Nyquist egrisi

3.2 5dB kazanc¢ pay1 icin sistemi kararh
kilan tiim oransal kazanclarin hesabi

Verilen kazang pay1 igin (1)’den

KP=5dB=20log (KP),, = (KP),, =1.7783
bulunur. Tablo 1’den
K, =(K; > Kimex) = (=1, —0.04107)
oldugu bulunmustu. Lemma 2’den,
K, = [K‘.mm , (II;P;)] =(-1, —0.0231)
bulunur. 5dB  kazang payr i¢in  sistem,

-1<K, <-0.0231 kazang araliginda kararli olur.

3.3. 30°, 70" ve 80° faz paylari icin sistemi
kararh kilan tiim oransal kazanclarin hesabi

e 30° faz payi igin
e =cos30— jsin30=0.866— ;0.5 ifadesinden

@ =30° faz pay1 i¢in yeni sistem,

e 'N(w) _ N,(w)
D(w)  D(w)

Gyem' (W) =

bigiminde olur. Burada N L(w)s kompleks katsayili
polinomdur. N (w) ve D(v;/)’de w= jo yazilip reel
ve sanal klslmiarlna ayrilarak bulunan N, (jo) ve
D(jw)’i, D(jw)’nin eslenigi D" (jw) ile ¢arparak
G o (W) ‘nin  paydasimi reel katsayili polinom

yapabiliriz.

N,(jo)D'(jw) =Re{N,(jo)D’(jo)} + jIm{N,(jo)D"(jo)}



Nyquist teoremi geregi, Im{G(jw)} nin yani

Im{N (jw)D"(jw)} nin reel w’ kokleri olan gegis
noktalarmni Re{G(jw)} "de yazarak ¢ =30° faz pay1
icin Nyquist egrisinin reel ekseni kestigi yerler
bulunur. Ayrica bu gecis noktalari i¢in Teorem 1’den
hareketle gegis yonlerini bulmak igin,
Im{dG (jw)/ow} tiirevi hesaplanir ve reel w;
kokleri bu tiirevde yazilip isaret fonksiyonu alinarak
7;’ler bulunur. D(z)’in kararsiz kok sayisindan;
Uy, =2 oldugu bulunmustu.

Sonuglar asagidaki

tabloda yerlestirilerek, K, kazanglari bulunur.

W, Xi oy, K,
-0.702446 | -2.9985 | 1 |2 0<K, <0.3335
0.669795 | -2.9723 1 {3 0.3335<K,<0.3364
-0.02177 | -1.3706 1 141 03364 <K, <0.7297
0.236549 | 0.40373 | -1 | 5 0.7297< K,

K, > -2.4769
-0.42158 | 043352 | -1 | 4| -2.4769 <K, <-2.3067
1.05436 046225 | -1 | 3| -2.3067 <K, <-2.1633
-1.59176 | 0.49883 | -1 | 2| -2.1633<K,<-2.0047
8.31353 0.55802 | -1 | 1| -2.0047 <K, <-1.79205
2.86627 | 20.4603 | 1 | 0 | -1.79205 <K, <-0.0489
-2.82287 | 21.4438 | 1 | 1| -0.0489 < K,<-0.0466
- o0 -2 -0.0466 <K, <0

Tablo 2: 30° faz payi igin sistemi kapali ¢evrimde
kararli kilan oransal kazanglar

Tablo 2’den 30° faz payi igin kapali gevrim sistemini
kararli kilan kazanglar —1.79205 < K, <-0.0489 >dir.

e 70°faz payi icin :

W Xi oy, K,
-0.74048 -1.7829 1|2 0<K, <0.5609
0.633894 | -1.7404 113 0.5609 < K, <0.5746
-0.062203 | -0.9553 1 1 4] 05746 <K, <1.0468
0.133195 0.5726 1|5 1.0468 < K,
K,>-1.7465
-0.547408 | 0.74436 | -1 | 4 | -1.7465 <K, <-1.3434
0.846602 | 0.77466 | -1 | 3| -1.3434 <K, <-1.2909
-2.30488 1.37569 | -1 | 2 -1.2909< K, <-0.7269
3.36898 2.00542 | -1 | 1| -0.7269 <K, <-0.4987
3.00608 5.59506 1 (0| -0.4987 <K, <-0.17873
-2.74097 | 8.00033 1 1| -0.17873 <K, <-0.1249
- o0 -2 -0.1249<K, <0

Tablo 3: 70° faz pay igin sistemin kapali ¢evrimde
kararlilik incelemesi

Tablo 3’den 70° faz pay1 i¢in kapali ¢evrim sistemini
kararli kilan kazanglar —(.4987 < K, <-0.17873 >dir.

e 80°faz pay! icin :

W Xi | u; K,,
-0.7578 | -1.4595 112 0<K, <0.6852
0.61839 | -1.4183 113 0.6852 <K, <0.7051
-0.0765 | -0.8428 | 1 | 4| 0.7051 <K, <1.1866
0.11194 | 0.64842 | -1 | 5 1.1866 < K,

K,>-1.5422

-0.5749 | 091309 | -1 | 4| -1.5422 <K, <-1.0952
0.81028 | 0.94695 | -1 | 3| -1.0952 <K, <-1.0567

- 0 - 12 -1.0567< K, < 0

Tablo 4: 80° faz payi iin sistemin kapali ¢evrimde
kararlilik incelemesi

Tablo 4’den goriildiigii gibi 80° faz pay1 igin kapalt
¢evrim sistemini kararh kilan kazang yoktur.

4. SONUCLAR

Bu ¢alismada istenen kazang ve faz paylari igin ayrik
zamanli  sistemi kararli kilacak tim oransal
kontroldrlerin hesab: bilineer doniisiim uygulanarak
yapilmustir. Sayisal 6rnekten de goriildiigii gibi kazang
ve faz belirsizliklerine sahip ayrik zamanh bir sistemi
kararl1 kilan tiim kazanclar i¢in kapali ¢evrim sistemin
kararsiz kutubu yoktur. Istenen kazang pay1 ve faz
paytr kriterlerini ayn1 anda saglayan oransal
kontrolorleri bulmak igin her iki kriteri ayr ayr
saglayan oransal kontroldrlerin ortak kiimesi alinir.
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