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ABSTRACT

This paper presents the mathematical structure and
approximation property of fuzzy systems. Fuzzy
models, that are based on "ifithen” rules, can be
classified into two catagories: (1) Mamdani model,
(2) Takagi-Sugeno model. In this paper Takagi-
Sugeno (T-8) fuzzy model is discussed. The maip
feature of a T-S fuzzy model is to express the local
dynamics of each fiizzy rule by a linear system model.,
The overall fuzzy model of the system is achieved by
fuzzy blending of each linear system models, This
property is implemented to mass-spring-damper
tonlinear dynamic system, and T-$ model of this
System is represented. New Matlab programs
(m file) are developed for the required membership
functions. '

1. GIRIS

Bulanik  kiime teorisi, 1965 yilinda Zadeh [1]
tarafindan ortaya konulduktan sonra birgok disiplinde
uygulenma imkami bulmustur. Bulemik kiimelerin
uygulama alanlenndan biri olan dinamik sistemlerin
modelienmesi ve kontrolu bilimsel ¢evrelerden oldugu
gibi endilstriden de ilgi g8rmistr. Birgok sistem igin,
giglt dofrusal olmayan yapisindan, yiiksek derecede
belirsizlik icerdiinden veya zamanla degisen
yapisindan dolayr geleneksel modelleme teknigi
uygun olmaydbilir, Bu agidan bulamk modelleme
gliclil bir arag olarak bakilabilir. [2]

Bulamk modeller, “EGER . O HALDE" kursllan
igeren ve modeldeki degiskenler arasmda nitel iligkiler
kuran bir mantk modeli olarak  gdrillebilir,
- Hesaplama seviyesinde, bulanik modeller, karmasik
dofrusal olmayan sistemlere istenilen dogrulukta
yaklagabilen, esnek matematiksel yapilar olarak
gorilebilir, |
Bu cahgmada, ilk olarsk bulamk sistemierin
matematiksel yaptlan ele alnmug, sonra bulanik
sistemlerin  birer evremsel yaklapmor  oldupu

gosterilmigtir. Son kisimda ise 1985 yilinda T. Takagi
ve M. Sugeno tarafindan ortaya komilduktan sonra
kendi adlanyla amlan Tekagi-Sugeno (T-S) bulamk
model ve bu modele ait matematiksel yap1 sunulmug
sonra da dogrusal olmayan bir sistem T-S bulanik
modellenmistir. Modelleme, PCWIN - MATLAB
(Ver. 5.1.0.421), Simulink (Ver. 2.1) ve Fuzzy Logic
Toolbox (FLT) (Ver. 1.0.3) programlan kulianilarak
bilgisayar ortaminda gergeklenmistir. Gergekleme
esnasinda gercksinim  duyulan Oyelik fonksiyonlar:
FLT'ta bulunan standert Gyelik fonksiyonlarindan
olmadify icin  bu fonksivonlara iligkin "m file®
yazilmugtir,

2. BULANIK SISTEMLER

Bulanik sistemlerin  gok biiybk kism, EGER.
O HALDE kuralian araciliftyla tanimianmigtir. Bu
tir sistemler, “kural tabanh bulamk sistemler” ya da
kisaca “bulanik sistemler” olarak adlandinlir. Bulanik
sistemler, modelleme, veri ¢8ziimlemesi, kestirim ve
komtro! gibi farklht amaglar igin kullamlabilirler.

Saf bir bulantk sistem bulanik kural tabam ve gikarim
mekanizmasmdan olusur. Kural tabanmda, bulanik
EGER ~ O HALDE kurallan bulunur. Diger tim
bulamk sistemler de bu iki yapiya, yani bulamk kural
tabam ve ¢ikarnn mekanizmesma sahiptir. Sistemin
giris ve ekiglarmm  bulemk - kimeler olugu,
onun  mihendislik  problemlerinde kullanimini
kisitladifindan, bu problemi ¢Bzmek amaciyla kurai
tabant ve ¢ikanm mekanizmesmden olugan temel
yapiya bulandiric ve durulayict ach verilen iki birim
eklenir. Bulandiric: gergel deferli sistern girigini
bulantk kimelere ddnfstiriirken, durulayiel, tersine,
¢ilkanm mekanizmasiun Orettidi bulamk komeleri
gergel defierli sistem ¢ikigina donfigthrir. Bu tor
bulanik sistemlere iliskin blok sema Sekil-1 de
verilmigtir. [3]

Cok pirigli, tek ¢tkigh bir sisteme ait bulamk kural
tabami
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R¥:EGER x, 4 ve..vex, 4f ise
OHALDEy, 8 'dr. ¥=1,2,..M (1)

geklinde verilen M adet kuraldan olugur, (1) ifadesinde
EGER den sonraki Snerme “dncQl”, O HALDE den
sonraki Sneme ise “sonug” olarak adlandrilir, Bureda

AF ve B* sirasiyla U,cR ve VER de tammls bulamik

kiimelerdir. X = (X1, Xp, o X' € Uy x ... x Uy ve
y € V girigleri ve gikigi gBsteren dilsel degiskenlerdir.
Cok guash sistemler, tek cikigh sistemlerden elde
edilebilecepinden burada ¢ok girisli tek gikish (MISO)
sisternler ele almmagtir, [3,4)
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Sekil-1, Bir Bulanik Sistemin Yapis:

E evrensel kiimesindeki her elemanm sbz konusu bir
kiimeye ait olup olmadif1 bir karakteristik fonksiyon
jle ifade edilebilr. Bulamk kiime teorisinde
karakteristik fonksiyon, her xsE’ ye [0.I] birim
aralifinda bir defer karyi diigliren Gyelik fonksiyonuna
genellestirilmigtir,
Tamm 1: A bulamk kiimesine iligkin p, Oyelik
fonksiyonu, pa 1 E — [0,1] seklinde bir dénfigiimdr.
Tamm 2:Bir x eclemanimmn [0,1] arabifinda aldifh
dedere fiyelik derecesi ady verilir. [5]
Tanim 3: Bir A bulanik kilmesinin deste§i
supp(A) = {xeX : A(x) >0} (2)
olerak tanmmlanm.[5]
Bulandmiet, X = (X}, X2 10 %) €U gergel noktasimin,
U daki bir A’ bulauk kilmesine tasvirini saflar. Bu
tasviri en az iki olas1 segim vardnr:
1. Tekil (singleton) bulandiricr, destefi x olan ve
x'= x igin g (') =1 ve differ x'» x , x* @ U igin
1, (x) =0 geklindeki A® bulanik kilmesi tasvir eder.
2. Tekil olmayan (nonsingleton) bulandirci ise
He(x)=1 ve x° defieri x ten uzaklaghkea u,.(x')
azalan bir bulanik kilme tasvir eder.[4]
Durulayics ise V deki bir bulamk ktimeyi, ye V' gergel
noktasina tasvir eder, Afrlik Merkezi durulayicisinda
bir B bulanik kiimesinin bu tasvir sonucundaki degeri
yeYcR

1{ yB(y)dy
BOMY
Y

ifadesi yardumyla bulunur. Bu durulayicmmm bu

bicimde adlandmimasimn nedeni aslinda bulamk
imeye iligkin tiyelik fonksiyonun belirledigi

y'= (3}

bblgenin agirhik merkezini
ka

B’ nin M tane bulanik kitmenin birlegimi oldufiunu
diistinelim. Her bir bulamk kiimenin yikseklifini wy
ile gbsterelim. y * Ise k* inci bulamk kilmenin
merkezi olsun. Merkez Ortalama durulayict B bulamk
kdmesini

bulmasmdan

M

P wk
cn k=l
¥ M
lek

@

k
ifadesi yardimiyls y* durulanmug deferine donlgtiiven
bir diger durulayicn tirQidlr.  Literatfirde bu
durulayicilardan  bagka birgok durulayicr tirit de
meveuttur. (3-5]

Bulamik gikarun mekanizmas: bulamk kural tabaninda
bulunan  bulamk EGER - O HALDE kurallan
yardimiyla X giris uzayndan segilen bir A bulamk
kitmesini Y gikis uzayinda bir B bulamk kimesine
donfistiiren birimdir, R® , XxY de bir bulamk bagmt
olsun ve (1) ile temsil edilsin yani

RW: Afx.x 4t ->B*

olsun, Burada

A X % AE (R Ry s K= AL (K1) % % A (XD,
« iglemi bir bulamk kesigimi belirtmek fzere
X =X, % ... x Xy" de bir bulantk bagmt olarak ifade
edilir, “—>" sembolil ise bir bulamk gerektirme
baglacim temsil etmektedir M tane kuralm
(bagmtinin) var cldugum varsayalim ve bunlan tek
bir bagint: ile ifade etmeye ¢alsalm. Bilegke gikarm

" kurah

QM=U R®
#el

=Rx,y) @ .. @ RMxy) (5
olarak yazilabilir, burada “@ " semboldl bir bulamk
birlegimi ifede etmektedir. (5) ifadesi Mamdani
kombinasyonu olarak bilinir.
A, X den segilen bir bulamk kfime ve bir bulamk
cikarm mekanizmasimn girigi olsun. Qu tek bir
bulanik “EGER —~ O HALDE” kurali olarsk grerek
bulamk g¢ikarm mekanizmasmm ¢kt Mamdani

kombinasyonu kullamlidif dirumda

Bly) = sup i(A(), Qulx, ) Q)
olarak elde edilir.[4]
Carpimsal Cikarim  mekanizmasinda  kurallarm

bilegkesi birlesim iglemi ile elde edilin. Dayandifa
bulanik gerektime fonksiyonu Mamdani® nin garpim
gerektirme fonksiyonudur. Bir kural
EGER <Ki>. O HALDE <KZ> (8)
bigiminde verilmig olsun. Burada K1 genel olarak
X=Xy xwxXyde, K2ise Y=Y, x..xY,de
tanimlanmis bulanik bagntilar olsunlar, x, X* den y de
Y’ den segilmis iki degigken olmak tizere Mamdani
carpum gerektirme fonksiyonu su gekilde tanmmlamr:
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(8) biciminde verilen bir bulanik kural XxY* de Qup
bulamk bafmtism ile ifade edilir ve iligkin niyelik

fonksiyonu

Que(x, y) = K1(x) - K2(y) 9
ile gosterilirse Mamdani ¢arpm bulamk gerektirmesi
admu alir.
Carpimsal bulanik ¢ikarim mekanizmasinda bulanik
kesigsim fonksiyonu olarak cebirsel carpim, bulamk
birlegim fonksiyonu olarak ise max operatBri
kullanilr,  Bumlar 1pfnda  ¢arpimsal  gikanim
mekanizmas;

BoYymax (s [ A, [[ 4GB0 1} 10)
-3 4 =]
ile ifade edilir. [4]

3. BiIR DOGRUSAL OLMAYAN
DONUSOM  OLARAK  BULANIK .
SISTEMLER

Bulandmici, durulayil ve ¢ikanm  mekanizmasi
birimleri igin 6ngoriilen yOntemlerin  gegitliligi
bunlarm kombinasyonlant sayisi kadar bulamk
sistemin varlifn anlamma gelir. Ote yandan bulank
kural tabanmdaki Gyelik fonksiyonlanmn segiminde
de bir gok segenegin olusu bu sayryr daha da
arttrmaktadir. Bazi bulamk sistemler karar vermede
kullammma uygun jken kapahi gevrimli kontrolde
kullanigl olmamaktedir, Bunun nedenini
anlayabilmek igin bulamk sistemin matematikse]
ifadesinin buhmmas: gerekir. Bu amagla bir bulanik
sisteme iligkin matematiksel‘ifadeyi bulalim,

Tantm 4: Normal bulamk kiime, fyelik degerinin en
az bir x elemam igin bire et oldugu kiimedir, [5)

(1) 'de verilen B* bulamk kitmesi normal ve y“
merkezli olsun. Bulanik kural tabani (1) bigiminde
verilen, carpimsal qikenm  mekanizmali,  tekil
bulandmcih ve merkez ortalama durulayicili bulamk
sisten

-
>y J[4ey
fy=l an

pI | EAED)

kol je]

matematikse! ifadesi ile temsil edilir.  Burada
x € X ¢ R" bulanik sistemin girisini, f{x) ¢ Y c R
ise sisternin qikigmt g8stermektedir.[4]

Bir ¢ok uygulamada amag, istenilen kontrol ya da
karera yine istenilen bir dogrulukla yaklasabilen bir
bulamk sistem taserlamsktir. Bilindigi gibi bu kontrol
ya da karar, bulanik sisteme iligkin girig ¢tkis uzaylar
arasmda  ¢egitli  fonksiyonlarla ifede  edilebilir.
Tasarimda amag istenilen kontrol ya da Kkarara
istenilen dofrulukla yeklagabilen bir fonksiyon
bulmaknir, bu ise maternatikte yaklagim teorisi olarak
adlandmilan konunun kepsamma girmektedir. Burada
iki soru hemen belirir ki bunlar, yukaridaki beklentiyi
kergilayacak bir dénfiglmiin  varlg  ve elde
edilebilirlik problemleridir.

L)
al

Bulanik sistem teorisi ve uygulamalan gok ilerlemis
olsa da bulemk sistemlerin  yaklasm teorisi
konusundaki caligmalar, yapay sinir aglarmn
yaklagim dzelliklerinin incelenmesi bulamk kiimelerle
ufreganlan  cesaretlendirene dek bu  ilerlemenin
gerisinde kalmigt. Bazi aragtrmacilar[6-9] bulamk
sistemlerin yaklagim problemini ele aldilar ve bazm
bulamk sistemler igin evrensel yakinsama 8zelligi ad
verilen Ozellifi gosterdiler, Bu 8zellik, kompakt bir
kilme tzerinde tammlanmig herhangi bir strekli
fonksiyona istenilen dogruluk derecesini gbzeten bir
bulantk sistemle yaklagilabilecegini sBylemekteydi.[3)
Teorem 1: (Evrensel Yaklasim) X evrense] kiimesi,
R" de kompakt bir kime olsun. X' de verilen reel
degerli g(x) sfirekli fonksiyonu ve bir >0 i¢in

at e(]. o €. @) ve ¥, 7 R olmak fizere

Af P _ok
Y5 [ ot o2
f( x)= k=l 1=l o
=

i[ = X, =X

(12)
a; exp(~(~——)")]

&
kn) el o,
bigiminde bir f{x) fonkstyonu vardir, Syle ki

sup If(x)-g(x)<s

ifadesi gegerlidir, [4]

Burada f{x) tekil bulandirtcily, g¢arpimsal g¢ikarm
mekanizmah, merkez ortalama durulayicili ve Gauss
bigimli tiyelik fonksiyonlan fle donatitms bir bulanik
sistemi g8stermektedir. Ashnda bu teoremin tantimn
arkasinda Stone-Weigrstrass Teoremi yatmaktadir,[4]
Teorem 1 herhangi bir fonksiyona istenilen dogrulukla
yaklasabilen (12) vyapisinda bir bulamk sistemin
varlifint  ortaya koyarken bu sistemin nasil
bulunabilecegi konusunda bir ey sBylememektedir,

4. SISTEMLERIN TAKAGI-SUGENC

MODELLENMESI
Bulamik yaklagim teorisi ve bulanik sistem modelleme
konulan birbirlerine kosut olarak geligmektedir.
Ozellikle bulamk kontrol sistemlerinde bulanik
kontroldriin ~ bulamik  kural tabanmnm  uzman
deneyimlerine deysnarek  olugturulmasi, boylece
kontrol edilecek sistemin matematiksel modelinin
dikkate alinmamasi ve hatta kararlhfin gozardh
edilmesi birgok basanil: mhendislik uygulamalaring
raimen bu konunun elegtirilmesine neden olmugtur.
Bu elegtirilere kargilik bir gok aragtumaci bulamk
yaklagim teorisi ve bulamk sistem modelleme
konulanyla ugragarak bu konunun  bagarih
mbhendislik uygnlamalanm matematik  eksends
agiklama yolunu segmiglerdir, Bu ¢aligmalar sonunda
aragirmacilann  adlartyla amlan balamk modeller
ortaya gikmig ve kullamilir olmugtur. Bunlar arasinda
Onde gelen modellerden biri Takagi ve Sugeno
tarafindan 1985 yilinda onerilmig ve kendi adlarryla
amlir olmugtur. [11)Bu modelin bulanik kural tabam
EGER x;. A) ve... ve x,, A, ise

O HALDE y = pg + po X{ ... + Pg Xq

(13)

(15)
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bigiminde kurallaria domatdnngtir. Bunlar, (1)’ de
verilen kurallardan farkhh olarak sonug Onerme
kisiminda bulanik kitmeler yerine dogrusal denklemler
barmdmmaktadilar, Belirsiz sistemi tammlamada ¢ok
baganli olmasi ve bunu az sayida kuralla bagarmasi
yanmda model tabanh kontrol uygulamalars icin son
derece uygundur. [2]

Takagi-Sugeno (T-S) modelinin en belirleyici dzellifi,
her bulamk kuwalm 6ncliliindeki degiskenlerin
sistemin durumlan olmas) halinde, sisteme ait yerel
dinamikleri dofirusal sistem modeli ile vermesidir.
Ttm sisteme ait bulamk model, dofirusal sistem
modellerinin  bulamk olarak *harmanlanmasmdan”™
olusur. [12]Bu sekilde olusan T-S bulamk sistemi
stirekli sistemler igin agafidaki yapidadir:

Kural i: EGER x,(t) Mj; .... ve x,(t) Mj; ise

O HALDE x(t)= A x{t) + Bul(t)
(=[O 50 .. x,0]

o' ()= @) wy @) o u, )
i=12,..,1ver ise EGER - O HALDE kurallarinmn
sayisidir.  Ayrica, x,(t) bulanik 8nctll degigkenler, My

bulanik kiimeler ve  x(f)= 4,x(f) + B,u(t)

kural ¢ikagtdir.
Verilen (x(t), u(t)) giftleriyle sonug bulamk s|stem
modeli,

(i4)

ise {"inci

Y w4 + Bun)
x(r)=-"=

- (15)
PRACO)

tal

=Y B GONA )+ Buln)}

olmak fizere tekil bulanduma, carpim  gikarim
mekanizmas: ve agirlik merkezi durulama ybntemi ile
bulunur, Burada,

£
w,xn=] [M, =, @)

4al

(16)

(17
w; (x(1))

Zw, (x(e)

[
dir. My(x(1)), /() nin My de ki Oyelik derecesi olup
burada her t igin

h,(x(0)= (18}

zw,(x(r))w 12, et
oldugu kabul ed:hmshr Béoylece her tigin
Z" (x() =1

=]
olur. hix(1)), EGER-O HALDE kurallarimn normalize
edilmis agirhifn olarak gbriilebilir ve hi{x(t)) lerin
sistern  durumlarmin  birer dofrusal  olmayan
fonksiyonu oldugu unutulmamalidir.[11-13]

w(x(1) =0 ;

h,(x(t)z0 ; 4=12, ...,1

5. KUTLE-YAY-SURTUNME SISTEMIN
T-S MODELLENMESI
Burada, dnceki bolilmde matematiksel yamsi ortaya
konan T-S bulanik modellemeye ait bir uygulama
ele almacaktr. Bu amagla ele ahnan dofrusal
oimayan sistem Omegi olan kiitle-yay-sirtiinme
mekanik sistemi [14] Sekil-2 ‘de  gOsterilmigtir,
Sisteme ait matematiksel model

M x+ g(x, x)+ f(x)=u {19)
olarak elde edilir, (19) ifedesinde, M kiltleyi, u
uygulanan kuvveti, f(x) yaya baBh dofrusal

olmayan terimi, g(x,;)ise stirtinmeye iligkin terimi
gostermektedir. (19) ile modellenen sistemde,

g(x. %)= Dic,x+e, e flR)=cxtex’  (20)
oldugunu ve bunlara ek olarak xe [-a 4] oldugumu

da kabul edelim. (20) ifadesindeki parametreler ise
agaitdaki gibi olsun.

M=10., D=10,a=2

e=0 01, c:=0.1, c;=001, ¢,~0.75

I

M — - -
,L d

K

. % D

C |
Sekil-2. Kitle-Yay-Siirtinme Sistemni

Bu durumda (19) ile verilen ifade tekrar yazihrsa

F=-01x-0.11x-0.755" +u @n
elde edilir. Bu ifedede —0.75x° dogrusal olmayan
terimdir. Bu terimin ait grafik x[~2 2] arabgmdaki
degtisimi Sekil-3 te gsterilmistir.

Sekil-3. Bir sektor igine sikigurian —0.75x terimi

Sekilden de anlas:labllecegi gibi dofirusal olmayan
terim bir sektbr igine sikighrlabilir, bu durumda

—3x<-0.75x <0.x xz0 22)
0.x £ ~0.75x> < ~3x x<0

yazlabilir. Buradan,
-0.75x = M, 0x~(1-M,).3x (23)
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ifadesi elde edilir.

(23) denklemi gbzilldfiginde
(1)

MI(IU))=I"'-—4-—' 24)

M (x(0) = 1= M, (x(0)) = "'4(” 25)

elde edilir. (24) ve {25) ifadelerinden elde edilen M,
ve M; fyelik fonksiyonlandw. FLT igerisinde yer
almayan ve standart Oyelik fonksiyonu olmayan
parubol yapisina sahip bu fonksiyonlara olan ihtiyag
iki “m file"programlarinm Matlab altinda yaziimastyla
giderilmigtir. [14] Dilsel olarak ise M, ile *|xj kitik™
ve M, ile "|x] bliylk” ifede edilmektedir., Bu durum
Sekil-4 *te gdsterilmigitir.

Sekil-4. M, ve M, tyelik fonksiyonlan

Elde edilen tim bu veriler igigmda (19) ile ele alinan
sistemin T-S bulamk modeli iki kural ile elde
edilebilir. _
Kural 1: EGER [x| kitgiik ise

OHALDE %=~0.12~0.1]x+2
Kural 2: EGER |x| biiyik ise

- L]
O HALDE X==0lx-3.11x+u

1'50 2 & B0 8 100 120
Sekil-5. Sistem ¢ikigt (konum)

Sistem, Fuzzy Logic Toolbox yarduni ile modellenir
ve Matlab-Simulink programiyla da, x, =[-1.5 0]
baglangie kogullari igin gergeklenirse Sekil-S de
ghsterilen gikig elde edilir,

(21) ile ifade edilen dogrusal olmayan sistemin,
Simulink  programwmda  bloklar  olugturularek
gergeklendiginde elde edilen gikip (x) ile Sekil-5 'te
elde edilen gikaig (x,) gbz dniine alindifinda

maxjx - x | =0.6439x10™"* oldugu goralr.

6. SONUCLAR

Bu caligmada, matamatiksel yapilan ortaya konan
bulanik sistemlerin birer dofrusal olmayen ddntgim
oldugu gdsterilmigtir. Evrensel Yaklagim teoremi ile
herthangi bir fonksiyona istenilen dofirulukts
yaklagabilen bir bulamk sistemin verlifn oraya
konmugtur. Takagi-Sugeno bulamk mode! ise bu tiir
bir bulamk sistemin bulunmasinda kullamlmistir, Bu
amagla kiltle-yay-sirtiinme dinamik modeli ¢le
almmiy ve modeldeki dofirusal olmayan terimin bir
sektdr igine sikigtirilmas) yBmtemi ile bu sisteme ait
T-S bulank modet ortaya konmugtur. Bulanik model
ve Simulink ile elde edilen sistem modelin drtgtisn
gorilmistir.
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