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Ozet

Bu ¢alismada tanim uzayr (domeyn) degiskeni ile degisen sira-
dan dogrusal sistemlerin analitik olarak ¢oziilebilir olmast igin
yeni bir siniflandirma tanimi yapilmigtir. Onerilen yeni dinamik
sistem swnifi icin uygun doniistimlerin elde edilmesi ve ¢oziilme-
si yontemi agiklanmistir. Her ne kadar zamanla degigen birinci
derece swradan dogrusal sistemlere ait denklemlerin ¢oziilebil-
mesi gérece olasi olsa da ikinci ve daha iist dereceli sistemler-
de matematiksel modelin ancak belli ve simirli 6zelliklere sahip
olmast durumunda ¢oziimleri bulunabiliv. Bu tiir sistemlerin
¢oziilebilir olmasi, uygun doniisiimler uygulanarak sistemlerin
tanim uzay degiskeni ile degismeyen sabit katsayili sistemlere
doniisebiliyor olmas ile iliskilidir. Bu giine kadar yapilan ¢a-
lismalarda ézdegerleri belli 6zellikler tagiyan sistemlerin ¢ozii-
lebilir oldugu gosterilmistir.

Dinamik siradan sistemin analitik olarak ¢éziilebilir oldugu-
nun belirlenmesi sistemin ozdegerlerinin yapisi ile dogrudan
iligkilidir. Biitiin bu tammlar siradan diferansiyel denklemlere
doniisebilen pargali diferansiyel denklemler igin de gecerlidir.
Bu ¢alismada, 6zdegerlerden yola ¢ikilarak yeni bir ¢oziilebilir
grup tamitilmigtir.

Anahtar kelimeler: tanim uzay: degiskeni ile degisen, zamanla
degisen sistemler, siradan dogrusal sistemler.

Abstract

In this study, the new solvable class of ordinary linear domain
varying system is presented. The transformation method for
proposed class of domain varying systems into domain inde-
pendent systems is given. Although the solution of the first order
linear or nonlinear ordinary dynamic systems is possible if they
have some specific features, second or higher order ordinary
domain varying linear differential equations can be solved if
they have only very specific characteristics and conditions.
Solvability of the domain varying systems are dependent on if
the possible transformation matrices can be found to transform
such systems into domain invariant form or not. In litearature,
only very limited form of the domain varying linear system
solutions are presented. The solvability of ordinary dynamic
systems depends on the eigenvalues of the systems. The method

presented here is also valid for the solution of the partial dif-

ferential systems which can be transformed into ordinary form

using separation of variable method.

In this study, a new class of solvable dynamic systems is pre-
sented owing to the eigenvalues of the system.

Keywords: domain varying systems, time varying systems, or-
dinary linear systems

1. Giris

Tanim kiimesi degiskeni ile degisen veya degismeyen n boyutlu
siradan dogrusal sistemler, giris-¢ikis iligkisini veren n dereceli
bir siradan dogrusal diferansiyel denklem ile modellenmekte-
dir. Diferansiyel modelin katsayilarinin ve dolayisiyla 6zde-
gerlerinin bazi 6zelliklere sahip olmasi, matematiksel modelin
analitik olarak ¢oziilebilir olmasi ile dogrudan iliskilidir. Kat-
sayilarin sabit (tanim kiimesinden bagimsiz) olmasi sistemin
belirli aralikta ¢oziilebilir olmasint (Laplace gibi yontemlerle)
saglar. Ancak katsayilarin tanim kiimesi degiskenine bagl ol-
masi, sistemin analitik ¢oziimiiniin bulunabilir olmasimnin bazi
on sartlara bagli olmasina sebep olur.

Sistem modellemesinde giris-¢ikis iligkisini veren n derece-
li siradan dogrusal denklem yerine, bazi durum degiskenleri
iretilerek, birinci dereceli ve birbiri ile iligkili n tane siradan
diferansiyel denklem tanimlanmasi sistem kullanimini ¢esitlen-
dirdigi i¢in tercih edilmektedir. Bu tiir sistemlerde ¢dziim her
bir durum degiskeni igin elde edilebildiginden ¢ikis degerinin
degisik durum degiskeni uglarindan alinmasiyla kullanim ¢esit-
liligi saglanabilmektedir. Bu nedenle, tanim kiimesi degiskeni
ile degisen (bu caligmada bundan sonra tanim kiimesi olarak
zaman) n boyutlu birinci dereceli siradan dogrusal sistemler

x

A | ¢

+B(®)| (1)
X

esitligi ile tanimlanabilir. Burada durum degiskenlerini, durum
degiskeninin zamana gore tlirevini, nxn boyutlu A(t) ve nxm
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boyutlu B(t) katsay1 vektorlerini ifade etmektedir. A(t) ve B(t)
vektorlerinin elemanlar1 devre elemanlar: ile dogrudan iligki-
lidir ve devre elemanlarinin ug iliskilerinin zamana bagli olup
olmamalar1 tiim sistemin zamana bagli olup olmamasi sonucu-
nu ortaya cikartir. Zamanla degisen kapasite, direng, bobin, ka-
zang gibi degerler zamanla degisen sistem modelleri ile sonug-
lanir. Zamanla degismeyen (sabit katsayili) sistemlerin kolay
ve genel bir ¢6ziimii mevcuttur ve sisteme giris uygulanmadigt
(u(t)=0 iken), yani homojen zamanla degismeyen sistemler i¢in
A(t)=A oldugundan ¢dziim

x(t) = eAttlx(ty) 2)

olarak tanimlanir [1]. Ancak A matrisinin zamanla degisiyor
olmas1 durumunda esitlik (2)’de verilen ¢dziim gegerli degildir.
Bu durumda analitik ¢dziimiin var olmasi, sistemin zamanla
degismeyen sabit katsayili sisteme doniistiiriilebiliyor olmasi
ile olasidir. Zamanla degisen sistemlerin zamanla degigsmeyen
sistemlere doniistimiinii saglayan genel bir doniistim yontemi
bu giine kadar ispatlanamamistir ve yalnizca bazi 6zel durumlar
icin doniigiim matrisleri tanimlanabilmektedir [2].

Eger sistem matrisi A(t) sabit elemanli olmamakla birlikte sa-
bit 6zdegerli bir matris ise zamanla degigen sistem sinifi olarak
tanimlanir ve

iliskisini saglayan matrisi [3] ile olusan

T(t) = et “4)

doniisiim matrisi

x(8) = T()z(t) (5)
bagmtist ile zamanla degisen X(t) = A(t)x(t) sistemini za-
manla degismeyen

z(t) = Az(¢t) (6)

sistemine doniistiiriir ve doniigtliriilmiis sistemin ¢ozimii

2(t) = LY sI — A]™Y z(ty) = eAt—t)z(ty) 7

oldugundan [4], bulunan z(t) ¢oziimii ayn1 doniisiim matrisi
(T(t)) ile x(t) sistemine geri doniistiiriiliir ve

x(t) = T(D)z(t) = etrteAtetto x(t,) (®)

olarak elde edilir.

Eger x(t) = A(t)x(t) sisteminin 6zdegerleri sabit degil ise,
Ozdegerler arasinda bulunabilecek baska iligkiler doniistim mat-
risinin bulunmasina yardimei olabilir. Ornegin, eger A(t) mat-
risinin 6zdegerleri herhangi bir siirekli zaman fonksiyonunun
sabit katlar1 ise bu tip sistemler icin (ApSinift)

_AW®)  R®A®)

MAW) —ADA =0~ n ©)

iliskisini saglayan sabit elemanli matrisi bulmak miimkiindiir
[2,3]. Builiskide h(t) 6zdegerlerin taban fonksiyonudur ve 6z

22

degerler pq = ¢ h(t) ...ty = cyh(t) seklindedir. Bu smi-
fa giren sistemlerin doniislim matrisi

() = o1 Sy ) AK (10)

olarak tanimlanir. x(t) = T(t)z(t) doénisimi sistemi za-
manla degismeyen sisteme doniistiireceginden ¢oziim A sinifi
sistemlerde oldugu gibi elde edilir.

Eger zamanla degisen dogrusal sistemin 6zdegerleri bu iki
ozelligi de (sabit veya bir fonksiyonun kat1) tasimiyorsa, o sis-
temin ¢Oziimiini saglayacak doniisiim matrisinin bulunmasini
saglayan genel bir yontem olmadigindan, en iyimser yaklagim-
la, sanslh bir deneme yanilma girisiminin

A=T Y OADTE) — T () T(t) 1n

denklemini saglamasi beklenir [2].

2. Yeni Bir Coziilebilirlik Sarti

Zamanla degisen sistemlerin modellenmesinde kullanilan yak-
lasim A(t) matrisinin yapisim degistirebilir ancak sistemin 6z-
degerlerini degistirmez. A(t) nin yapisim degistiren kanonik
gerceklestirme yontemleri ile aym 6zdegerler igin A(t) degi-
sik sekillerde yazilabilir [5,6].

Sistemimizin 6zdegerleri A; ve Ay smiflari igin gereken 6zel-
likleri tagimiyor ancak

=tk t—1ve u, =tF14+1 (12)

seklinde ise bu 6zdegerlere sahip ikinci derece sistemin durum-
uzay denklemi

X1 _ [t t—¢ 1 ] [xl]

[562] - [—tZ +1 el (13)
seklinde yazilabilir. Bu sistemdeki A(t) matrisinin girdileri
k’ninc1 dereceden polinomlar igermektedir. Ancak 6z degerleri

(12) denklemini saglar. Bu sistemi (5)’te verilen doniisiim ile
zamanla degigsmeyen sisteme doniistiiren doniigiim matrisi

T(t) = et/ [1 (1)] (14)

olarak onerilmektedir. Bu doniisiim ile tanimlanan zamanla de-
gisen sistemin her hangi bir k igin (k=1,2,...) A zamanla degis-
meyen sisteme doniistirmektedir ve her k igin

0 1

4= 1o o

olarak elde edilmektedir. Bu déniigiim uygulanarak elde edilen
z(t) = Az(t) sisteminin ¢oziimii ters doniisiim uygulanarak,
zamanla degisen sistemin ¢oziimil

x(t) = T()eAt=IT1(t)x(t,) (15)

olarak elde edilir.
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3. Ornek

ikinci derece zamanla degisen dogrusal sistemin isaret akis di-
yagrami Sekil.1’de gosterildigi sekilde ise,

Sekil 1: Tkinci dereceden zamanla degisen sistem

sistemin giris-¢ikis iliskisini veren ikinci derece diferansiyel
denklem

B () — 2630, (1) + (t° — Dy, = (t° — Dy, (16)

seklinde olur. Sistemin durum-uzay taniminin tek yapili (homo-

jen) karsilig1 ise

[551(0]:[ t3—t 1 ] [x1(t) (17)
O] 1-t2+1 -2+ 1 1x(0)

seklinde yazilir. Sistemin ozdegerleri ve py =t3—1 ve
Uy = t3 + 1°dir ve (12)’de verilen sarti saglamaktadir. Za-
manla degisen 6rnek sistemin sabit katsayili sisteme doniistii-
riilmesi igin

o= 1

doniisiim matrisi kullanilir ve doniisen sistemin matematiksel
modeli

#(t) = Az(t) = [8 (1) ()

ve z(t) igin ¢oziim eA(=t)z(¢,) olur. Bu ¢oziime ters donii-
sim uygulandiginda, baslangi¢ an1 £y = 0 ve baslangi¢ degeri

x(ty) = X, alindiginda

x(t) = @(t,0)xy = T(£)eAt=0T(0) 1x,

:E tzi-l] o

sonucu elde edilmektedir.

Gonderim Tarihi: 06.01.2017, Kabul Tarihi: 15.03.2017

Sistemin girisi de hesaba katildiginda giris ile ¢ikis arasindaki
genel ¢6ziimii veren denklem

7(0) = COPE O +CO) [ @6 DB@v @ +D(O
0

seklinde elde edilir. Burada C ve D, sirastyla durum degiskenle-
rini ve girdiyi ¢iks ile iligkilendiren matrislerdir.

4. Sonuc¢

Tanim kiimesi degiskeni ile degismeyen siradan dogrusal sis-
temlerin timi i¢in analitik ¢oziim yontemi mevcuttur. Ancak
tanim kiimesi degiskeni ile (genellikle zaman) degisen siradan
dogrusal sistemlerin tiimii i¢in gegerli olan genel bir analitik ¢6-
ziim heniiz tanimlanamamistir. Bu nedenle, matematiksel mo-
deli, olusturulan her zamanla degisen siradan dogrusal sistem-
ler igin farkli ve o sisteme 6zel doniisiim matrisinin bulunmasi
zorunlulugu vardir. Bulunan doniisiim matrisi sistemi zamanla
degismeyen bir sisteme doniistiirebilecegi gibi, analitik ¢6ziimi
bilinen bir smifa da doniistiirebilir. Ancak ideal olan bu doénii-
stim ile sistemin kolay ¢oziilebilen sabit katsayili bir sisteme
doniistiiriilebilmesidir.

Bu ¢alismada 6zdegerleri (12) numarali denklemde verilen se-
kilde olan sistemler i¢in uygun bir doniisiim matrisi ve anali-
tik bir ¢6ziim yontemi Onerilmistir. Donilisiim matrisi, sistemi,
zamanla degigsmeyen dogrusal bir sisteme doniistiirmektedir ve
¢ozlim bilinen yontemlerle kolaylikla elde edilmektedir.
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