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ABSTRACT

This paper addresses the problem of dynamic ouiput
Jeedback robust H ., optimal control with regianal
pole constraints. The problem can be formulated a
optimization problem involving IMI, Lineer Matrix
Inequalities.The main purpose of the robust optimal
control problem is to minimize H,, norm of the the
closed loop transfer function matrix under regional
Dpole constraints,

1. GiRiS

H_  optimal kontrol sistemlerinin amaliz ve
tasarimidayamklt  kerarhlik  (robust  stability)
probleminin ¢8ziimtnde dnem tagimaktadir. Ele alinan
kontrol edilen sistem igin H, seatez probleminde
amag, dig giriglerden kontrol edilen gikiglara enerji
transferini  minimize edecek bir  kontrolér
tasarlamaktr.  Onemli kontrol problemlerinin gogu

H, sentez probleminin aligilmis genel yapisina
dondgtilritlerek  ¢Bzilebilir, H, teknikleri

dayamikhlik  (robustness) agismdan  H, kontrol
yOntemlerine kiyasla bozuculara karsi daha iyi
dayamiklihk saglar

Modem kontrol sistemleri tasarmminda gerekli pratik
ezelliklerden birisi, kapali cevrim kontrol sisteminin
gegici ve stirekli hal davramglandr. Zamen tanim
bblgesi performans &dzelliklerinden kapali ¢evrim
sisteminin  sifir ve kutuplarmm - sol yarm s
dozlemindeki yeriyle belirlenir ve etkilenir. Kararlilik
yanmda, istenilen bir performans, kapal! evrim
kutuplarr kompleks dizlemde verilen bir bolgeye
atamayla saflanir. Bunun igin de yapilmas) gereken
dayaniklt kutup atama tasanmidi. Bu tasarumda,
kepalt gevrim sisteminin kutuplarmmn bblgese) veri
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H . Optimal Kontrol, Bélgesel Kutup Atama

Uzetinde bazt Kkistlamalann  komuimesi amagtr,
Kapali gevrim sistemlerinin atanacak kutuplan igin so
yar1 kompleks dilzlemde segilen bslgeler, gegici cevap
karakteristikleri  igin  bir  gdsterge  olarak
degerlendirilir. Bu ylizden kapah ¢evrim kutuplan
lzerine bazi kisitlamalar getirmek gereklidir. Istenilen
kisitlama bolgesi D, birkag matris egitsizlikleriyle
gosterilebilir [7). Bazi durumlarda kutup atama
bolgesi D secilen birkag balgenin arakesiti olabilir,
Bu LMI bélgeleri, sz konusu kontrol problemierinin
birgok pratik gereksinimlerini karsilar. Bu konuda
gofu mekaleler kutup atama problemini durum
geribeslemesi yaparak incelemigtir. Bu ¢aligmada ise
dinamik qikis geribeslemesi altinda bolgesel kutup
atama gergeklegtirilmiy ve dayanikh optimal
blgutleride saglanmistir.

Lineer Matris Esitsizlikleri (LMI'lar) kapah gevrim
sistemi GOzerinde birkag kisitlamay: bir arada
kullanmada dzha gok esneklik safilar. Bu sebeple,
b8lgesel kutup kistlamah H, kontrol sentezi
LMI'larla ifads - edilen konveks bir optimizasyon
problemi olarak formiile edilebilir. LMI tekniklerinin
s6z edilen bu avantajlarmdan  dolwys, konwrol
problemlerinde LMI yaklagimlan, aragtumactlar
tarafindan son yillarda gok Gnemli bulunmaktadir
[11].]12].

2. DAYANIKLI (ROBUST) H

OPTIMAL KONTROL

Genel H, optimal kontrol problemine iliskin blok
diyagram: Sekil 1| de verilmistin Bu blok
diyagraminda: w dis giriy vektérind, u girig kontrol
vektoriini, P kontrol edilen sistemi igeren Planty, z ve
y sirastyla kontrol edilen biiytiklilklere ve 6l¢filebilen
bayaklitklere iligkin cikig vektbrlerini ve K da qikig
geribeslemeli kontroldrii gosterir.

-]
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Sekil 1. H,. Optimal Kontrol preblemine iligkin
genel bir kapal gevrim kontrol sisteminin blok
diyagrami
Plant ve kontroldrin durum uzayr denklemleri ve
matrisel ghsterimleri agapida verilmigtir, -

Plant P:
X=Ax+Bw+Byu
z=Cx+D;w+D,u
y=C,x+D,w+D,u

Kontrol8r K.

ik =Akxk +Bky

uBCkxk+Dky 2)
w vektdr giriglerinden z vektdrd qikislamna iligkin

kapah gevrim kontrol sisteminin transfer fonksiyon
matrisi ise,

T,w:

(1)

Xg=A X, +B,w

z=C x,+D,w

olarak tamimlanir,

Dayanikh optimal kontrolda H. ~norm kisrtlamast,
kapali ¢evrim kontrel sisteminin H. performansm
ifade eder. Sistemin dayamkli kararlilik (robust
stability) derecesini belirleyen bir kararlilik lgtitirdar.
Kutup atama kisitlamas: ise kapal: ¢evrim kutuplarmnmn
sistemden beklenen gegici cevaplarm da kargtlayacak
bir LMI kararhlik bBlgesine atanmasim saglar, Bu
tasarm  kisitlamalarmim LM ‘larla ifade edilmesi
mimkiindiir,

Kontrol edilmek istenen sistem, smurh boyutiu fineer
zamanla degismeyen (LTI} bir sistemdir ve transfer
fonksiyon matrisi,

P(S) = DII DII

_ [Dn Dn]+ [g: ](sl -A)"[B, B,]

3

3s8

olarak yazilabilir,

boyutlu matrislerdir.
Kontrol problemine Lineer Matris Egitsizlii (LMI)
yaklagimmdaki varsaymmlar en fazla ikiyi gegmez.
Simirh boyutlu bir LTI sistemi igin, gerekli olan bu
varsayimlar asagida verilmigtir.

1) (A,B.Cs) kararhlagtnlabilir ve denetlenebilir
olmaldir,

2} D=0 basitlik agisindan almabilir ancak zorunlu

degitdir. [7].[11]
Tasanmdaki amag ise, dinamik gikig geribeslemesi

u=K(s)y halinde H, kontrolSrintin asafida verilen

amag olgill ve kisrtlamalar altnda optimal olarak
belirlenmesidir.
Performans dlgitd,

J= [lT-'-"' [qu
olarak tanymlanir. Bu amag 8lgtit, 1) H ,  kararhilik
dlgiitiing belirleyen [T, [, <v esitsizlik kisitlamas

(v kisnlamasi),

2- Sol yarim s bdlgelerine bblgesel kutup yerlegtirme
kisitlamasa,

altinda minimize edilir.

ifedelerdeki matrisler uygun

Dayamkli kontrola jligkin Yardime: Teorem:
AB.C.D uygun boyutlu, sabit elemanlt matrisler
olsun, Bu durumda agadidaki ifadeler egdegerdir.

i) A kararli bir matris ise

T nﬂC(sI—-A)"lB-l- DIL <y (5
dir.
if} Asagidaki Linegr Matris Egitsizlifini (LMD)

'yi saglayan
AGX g+ Xydy XaBy C
8lx, A ART)

; 6
D, —yi

Cy
simetrik bir X>0 matrisi vardrr,
Bu yardimct teorem kullamlarak, Sekil 1 ‘de verilen
kapali gevrim Kontro! sisteminin Ty, transfer matrisine
iligkin (Ag, By, Cy ve D) parametre matrisleri
belirlenebilir. Boylece de, (i) deki matris egitsizligini
saplayan simetrik X >0 ve Xy ER™ ™% matrisinin -
bultmmas: ile k. mertebeden y optimale yakm
kontrolorler belirlenmig olur.
Burada A;, By, C; ve Dy, kontrol@r parametreleri olmak

uzere



A+B,D,C, B,C,
a7 BC, A

B, + B,D,D,,
d B,.Dy,
(M
Cy=[C,+DpDC, D]

Dc! =l1-‘)121)&1)21
dir,
Bélgesel Kutup Atama Kisttlamasmm LMI ‘larla
modellenmesi;
Bir kapall gevrim kontrol kutuplermin asafida
tanmmlanan LMI bélgesi icinde olmas,

D=g&C:L+Mz+MTz <0

LI =)

M= [""if ]u,_;,m

)
dir, ancak ve ancak

9)
matrig egitsizligini saflayan simetrik X matrisinin var
olmas1 ile mOmkonditr. [7],[12]

Her bir kisitlamanm LMI kargiligt olan tiim by LMI
egitsizlikleri ayn1 anda gergekleneceginden

®

almir.

X, faktorize edildiginde X = X, X,

R 1 0 S
X X2 =
her o 2= o
elde edilir. :
u=Ky dinamik ¢ikss geribeslemesi halinde matris
egitsizlikleri yardmni ile H,, kontrolériinin optimal
olarak tasarini; amag Sl

(10)

/- I]TW ﬂouz
'nin R, S, Ay, B,, G, D, ve y flizerinde yukarida
verilen matris egitsizliklerini saglamak fizere minimize
edilmesi ile gergeklegtirilir.
Optimizasyon  degiskenleri
parametreleri  belirlenir,

olarak  konwroldr
Buradan da cikig

geribeslemeli dinamik kontrolSriin  K(s) transfer
matrisi yazlirsa

K(S) = DK + Cﬁ- (SI - Ax,Bx
olur.

3. TASARIM SONUCLARI
Agagida dinamik denklemleri verilen iki kiitle ve bir
yaydan olusan ve kaynaklar [11] *de yer alan bir
Benchmark sistemi ele alnmigtir,

ml.i:l ‘=""k(x| “x3)+ﬂ

mzfz "k(xl "'Xz)""w

y=X3

Burada; w bozucu girig, y ise dlglilebilen bir qikistir.
k parametresi belirsizlific sahiptir ve (0.5-2) aralifinda
deperler almaktadw. Burada kitlelere  iliskin
parametreler; m=1 ve my=1 segilmigtir. u=Ky
dinamik ¢ikis geribeslemesi durumunda sistemin H ,,
performans  8lgfiting  belirtilen kistlamalar altmda
minimize edecek kontrolorler, segilen k parametresine
ve kutup atama balgesine bagh olarak tasarlanmigtir.
Istenilen kisntlamalan) saglayan optimal performansta
kontroldriere iligkin tasartm sonuglar, LMI Control
Toolbox[13] “1da kullanarak MATLAB ‘da program
yazkmasiyla asagidaki gibi elde edilmigti. Bu
Omeklerde, z, ~x, olarak segilmistir,
(1)—LMI Bélgest, D sol yan s ditziemi,
k=0.5 igin
gopt = ¥°=

0.6146
K{s)=

-36.1066 $*4 - 351854,6858 s*3 - 174077,128 ™2 -
202045.1475 s - 1482930253

s74 + 167.353 53 4+ 11364.9088 <2 + 52315.6461 s
+ 128222 9831
kutuplar =
-81.2959 +63.0069i; -81.2959 -63.0069i
-0.7292 + 1,9325i; -0.7292 - 1.9325i
-1.6515 + 0.7472i; -1.6515 - 0.7472i
-0.0000 + 0.70713; -0.0000C - 0,7071i

k=1 Igin
gopt=y* =
0.4383
K(s) =
-63.3294 s"4 - 276262.8499 5"3 - 123647.673 5*2 -
340687.558 s - 291375.129

84 + 248.5556 s°3 + 12550.9469 52 + 64668.6983
s + 180352.0879
kutuplar =

1.0e4002 *

-1.8125 ; 0.6188

-0.0082 + 0.0231i; -0.0082 - 0.0231

-0.0189 + 0.0087i; -0.3189 - 0.0087i

-0.6000 + 0.0100i; -0.0000 - 0.0100i
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k=2 igin
gopt =y*=
0.306%
K(s)=
90,8377 s"4 ~ 253583.9377 "3 - 77889.8918 s"2 -
698651.0755 s - 692296.9316

§M + 477.6177 s*3 + 16903.4032 52 + 96688.0581
$-+ 3023459552
kutuplar =
1.0e+002*
-4.3967 y -0.3171
0.0092 + 0.0278i; -0.0092 - 0.0278i
-0.0000 + 0.01415; -0.0000 - 0.0141i
-0.0220 + 0.6098i; -0.0220 - 0.0098i
— W% voimoulscovaly

ZAMAN (=)
Sekil 2. (1) segimi igin x durum egrileri

(2)— D : Birka¢ LMI Bblgesinin Arakesiti (Sekil 3)
a=-0, 258, 8=n/4,r=25

y=lmi

LT

Sekil3. Segilen tarali bdlge olan LMI bélgesi
k=0.5 i¢in

gopt =y* =
1.3307

K(s) =
-81.737 s*4 - 247848.002 s*3 - 166761.6369 52 -
190287.3433 5 - 61160.4446

74 + 79,0335 573 + 3766.8113 s°2 + 25722.6451 s
+ 78365.0822

lar =
35,7766 +43,9092i; -35.7766 -43.9092i

-1.1334 - 1.4019i; -1.1334 - 1.4019i
-2.1632 + 0,6503i; -2.1632 - 0.6503i
-0,4437 + 0.6148i; -0.4437 - 0.6148i

k=1 igin

gopt = Y‘ =
0.9995

Kis)=
-03.2955 s*4 - 194360,4015 s*3 - 119511.7534 5°2
- 247202.1492 s - 95057.5092 '

$°4 + 81,3962 s~3 + 3905.5063 5”2 + 31004.1609 s
+ 109498.3339

kutuplar =

-36.2753 ~43.7640i
36,2753 -43,7640i
-2.6011 +0.8111i
-2.6011-0.8111§
-1.2618 ~ 1.6877i
-1.2618 - 1.6877i
-0.5598 ~ 0.7852i
-0.5598 - 0.7852i

k=2 icin
gopt=y* =
0.7698
Kis)=
-94.6603 5”4 - 149203.7127 5”3 - 60805.8648 572 -
333306.0465 5 - 165721.6779

s°4 + 87,155 ¢”3 + 4014.9271 3°2 + 36895.6985 3
+ 152170.3604
Kutuplar =
~38.3151 +41,1638i; -38.3151 ~-41.1638i
-3.1177 + 1.2881i; -3.1177 - 1.2881i
-1.4084 ~ 2.0344i; -1.4G84 - 2.0344i
~0.7363 ~ 0.9809i; -0.7363 - 0.9809i

w2 xz 'ye impuls cavabr

—OTrzmo 2

ZAMAN(gm.)
Sekil 4. (2) segimi igin x durum egrileri



5. SONUC

Bu ¢ahgmada, dinamik gikis geribeslemesi ve balgesel
kutup atama kisitlamasim saglayan dayanikli optimal
kontrolrlerin tasarnmi ele almmistir.  LMI Contrel
Toolbox [13] knllamlarak ele alinan sisteme iliskin
istenenleri  gergekleyen tasanm  sonuglan  clde
edilmigtir. Kontrol edilen gikigin gesitli k parametre
degerlerine ve segilen kutup atama bdlgesine iligkin
elde edilen optimal y ‘ya bagls efrileri incelendiginde
bozucu giriglere kars: sistemnin dayamkligi, tasarlanan
aoptimal kontrol@rlerle saglanmigtir..  BBligesel kutup
atama kisitlamasmm, segilen bir LMI bblgesi iginde
kapal: ¢evrim kontrol sisteminin  kutuplarmin
atanmesryla gergeklenmesi sonucu  sistemin atanan
kutuplarimn segilen balge iginde kaldig ve. belirtilen
Gzellikleri safladi®i  elde edilen sonuglarla da
gorillmagtar,
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