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ABSTRACT 
This paper deals with the computation of all 
stabilizing PI controllers. A method called the stability 
boundary locus approach is described. A program is 
prepared in the Matlab environment for computation 
of all stabilizing PI controllers of some commonly 
used standard transfer functions. Performance 
analysis of the control systems using the stability 
region is studied.  
 
 

1. GİRİŞ 
PID kontrolörler, dayanıklı performans ve basit 
yapıları sebebiyle endüstride sıklıkla 
kullanılmaktadırlar. Gerçekten, %90 dan fazla 
kontrolör yapısı PID yapısında veya daha çok pratik 
uygulamalarda türevsel kısmının sık kullanılmaması 
sebebiyle PI şeklindedir [1]. Bu kontrolörlerin 
parametrelerini belirlemek için kullanılan bir çok 
metot [2-3] son 60 yılda gelişme göstermiştir. En 
popüler metotlardan bazıları: Ziegler - Nichols 
ayarlama metotları, Cohen–Coon kuralları, Åström–
Häggland metodu, gelişmiş Ziegler–Nichols metodu, 
dahili model kontrol (IMC) tasarım yaklaşımı, kazanç 
ve faz payına dayanan tasarımlar ve integral 
performans kriterlerine dayanan diğer metotlardır. Son 
zamanlarda ise karalı tüm P, PI ve PID kontrolörlerin 
hesabıyla ilgili birçok önemli sonuç elde edilmiştir [4-
13]. 
 
PI kontrolör yapısı basit ve bir çok kontrol sistemi için 
çok iyi sonuçlar sağlayan bir kontrolör yapısı olduğu 
için bir kontrol sistemini kararlı yapabilecek iki 
parametresinin bütün değerlerinin hesaplanması 
önemli olacaktır. Makale, bu problem ile ilgilidir ve 
kararlılık sınır eğrisinin ( ) düzleminde çizimine 
dayalı bir metot tanıtmaktadır [7-8]. Kararlılık sınır 
eğrisi kontrolör parametrelerine ve frekansa bağlıdır. 

Örneğin, 

ip kk ,

),,( ωip kkl  gösterimi ( ) düzleminde 
kararlılık sınır eğrisini ifade etmektedir. Kararlılık 
sınır eğrisi 

ip kk ,

ω ’ya bağlı olduğu için ω  0’dan ∞ ’a 
kadar değişebilir. Fakat hangi frekans aralığında 
kararlı kontrolör parametrelerinin bulunabileceği ve 
çizim için gerekli frekans aralığının tahmin 
edilebileceği çalışmada gösterilmiştir. Dolayısıyla 
özetlenen metotla bir kontrol sistemini kararlı 
yapabilecek tüm PI kontrolör parametrelerinin çok 
hızlı hesaplanabilir. Ayrıca verilen metot, kullanıcı 
için gerekli kazanç payı ve faz fayı değerlerini de 
sağlayan tüm kararlı PI katsayı aralığını 
hesaplayabilmektedir. Bu değerler bir kontrol 
sisteminin performansı ile ilgili değerlerdir. Matlab 
ortamında hazırlanan programlarla sıkça kullanılan 
bazı standart formdaki transfer fonksiyonlarını kararlı 
yapacak bütün PI kontrolörler kolayca 
hesaplanabilmektedir. Hesaplanan kararlı bölgede 
seçilen kontrolörlerin sistemin performansına etkileri 
de incelenebilmektedir. 
 

2. PI KONTROLÖR KULLANARAK 

KARARLILIK 
Şekil 1 de verilen tek giriş-tek çıkışlı sistemde 
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formundaki bir PI kontrolörü göstermektedir. 
Amacımız şekil 1 de verilen sistemi kararlı yapan 
denklem (2) deki PI kontrolörün tüm parametrelerini 
hesaplamaktır.  
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Şekil 1: Bir tek giriş-tek çıkışlı kontrol sistemi 
 
 
Sistemin kapalı çevirim karakteristik denklemi 
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Şeklinde yazılabilir. Denklem (1) de ωjs =  alınarak, 
’in pay ve paydasının tek ve çift kısımlarını 

yazarsak,  
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Basit gösterim açısından   ler bundan sonraki 
denklemlerde yazılmayacaktır. Böylece Denklem (3) 
teki karakteristik denklem 
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yazılabilir. Sonra, )( ωj∆ ’nın reel ve sanal kısımları 
sıfıra eşitlenirse  
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elde edilir.  
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tanımlanırsa Denklem (6) ve (7) şu şekilde yazılabilir 
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Bu denklemlerden 
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Denklem (8) ve (9), Denklem (11) ve (12) de yerine 
yazılırsa, 
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              (14) 
olduğu görülür. Denklem (13) ve (14) kullanılarak, 
kararlılık sınır eğrisi, ),,( ωip kkl , ( ) 
düzleminde çizilebilir. Kararlılık sınır eğrisi elde 
edildikten sonra sistemi kararlı yapacak PI 
kontrolörlerin bölgesi bulunabilir. Çünkü kararlılık 
sınır eğrisi ile 

ip kk ,

0=ik  doğrusu parametre düzlemini 
yani ( ) düzlemini karalı ve kararsız bölgelere 
böler. Bu bölgelerde seçilecek kontrolörün parametre 
değerleri kullanılarak hangi bölgenin sistemi kararlı 
yapacak parametreler içerdiği bulunabilir. Burada 

ip kk ,

0=ik  doğrusu kararlılık bölgesinin bir sınırıdır 
çünkü )(s∆ ’in bir reel kökü  da sanal ekseni 
keser. Dolayısıyla Denklem (5) te 

0=s
0=ω  için  

zaten sıfır olmaktadır ve 
∆I

0=ω  için ’yı sıfıra 
eşitlersek 

∆R
0=ik  elde edilir.  

 
Görüleceği gibi kararlılık sınır eğrisi frekansa yani ω  
ya bağlıdır ve ω  da 0 dan ∞  a değişmektedir. Fakat 
kararlılık sınır eğrisini cω  gibi kritik bir frekans 
değerine kadar çizmemiz yeterli olacaktır. Çünkü 
Denklem (1) deki ’in )(sG p cjs ω=  de fazı 

 ye eşit olduğu için, o180−
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yazılabilir. Dolayısıyla, cω  Denklem (16)’nin ),0( π  
aralığında çözümünden elde edilir. ( )ωτtan  ve 

)(ωf  yı ω ’ya karşılık çizdiğimizde cω , ( )ωτtan  
ve )(ωf ’nın kesiştiği en küçük ω  değeridir.  
 
Bilindiği gibi kazanç payı ve faz payı klasik kontrol 
teorisinde kontrolör tasarımı için kullanılan iki önemli 



performans ölçüsüdür. Yukarıdaki yaklaşım istenilen 
faz ve kazanç paylarını sağlayan PI kontrolörlerin 
bulunması için de kullanılabilir. Şekil 1 de verilen 
kontrol sistemine kazanç-faz payı test edicisi, 
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and 
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                                                                                 (18) 
denklemleri elde edilir. Burada φωτ +=h  dir. 
Kararlılık sınır eğrisini verilen  kazanç değeri için 
elde etmek istediğimizde, Denklem (17) ve (18) de 

A

0=φ  yazılmalıdır. Diğer taraftan istenilen faz payı 
φ  için ise  yazılmalıdır.  1=A
 

3. STANDART FORMDAKİ BAZI 

TRANSFER FONKSİYONLARIN 

KARARLILIĞI 
Bu bölümde geliştirilmiş olan programın bazı 
uygulamaları gösterilecektir. Şimdilik program  
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formdaki transfer fonksiyonları kararlı yapacak bütün 
PI kontrolörlerin hesaplanmasını kolaylaştırmaktadır. 
İleride program daha da geliştirilerek kolay kullanımlı 
hale dönüştürülecektir.  
 
Örnek 1: Şekil 1 deki kontrol sisteminde   
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Denklem (13) ve (14) ten 
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elde edilir. Bu denklemler kullanılarak kararlılık sınır 
eğrisi elde edilir. Örneğin, kararlılık sınır eğrisi yani 

),,( ωip kkl  ]8.7,45.0[∈ω  için Şekil 2 de 
görülmektedir. Şekilde de görüldüğü gibi kararlılık 
sınır eğrisi ( ) düzlemini R1, R2, R3, R4 ve R5 
ile gösterilen bölgelere ayırmaktadır. Bu bölgelerde 
test noktaları seçilerek hangi bölgenin kararlı olduğu 
bulunabilir. Örneğin, R5 bölgesinde seçilen 

ip kk ,

13=pk  

ve 25=ik  değerleri için sistemin karakteristik 
denkleminin sağ yarı düzlemde iki kökü vardır. 
Dolayısıyla R5 bölgesi kararlı bölge değildir. Sistemi 
kararlı yapacak tek bölgenin R1 bölgesi olduğu test 
edilebilir. Örneğin, R1 bölgesinde seçilen 5=pk  ve 

20=ik  için sistemin karakteristik polinomu  

20357154372)( 23456 ++++++=∆ sssssss
kararlı bir polinomdur. Sistemi kararlı yapan bütün 

 ve  değerlerini içeren R1 bölgesi Şekil 3 te 
görülmektedir. 

pk ik

 

 
 
Şekil 2: Kararlılık sınır eğrisi 
 
Örnek 2: Şekil 1 de 
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olsun. Denklem (13) ve (14) ten 
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elde edilir. 3.0=τ , 4.0=τ , 5.0=τ , 6.0=τ  ve 
7.0=τ  için kararlı bölgeler Şekil 4 te görülmektedir. 

Burada zaman gecikmesinin kararlı bölge üzerinde 
önemli derecede etkili olduğu gözlenebilir. 
 

 
 
Şekil 3: Sistemi kararlı yapan bütün PI kontrolörler 
 

 
 
Şekil 4: Farklı τ  değerleri için kararlılık bölgeleri 
 
Örnek 3: Şekil 1 de 
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olsun. Amaç sistemin kazanç payını 2.5 tan büyük ve 

faz payını da  den büyük yapacak bütün PI 
kontrolörlerini bulmaktır. Denklem (12) ve (13) ten 

o45

)cos()1()sin(2 2 ωωωω +−−=pk            (26) 

ve 
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ve Şekil 5 te kararlı bölge verilmiştir. Sistemin faz 

payını  den büyük yapacak PI kontrolörlerini 
bulmak için Denklem (17) ve (18) de 

o45
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)cos()1()sin(2 2 hhk p +−−= ωω            (28) 
ve  

)cos(2)sin()1( 22 hhki ωωω ++−=            (29) 
elde edilir. Burada 4/πω +=h  dir. Kararlılık sınır 

eğrisi  ve o45=φ )895.0,0(∈ω  için Şekil 5 te 
görülmektedir. Benzer şekilde 0=φ  ve 5.2=A  
alınırsa 
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ve 
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denklemleri elde edilir. Kararlılık sınır eğrisi 5.2=A  
ve )307.1,0(∈ω  için Şekil 5 te verilmiştir. Sistemin 

faz payını  den büyük ve kazanç payını da 2.5 tan 
büyük yapan bütün  ve  değerleri bu iki 
bölgenin kesişiminden oluşur. Örneğin iki bölgenin 
kesişim noktalarından birine karşılık gelen 
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52.0=pk  ve 46.0=ik  değerleri için 

)( ωjG p )( ωjC ’nın Nyquist diyagramı Şekil 6 de 

çizilmiştir. Şekil 6 da faz payının  ve kazanç 
payının 2.5 derece olduğu görülmektedir.  ve 

 bölgesinde seçilen değişik  ve  
değerleri için sistemin step tepkisi Şekil 7 de 
verilmiştir. 
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Şekil 5:  ve  için kararlılık bölgesi o45≥φ 5.2≥A
 



 
 
Şekil 6: Nyquist diyagramı 
 

 
 
Şekil 7: Farklı  ve  değerler için step tepkiler pk ik
 

5. SONUÇLAR 
Bu bildiride bir kontrol sistemini kararlı yapacak 
bütün PI kontrolörlerin hesaplanması incelendi. Bazı 
sıkça kullanılan standart formdaki transfer 
fonksiyonlarını içeren kontrol sistemlerini kararlı 
yapan PI kontrolörlerin hesaplanmasını 
kolaylaştıracak Matlab ortamında hazırlanmış 
programlar geliştirildi. Bu programlar kullanılarak bir 
kontrol sisteminin performansı ile ilgili olan istenilen 
faz ve kazanç payını sağlayan bölgeler bulunabilir. 
Ayrıca kararlı bölgede seçilen kontrolör 
parametrelerinin performansa etkileri incelenebilir. 
İleriye yönelik olarak bu program kolay kullanımlı ve 
daha geniş kapsamlı hale getirilecektir. 
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