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ABSTRACT

This paper deals with the computation of all
stabilizing PI controllers. A method called the stability
boundary locus approach is described. A program is
prepared in the Matlab environment for computation
of all stabilizing PI controllers of some commonly
used standard transfer functions. Performance
analysis of the control systems using the stability
region is studied.

1. GIRIS
PID kontrolorler, dayanikli performans ve basit
yapilar1 sebebiyle endiistride siklikla
kullanilmaktadirlar.  Gergekten, %90 dan fazla

kontrolér yapisi PID yapisinda veya daha ¢ok pratik
uygulamalarda tiirevsel kisminin sik kullanilmamasi
sebebiyle PI seklindedir [1]. Bu kontrolorlerin
parametrelerini  belirlemek i¢in kullanilan bir ¢ok
metot [2-3] son 60 yilda gelisme gostermistir. En
popiiler metotlardan bazilari: Ziegler - Nichols
ayarlama metotlar;, Cohen—Coon kurallari, Astrom—
Héaggland metodu, gelismis Ziegler—Nichols metodu,
dahili model kontrol (IMC) tasarim yaklasimi, kazang
ve faz paymma dayanan tasarimlar ve integral
performans kriterlerine dayanan diger metotlardir. Son
zamanlarda ise karali tiim P, PI ve PID kontrolorlerin
hesabryla ilgili birgok 6nemli sonug elde edilmistir [4-
13].

PI kontrol6r yapisi basit ve bir gok kontrol sistemi i¢in
cok iyi sonuglar saglayan bir kontrolér yapisi oldugu
icin bir kontrol sistemini kararli yapabilecek iki
parametresinin  biitlin  degerlerinin  hesaplanmasi
onemli olacaktir. Makale, bu problem ile ilgilidir ve
kararlihik sinir egrisinin (& P k;) dizleminde ¢izimine

dayalt bir metot tanitmaktadir [7-8]. Kararlilik simir
egrisi kontrolor parametrelerine ve frekansa baghdir.

Ornegin, I(k,,k;, @) gosterimi (k ,,k;) diizleminde

kararlilik smir egrisini ifade etmektedir. Kararlilik
siir egrisi @ ’ya bagh oldugu i¢in @ 0’dan oo ’a
kadar degisebilir. Fakat hangi frekans araliginda
kararli kontrolor parametrelerinin bulunabilecegi ve
cizim igin gerekli frekans araligmin tahmin
edilebilecegi caligmada gosterilmistir. Dolayisiyla
Ozetlenen metotla bir kontrol sistemini kararl
yapabilecek tiim PI kontroldr parametrelerinin ¢ok
hizli hesaplanabilir. Ayrica verilen metot, kullanici
icin gerekli kazang pay1 ve faz fayr degerlerini de
saglayan tim  kararlh Pl  katsay1r  araligim
hesaplayabilmektedir. Bu degerler bir kontrol
sisteminin performansi ile ilgili degerlerdir. Matlab
ortaminda hazirlanan programlarla sik¢a kullanilan
bazi standart formdaki transfer fonksiyonlarini kararl
yapacak biitiin PI kontrolorler kolayca
hesaplanabilmektedir. Hesaplanan kararli bolgede
secilen kontrolérlerin sistemin performansina etkileri
de incelenebilmektedir.

2. P KONTROLOR KULLANARAK

KARARLILIK
Sekil 1 de verilen tek giris-tek ¢ikiglh sistemde
_ N(s) _
G,(5)=G(s)e ® =—Le® 1
p(8)=G(s) D(s) (1
kontrol  edilmek  istenen  sistemin  transfer
fonksiyonunu ve C(s) de
k. k,s+k;
C(s)=k, +-L=—L_"1 Q)
Py s

formundaki bir PI kontrolorii  gostermektedir.
Amacimiz sekil 1 de verilen sistemi kararli yapan
denklem (2) deki PI kontrolériin tiim parametrelerini
hesaplamaktir.
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Sekil 1: Bir tek giris-tek ¢ikislt kontrol sistemi

Sistemin kapali ¢cevirim karakteristik denklemi
A(s) =sD(s) + (ks + k; YN(s)e ™ 3)
Seklinde yazilabilir. Denklem (1) de s = jw alnarak,

G(s)’in pay ve paydasinin tek ve ¢ift kisimlarim
yazarsak,

No(-0*) + joN , (-0*)
Do (-0%)+ joD,(-»”)

G(jw)= “4)

Basit gosterim agisindan (—0)2) ler bundan sonraki

denklemlerde yazilmayacaktir. Boylece Denklem (3)
teki karakteristik denklem

A(jo)=[(k;N, — kpa)2N0)cos(a)z')

+&(k;N, +k,N,)sin(@r) - ©°D,]

+ jlo(k;N, + kpNe)cos(a)r) ®)
—(kiN, —@*k ,N,)sin(@7) + @D, |

= RA + ]IA = O

yazilabilir. Sonra, A(j®) min reel ve sanal kisimlar

sifira esitlenirse

k, (—a)zNO cos(wr) + wN, sin(wr)) ®
+k; (N, cos(wr) + oN, sin(wr)) = a)2D0
ve

k(N cos(wr) + a)2N0 sin(wr)) ™
+k;(wN, cos(wr) — N, sin(wt)) =-wD,

elde edilir.

O(w) = —a)2N0 cos(wt) + wN , sin(w7)

R(w)= N, cos(wr) + wN , sin(wr1) (8)
X(w)=w’D,

ve

S(w)=wN, cos(wr) + a)zNO sin(@7)
U(w)=wN, cos(wr) — N, sin(w7) )
Y(w)=-wD,

tanimlanirsa Denklem (6) ve (7) su sekilde yazilabilir
k,0(0) + k;R(w) = X (0)
k,S(0)+kU(w)=Y(0)

Bu denklemlerden

(10)

_ X(o0)U(w) - Y(@)R(®)
P 0(0)U(0) - R(@)S(w)
Ve
¢, = V(@)0(@) - X(@)5(@) -
O(o)U(w) - R(w)S(w)

Denklem (8) ve (9), Denklem (11) ve (12) de yerine
yazilirsa,

B (szoDO +N,D,)cos(wr)+ o(N,D, —N,D,)sin(wr)

an

k=
i _(N€2+w2N02)

(13)
ve
k= w? (N,D, -N,D,)cos(wr)—ao(N,D, + a)zNoDo)sin(wr)

l _(Nez+w2N02)

(14)
oldugu goriiliir. Denklem (13) ve (14) kullanilarak,
kararhlik — smur  egrisi, [I(k,.k;,0), (k,.k;)
diizleminde ¢izilebilir. Kararlilik smir egrisi elde
edildikten sonra sistemi kararli yapacak PI

kontrolorlerin bolgesi bulunabilir. Ciinkii kararlilik
siir egrisi ile k; =0 dogrusu parametre diizlemini
yani (k p,k ;) diuzlemini karali ve kararsiz bolgelere

boler. Bu bolgelerde segilecek kontroloriin parametre
degerleri kullanilarak hangi bolgenin sistemi kararl
yapacak parametreler igerdigi bulunabilir. Burada
k; =0 dogrusu kararlilik bolgesinin bir siuridir

¢iinkii A(s)’in bir reel kokii s =0 da sanal ekseni
keser. Dolayisiyla Denklem (5) te @ =0 igin [,
zaten sifir olmaktadir ve @ =0 igin R, ’y1 sifira
esitlersek k; =0 elde edilir.

Gortilecegi gibi kararlilik sinir egrisi frekansa yani @
ya baglidir ve @ da 0 dan oo a degismektedir. Fakat
kararlihk smir egrisini @, gibi kritik bir frekans

degerine kadar cizmemiz yeterli olacaktir. Ciinkii
Denklem (1) deki Gp(s) ‘in s=jw, de fazi

—180° ye esit oldugu igin,

N D
tan~ | LY0 | _gan | 20 | _hr =g (15)
Ne De

veya
w(NoDe B NeDo)

N,D, +®*N,D,
yazilabilir. Dolayistyla, @, Denklem (16)’nin (0, 77)

tan(a)r) = = f(w) (16)

araliginda ¢o6ziimiinden elde edilir. tan(a)r) ve
f(®) 1 @’ya karsilik ¢izdigimizde w,, tan(a)z')
ve f(@) nin kesistigi en kiigiik @ degeridir.

Bilindigi gibi kazang pay1 ve faz pay: klasik kontrol
teorisinde kontrolor tasarimi igin kullanilan iki 6nemli



performans Olciisiidiir. Yukaridaki yaklasim istenilen
faz ve kazang paylarini saglayan PI kontrolorlerin
bulunmasi i¢in de kullanilabilir. Sekil 1 de verilen
kontrol sistemine kazang-faz payr test edicisi,

Ggp(s)= Ae™/? , eklenirse

2 .
_ (w°N,D, + N,D,)cos(h) + w(N,D, — N,D,)sin(h)

k
P — AN, +0°N,?)
17)
and
L w*(N,D, — N,D,)cos(h)— &(N,D, + ®*N,D,)sin(h)

1

AN, +w*N,?)

(18)
denklemleri elde edilir. Burada h=w7 +¢ dir.

Kararlilik sinir egrisini verilen A kazang degeri igin
elde etmek istedigimizde, Denklem (17) ve (18) de
¢ =0 yazilmahdir. Diger taraftan istenilen faz pay1

@ iginise 4 =1 yazilmahdir.
3. STANDART FORMDAKI BAZI
TRANSFER FONKSIYONLARIN
KARARLILIGI

Bu bolimde gelistirilmis olan programm bazi
uygulamalar1 gosterilecektir. Simdilik program

Gls)= Ts +1 e
G(s)= K e ®

(T1s +D)(Trs +1)
G(s)= le_s

K
G(s)= K 3 e ®

(Ts+1)

K
G(s) =
) s +1
2

G(S) _ . KCOO .

(s+1)(s” +2¢cmys + o)
G(s) =L

(s+D"
G(s)= K

 s(Tys +1)(Tas +1)

formdaki transfer fonksiyonlar1 kararli yapacak biitiin
PI kontrolorlerin hesaplanmasint kolaylastirmaktadir.
fleride program daha da gelistirilerek kolay kullanimli
hale doniistiiriilecektir.

Ornek 1: Sekil 1 deki kontrol sisteminde

s3 +4s2 —s+1

G,(s)= (19)
P65 1 0s% 43263 +1452 — 45450
Denklem (13) ve (14) ten
— 0% +230° +940* —210w> +50
kp= 6 4.5 2 (20)
- —-18w" +7w" —1
ve
208 —1170° = 200" - 460>
ki = 1)

—0® -180% +70° -1
elde edilir. Bu denklemler kullanilarak kararlilik siir
egrisi elde edilir. Ornegin, kararlilik smir egrisi yani

l(kp,kl-,al) we€[0.45,7.8] igin Sekil 2 de
goriilmektedir. Sekilde de gorildiigii gibi kararlilik
sinir egrisi (kp ,k;) dizlemini R1, R2, R3, R4 ve R5
ile gosterilen bolgelere ayirmaktadir. Bu bdlgelerde
test noktalar1 secgilerek hangi bolgenin kararli oldugu
bulunabilir. Ornegin, RS bolgesinde segilen k p =13

ve k; =25 degerleri igin sistemin karakteristik

denkleminin sag yar1 diizlemde iki koki vardir.
Dolayistyla RS bolgesi kararlt bolge degildir. Sistemi
kararli yapacak tek bdlgenin R1 bdlgesi oldugu test

edilebilir. Ornegin, R1 bolgesinde segilen k p= 5 ve
k; =20 igin sistemin karakteristik polinomu
A(s) =50 +25° +37s% + 5453 +715% +355+20

kararli bir polinomdur. Sistemi kararli yapan biitiin
kp ve k; degerlerini igeren R1 bolgesi Sekil 3 te

goriilmektedir.

o = 0.5326 and 5.547 |

(0=045 = 0505 and 325 =053

Stability

n=2
= 20 R2 .
15} ]
10} i
o =0.698 and 5.654
5f _
©=T7E5
- 0=758 ‘A‘e
0 0 2 0 0 10 2 0
kp
Sekil 2: Kararlilik sinir egrisi
Ornek 2: Sekil 1 de
27 _
Gp(s) e ® (22)

C(5=0.1)(s +2.8)
olsun. Denklem (13) ve (14) ten



k, =(~0.0370%* +0.840> + 0.0813) cos(rw)
g (23)
+(=0.30740° +0.726) sin(re)

veE

ki = (—0.3074604 +0.727 0> ) cos(tw)

+ (0.0370)5 ~0.840° — 0.0813w) sin(rw)
elde edilir. 7=0.3, 7=04, 7=0.5, 7=0.6 ve
7=0.7 igin kararli bolgeler Sekil 4 te goriilmektedir.

Burada zaman gecikmesinin kararli bdlge lizerinde
6nemli derecede etkili oldugu gozlenebilir.

24
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Sekil 3: Sistemi kararli yapan biitiin PI kontrolorler

0.3
0251
0zr
015
= =03
Gl 1=04 ]
=05
005k =067
=07
0
005 1 | 1 1 1 1
0 0.z 0.4 0.6 03 1 1.2 1.4

kp

Sekil 4: Farkli 7 degerleri i¢in kararlilik bolgeleri

Ornek 3: Sekil 1 de

1 _
G,(s)=——=¢""
g (s+ 1)2
olsun. Amag sistemin kazang payini 2.5 tan biiyiik ve

(25)

faz paymi da 45° den biyiik yapacak biitin PI
kontroldrlerini bulmaktir. Denklem (12) ve (13) ten

k, =2wsin(w) - (—a)2 + 1) cos(w) (26)

ve
k; = o(-w* +1)sin(w) + 207 cos(v) 27)
ve Sekil 5 te kararli bolge verilmistir. Sistemin faz

paymi 45° den biyiik yapacak PI kontrolorlerini
bulmak i¢in Denklem (17) ve (18) de A=1 ve

¢ =45° alinirsa

k, =2wsin(h) - (~o* +1)cos(h) (28)
ve
k; = o(-w?* +1)sin(h) + 202 cos(h) (29)

elde edilir. Burada h=® + 7 /4 dir. Kararhilik smir
egrisi ¢ =45° ve @e(0,0.895) icin Sekil 5 te
goriilmektedir. Benzer sekildle ¢=0 ve 4=2.5
alinirsa

k, =0.8wsin(w) — 0.4(-w> +1)cos(e)
ve

k; =0.807 cos(w) + 0.40(-0> +1)sin(w) (31)
denklemleri elde edilir. Kararlilik sinir egrisi 4 =2.5
ve w€(0,1.307) igin Sekil 5 te verilmistir. Sistemin

(30)

faz paymm 45° den biiyiik ve kazang paymi da 2.5 tan
biiylik yapan biitiin kp ve k; degerleri bu iki
bolgenin kesisiminden olusur. Ornegin iki bdlgenin
kesisim  noktalarindan  birine  karsilik  gelen
k,=052 ve k;=046  degerleri

G, (jw) C(jw) nn Nyquist diyagrami Sekil 6 de

igin

cizilmistir. Sekil 6 da faz paymm 45° ve kazang
paymin 2.5 derece oldugu goriilmektedir. 4>2.5 ve

¢ >45° bolgesinde secilen degisik kp ve k;

degerleri i¢in sistemin step tepkisi Sekil 7 de
verilmistir.
1.2
TF Stability Region T
forA=1and ¢=0"
08 B
Stability boundary Stability boundary
06 for A= 2.5 for ¢ = 45° 7
=
04t 1
02r 1
Stability region for
Ax25and ¢ = 45°
NN
o=0 wo=0 o=0 0=1.307 w=0895  p=1307
02 . . . . . \ f
Bl 05 0 04 1 14 2 25 |
kp

Sekil 5: ¢ >45° ve A>2.5 icin kararhilik bolgesi



Imaginary

Real

kp=0.52 and ki=0.45
kp=0.6 and ki=0.4 ]

kp=0.8 and ki=0.26

kp=-0.015 and ki=0.27

02 I I I I I I I I I
0 5 10 18 20 25 30 3 40 45 a0

Tirme(sec)

Sekil 7: Farkli k& p Ve k; degerler i¢in step tepkiler

5. SONUCLAR

Bu bildiride bir kontrol sistemini kararli yapacak
biitiin PI kontroldrlerin hesaplanmasi incelendi. Bazi
sikca  kullanilan  standart  formdaki  transfer
fonksiyonlarini igeren kontrol sistemlerini kararl
yapan PI kontrolorlerin hesaplanmasini
kolaylagtiracak ~ Matlab  ortaminda  hazirlanmig
programlar gelistirildi. Bu programlar kullanilarak bir
kontrol sisteminin performansi ile ilgili olan istenilen
faz ve kazang¢ payim saglayan bolgeler bulunabilir.
Ayrica  kararli  bolgede  segilen  kontrolor
parametrelerinin performansa etkileri incelenebilir.
fleriye yonelik olarak bu program kolay kullanimli ve
daha genis kapsamli hale getirilecektir.
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