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ÖN SÖZ 

Bu kitap 1. T. Ü. EI:!ktrik Fakültesinde okutulan Elektroteknik 
dersinin alan teorisi bölümünün programını esas tutarak hazırlanmıştır. 
Kitabın ilk önce yayınlanan statik elektrik alanı bölümünde sınır deg-eri 
problemlerinin çözüm metodlarına geniş bir yer ayrılmış bulunmaktadır. 
Her babiste konuların daha iyi aniaşılmasını sa~lamak maksadiyle ör· 
nekler verilmiştir. Kitapta rasyonalize MKSC-birim sistemi kullanılmış· 
tır. 

Kitabın bundan sonra yayınianmasına çalışılacak olan bölümleri 
stasyoner elektrik alanı, stasyoner magnetik alan ve zamanla deg-işen 
alanlar konularını ihtiva edecektir. 

Kitabın, ö~rencilere ve araştırıcı elemanlata faydalı olmasını diler 
ve bundan sonra yapılacak baskıların daha mükemmel hale gelmesi 
için yapılacak ikazlara şimdiden teşekkür ederim. 

Ahmet Aklıunlar 
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A. STATIK ELEKTRIK ALANI 
I. TEMEL DENKLEMLER 

1. Statik alanın konservatif özelliği ve potansiyel. 

-Elektrik alanı, alan şiddeti (E) ve deplasman (D) vektörleri yardım i y-
le belirtilir. Statik alanın kaynag-ı slalik yük dag-ılışıdır. Alan içine so
kulan, boyut ve deg-erce alanı bozmayacak kadar küçük olduğu farzedi
len q yüküne 

(1) 

kuvveti tesir eder. Alan şiddeti vektörü yön ve değerce pozitif birim 
yüke tesir eden kuvvete idanliktir. Alan şiddetinin MKSC-birimi V m 
dir. 

lzotrop, yani özellikleri her yönde ayni olan, bir ortamda deplas
manla alan şiddeti arasında 

-+ ..... 
D=EE (2) 

ba~ıntısı vardı!'. Deplasmanın MKSC-birimi Cj m2 dir. E, ortamın 
muUak dieleklrik sabitini gösterir ve birimi F /m' dir. Her hangi bir or
tam için E Eofr yazılır. Eo· boşluğun dielektrik sabitin gösterir ve rasyona
lize sistemde to=l0- 9 36r: F m dir. E., izafi dielektrik sabitini gösterir 
ve birimsiz bir sayıdır. -

E 
Statik alan içinde her hangi bir kapalı e~ri için 

(3) 

olur, şek. ı. Enerjinin korunması prensibinin bir so
nucu olan bu bağıntı sta~ik alanın konservatif ol
duğunu belirtir. Stokes integral teoremi yardırniyle 
bu ifade 

rot E= O 

Şek. 1 

diferansiyel şekline sokulabilir. Statik alanın ratasyoneli sıfırdır. 

(4) 
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Statik alanın konservatif özelliğine dayanarak 
-+ 
E=- grad ep (5) 

yazmak ve böylece alan vektörünü bir ep Şkaler fonksiyonundan türet· 
rnek kabil olur. ep ye potansiyel fonksiyonu adı verilir. Ifadedeki nega
tif işareti alan vektörünün potansiyelin azaldığı yönde bulunduğu belir
tir. Potansiyelin MKSC-birimi V dur. 

Gradyanın özelliğine dayanarak (3) yardımiyle 
-+ -+ 
E. ds=- dep (6) 

-+ 
yazılabilir. E vektör fonksiyonu bilindiği vakit bu diferansiyel denkle-
mi integre ederek potansiyel fonksiyonu bulunur. lntegrasyon sabiti po
tansiyel için seçilecek sıfır noktası (referans noktası) yardımiyle tayin 
edilir. Sıfır noktası R ilc gösterilirse her hangi bir P noktasının potan-
siyeli 

p 

9p= - fe. :s (7) 

R 

integrali ile hesaplanır. R.-+oo seçilirse mutlak potansiyel elde edilir. 

Elektrik alanında a ve b gibi her hangi iki nokta arasındaki gerilim 

b 

u ab = _(e.;;; (8) 
a 

eğrisel integrali yardımiyle bulunur, şek. 2. Gerilimin MKSC-birimi de 
potansiyel gibi V' dur. Statik alanda _ 

olacağından gerilim, eğrisel integra
li hesaplamak için seçilen yola bağ
lı değildir. Ancak gerilimin işareti 
integrasyon yönüne bağlıdır. 

Potansiyel skaler bir büyüklük 
olduğundan alan hesapları için çok 0., 
elverişlidir. Zira potansiyelle yapı- Şek. 2 



3 

lan bütün işlemler cebrik karakterde olacağı gibi üç vektör bileşeni ye
rine bir tek büyüklükle hesap yapılır. Potansiyel fonksiyonu bulunduk
tan sonra alan vektörü bir türcv işlemi ile elde edilir. 

2. Eşpotanisyel yüzeyler ve alan çizgileri. 

Elektrik alanı içinde c;>=sab. yüzeylerine eşpotanisyel yüzey ve bu 
yüzeylerin bir simetri düzlemindeki izlerine eşpotansiyel çizgi denilir. 

__. ....... 
Eşpotansiyel yüzey üzerinde alınan ds uzunluk elemanı için E . ds=O ola
ca~ından alan vektörü bu yüzeylere ortogonal olur. Denge noktası de-

_.. 
nilen E=O noktalarında bu özeUik ortadan kalkar. Alan vektörü gibi 
alan çizgileri de eşpotansiyel yüzeylere ortogonal olurlar. 

Vektör alanlarını göstermek için faydalanılan alan çizgileri (kuvvet 
çizgileri) her noktada alan vektörünün te~et olduğu e~rilerdir. Çizgile
rin denklemi 

EXds=O (lO) 

şeklindedir, şek. 3. Buradan her hangi bir (u, v, ftı) orlogonal koordinat 

sisteminde -

(ll) 

diferansiyel denklemleri elde edilir. 
(h,., hv, hw), metrik katsayıları göster
mektedir. Şek. 3 

Statik alanda alan çizgileri kapalı olamaz. Zira kapalı bir alan çiz
gisi için e~risel integralin sıfır olamıyacağı kolayca görülebilir. 

Alan içinde kapalı bir e~riye dayanan alan çizgileri bir alan tübü 
meydana betirirlar. 

3. Deplasman akısı ve Gauss teoremi. 

Deplasman vektörünün akısı 

(12) 
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yüzey integrali yardımiyle hesaplanır. Deplasman akısının MKSC-bi
rimi c dur, yani yük birimine eşitiir. 

Statik alanda eleklrik yüklerini çevreleyen bir kapalı yüzey için 

(13) 

ba~ıntısı cari olur. Gauss teoreminin integral şekli olan bu ba~ıntı, ka
palı yüzey boyunca hesaplanan akının yüzey içinde kalan yükterin ceb
rik toplamına (Q) eşit oldu~unu ifade eder. Yüzey için pozitif normal 
yönü dışarı döğrudur, şek. 4. Homogen ortamda E = sa b. olacağından 
teorem 

şeklinde yazılabir. 

-n 

Şek. 4 

(14) 

Yüzey içindeki yük dağılışı her hangi bir şekilde 
olabilir (noktasal, hacimsel, yüzeysel, çizgisel). 
Sürekli hacimsel yük da~ılışında yük yo~un
lu~unu p (C/ m3) ile göstererek V hacmindeki 
yük için 

yazılabileceğinden diverjans teoremi yardımiy
Ie -div D=p 

' 
(15) 

diferansiyel denklemi elde edilir. p = O olan noktalar için bu denklem 
-+ 

div D = O şeklini alacaktır. 

Gauss teoremi simetrik tertipierin alanını hesaplamak için elveriş
lidir. 

4. Potansiyel denklemi. 

1zotrop bir dielektrik içinde (15) denklemi 



E .6 q> + grad E • grad q> = - p 

şeklinde yazılabilir. Homogen ortam için bu denklem 

.6q>=- p 
E 

5 

(16) 

şekline girer ve Poisson denklemi adım alır. p = O olan noktalar için 
Poisson denklemi 

.6 q>= O (17) 

şeklini alır. Bu denkleme de Laplace denklemi denilir. Laplace denkle
minin çözümlerine harmonik fonksiyon adı verilir. Statik alanın esas 
problemi, sınır şartlarına uyan harmonik fonksiyonu yani potansiyel 
fonksiyonunu araştırmaktır. Potansiyel denklemi lineer oldu~undan 

<Pıo cp2, ••• gib.i çözümlerin birleştirilmesiyle elde edilen 

ep = cı cııı + c2 <P2 + · · · · 
fonksiyonu da harmonik bir fonksiyon olur (c = sab.) 

5. Statik alanda sınır şartları. 

(18) 

(3) ba~ıntısım şek. 5 d! görülen ve iki dielektri~i ayıran sınır yü
seyine normal olan dikdörtgene tatbik ederek dh-+ O için E'tds-E' tds =O 
ve buradan 

Et'=Et' (19) 

bulunur. Alan şiddetinin te~etsel bileşenleri sınır yüzeyinde süreklidir. 

Şek. 5 

Gauss teoremini şek. 6 da görülen ve sınır yüzeyine normal olan 
silindire tatbik edeı ek d h -+ O için D' n dF- D n' dF = O ve buradan 

D'o=fYo (20) 
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bulunur. Deplasmanın normal bileşeni sınır yüzeyinde süreklidir. Şayet 
sınır yüzeyinde yoğunluğu (j olan bir yüzey dağılışının bulunduğu far
zedilirse normal bileşenler için sınır şartı 

D'n -D'D= (j (21) 

şekline girer. 

Yukarıdaki sınır şartları yardımiyle alan çizgilerinin kırılma kanu
nunu gösteren 

ifadesi elde edilir, şek. 7. 

Şek. 6 

tgr:1 . .' _ E' _ E' r 

tg a.7 - 7 -- E~ r 

E ,, 

E' 

Şelc. 7 

Sınır şartları potansiyel cinsinden ifade edilirse 

qı' = ep' 

bulunur. Potansiyel sınır yüzeyinde süreklidir. 

(22) 

(23) 

(24) 

l' 

• 



Il. YÜK DAGILIŞI Y ARDlMİYLE 
ST ATİK ALANIN HESABI 

6. Potansiyel ve alan integralleri. 

Noktasal yükün alan şiddeti 

-+ -+ 
dir, şek. 8. E. ds =Erdr olduğundan potansiyel için 

cp=-q- T k 
41t Er 

bulunur. Sıfır noktasını sonsuzda seçerek 

,.- q 
'~"-41ter 

(25) 

(26) 

elde edilir. Buna Coulomb veya Newton potansiyeli de denilir. Nokta· 
sal yük, boyutları alanın hesaplandığı noktaya olan uzaklık yanında 
çok küçük kalan yük anlamındadır. Eşpotansiyel yüzeyler ortak merkez· 
li r = sab. küreleridir. 

Noktasal yük sisteminin potansiyeli 

- (27) 

cebrik toplamı yardımiyle bulunur. 

Şek. 8 

Yük dağılışı sürekli oldu~u takdirde 
d V hacim elemanındaki dQ = p dV yü· 
küne noktasal yük gözüyle bakılabilecc· 

ğinden bu elemanın P (x,y,z) noktasında meydana getireceği potansiyel 

için 
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d _ pdV_ 
q> - 41tEr 

yazılabilir. Bunu V hacmi üzerinden integre ederek 

( X z) = ı f p(~.rı.s)dV 
q> , y, 4ı.E r 

V 

(28) 

şeklindeki potansiyel inlegrali bulunur. Bu ifadede (Ç, rı, !;), integrasyon 
bölgesinin koordinatlarını gösterir, şek. 9. dV ve r 

Şek. 9 

dV =d~ drı d~ , r = v' (x-~)2 ..J.. (y-rı)2 + (z-ı;)2 
dir. 

Yoğunluk fonksiyonları u (C; m2) ve ) .. (C/m) olan yüzeysel ·ve çizgi
sel dağılışlar için benzer yoldan giderek __ ı _ ,. udF 

ç- 47tE ~ r - ' 

F 

<P =-ı- ;· _>..d!_ 
41tE r 

c 

integralleri elde edilir. 

Hacimsel yük dağılışında p d V elemanı P noktasında 

- pdV -~ 
dE= 4- -:T r 

1tE~ 

alanını meydana getireceğinden integre ederek 

(29) 

(30) 



- 1 r p(~.rı.Ç)dV ~ 
E(x,y,z) = 4 .,..E ~ r3 r 

V 

9 

(31} 

şeklindeki alan integrali elde edilir. Yüzeysel ve çizgisel da~ılışlar için 
de benzer integraller bulunur. 

Yük dağılışı bilindi~i takdirde yukarıdaki ba~ıntılardan faydalana
rak alanı hesaplamak kabil olur. Vektörel karakterde olan alan integ· 
rallerinin hesabı potansiyel integrallerinden zordur. 

Üniform yüklü sonsuz uzun çizgisel kaynaA-ın alanı 

-+ ), ~ 
E= 

2 
u., 

'ltEp T 
(32) 

-+ 
dir. E . ds=Ep dp olduğundan potansiyel için 

), 
<ı> = - -

2
- Ln p +k 
'"' 

bulunur. Potansiyel için sıfır noktası sonsuzda seçilemez. p = 1 için 

ep= O seçerek 
), 

ep = - -
2 

lnp 

'"' 
(33) 

yazılabilir. Çizgisel kaynağın potansiyeline logaritmik potansiyel adı 
verilir. Eşpotansiyel yüzeyler ortak eksenli p=sab. silindirleridir. Alan 
z-eksenik boyunca değişmediğinden iki boyutludur. 

Hacimsel yük dağılışı iki boyutlu ise yani yük yo~unlu~u mesela 
z- koordinatına bağlı değilse bu takdirde her hangi bir z = sab. düzle
mindeki dF yüzey elemanına, yoğunJu~u dA.=p dF olan bir çizgisel kay
nak gözüyle bakılabileceğinden logaritmik potansiyel için 

qı(x,y) = -
2
_!_ ( p(Ç,rı)lnrdF 

'lt E 
(34) 

F 

integrali elde edilir (r - \1(.-r- ;)2 + (y - rı)2T 

Iki boyutlu yüzeylel dağılışta ise z = sab. düzlemindeki C kapalı 
eğrisi üstünde alınan ds uzunluk elemanına yoğunluğu, d}.=a ds olan 
ç izgisel kaynak gözüyle bakılabileceğinden 
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bulun~. 

Örnekler: 

<p(A .g) = - 2 !E .f cr(~.rı) in r ds 

c 

1- Iki noktasal yükün alanı incelenecektir, şek. 10. 

Şek. 10 

(35) 

Alan z- eksenine göre eksenel simetriktir. Her hangi bir merid
yen düztemindeki potansiyel 

ep _ _ 1_(9ı + 92 ) 
- 4n E r 1 r 2 

dlr. Şek. ll de 9ı =- 4q2 için eşpotansiyel çizgiler görülmektedir. 

-P noktasında E O olduğundan 
bu nokta bir denge noktasıdır. Bu 
noktanın kararsız bir denge nokta
sı olduğu kolayca görülebilir. Zira 
P noktasına getirilin yüke bir kuv
vet tesir etmezse de yük bir az bu 
noktadan ayrılırsa uzaklaştıncı kuv-
vetlerin tesiri altında kalır. Denge Şek. 11 

noktasında eşpotansiyel yüzey kengi kendini kestiği gibi bu noktada 
alan çizgileri eşpotansiyel yüzeye normal değildir. 

Sıfır potansiyelindeki noktalar bir küre yüzeyi üzerinde bulunurlar 
Genel olarak sıfır potansiyelindeki eşpotansiyel yüzeyin denklemi 



ll 
' 

şeklindedir. k<O için denklemin geometrik anlamı yoktur ve sonsuzda
ki noktalar hariç bu çeşit noktalar mevcut değildir. Eşit ve zıt işaretli 
iki yük için k = l olur ve sıfır potansiyelindeki yüzey z=O simetri düz
lemine intibak eder. Zira bu düzlernin her noktasında r 1=r2 dir. k>O 
için sıhr potansiyelindeki noktalar, geometrideki Apollonius teoremine 
göre, küçük yükü çevreleyen bir küre üzerinde bulunurlar. Şek. 11 de 
k=l/4 dür. Kürenin yarıçapı R ile, M merkezinin yüklerden uzaklıkları 

d ve b ile göste(ilirse şek. 12 de görülen A ve B noktaları için yazılan 

R-b R+b 
d- R = d+ R = k 

denklemleri yardımiyle R2- bd ve k2=b/d bulunur, d=2a+ b olduğunu 
gözönüne alarak kürenin yarıçapı ve b uzaklığı için 

elde edilir. 

k 
R - 2a 1- k2 

Şelc. 12 

z 

Potansiyel ifadesinde r 1=yp2+(z+a)2 , r2 = yp2+(z-a)2 koyarak 
P noktasındaki alan bileşenleri için 

E = - acp = -1-[qı (z+ a) + qı (z-a)] 
& az 41tE rı3 rı3 
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bulunur. Alan çizgilerinin diferansiyel denklemi 

şeklinde olaca~ından integre ederek 

veya 

bulunur. c'ye muhtelif değerler vererek alan çizgileri çizilir. 

Alan çizgilerinin denklemini Gauss teoreminden faydalanarak da 
bulmak kabildir. Şek. 10 da P noktasından geçen alan çizgisi görülmek 
tedir. Simetriden dolayı bu çizgiyi z - ekseni etrafında döndürerek elde 
edilecek olan yüzeyden hiç bir alan çizgisi geçmez. Bu yüzey bir alan 
tübüdür. Gauss teoremi içinde yükler bulunmayan bir alan tübüne tat
bik edilirse tüb boyunca ı!J = sab. olacağı görülür. Böylece şek. 10 da 
p yarıçaplı dairesel kesitden geçen deplasmanakısı sabit kalacaktır. Di
ğer taraftan q yükünün bir F yüzeyinden geçen akısı tJı=q n j41t şeklin
de bulunabileceğinden (fl = q yükünden yüzeyi gören uzay açı), şek. 10 
daki kesitden geçen akı için 

yazılabiJir. Bu ifadedeki sabitleri bir tarafa toplayarak alan çizgilerinin 
denklemi elde edilir. Genel olarak hepsi ayni doğru üstünde bulunan 
n noktasal yük için alan çizgilerinin denklemi 

şeklinde olacaktır. 

~qı cos ~ = sab. 
i 

Noktasal yük ün F yüzeyinden geçirdiği akıyı veren \jJ = 4~ n ifa

desini şöylece çıkarabiliriz. q yükü F üstündeki dF elemanından 
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- -+-
-+ -+ 

dt'j; = D.dF 
q u,. dF 

47t ---;z- = 
-+ -akısını geçirir. e, u, birim vektörü ile n birim normali arasındaki açı-

dır. Di~er taraftan dft=cos6dFfr2, yükün bulundu~u noktadan dF ele
manını gören uzay açıyı gösterdikinden 

dt'j;=_!J_ dfl 
47t 

yazabiliriz. Bunu integre ederek yukarıdaki ifade elde edilir. Normalin .... .. 
girdi~i yüze negatif yüz ve çıktı~ı yüze de pozitif yüz denilir. r=r u, 
vektörünün yönü q yükünden dF ye do~rudur. 0<7t/2 için dfl>O ve 

6>7t/2 için dfl<O olur. r nin yönü de~işirse uzay açıların da işareti 
de~işir. Yukarıdaki ifade yardımiyle Gauss teoremi de çıkaıılabilir. q 
yükü kapalı yüzey içinde ise ft=4~t olaca~mdan ljJ=q ve dışında ise 
!l=O olaca~ından ljJ=O bulunur. 

2 - Yoğunluğu merkezden olan uzaklıkla de~işen küresel yük da
~ılışının potansiyel fonksiyonu bulunacaktır, şek. 13. 

p 

Şek. 13 

lntegrasyon bölgesindeki koordinatları i endisi ile belirtirsek p=p(rı) 
olur, Küreyi, dr; kalınlığındaki tabakalara ayıralım. Yüzey ve hacim 
elemanlan dF=a2 sin 6;d6; dep; ve dV=dr1dF dir. P noktasındaki potan
siyel için 

a 

ep= 4~ rp (rı) dr; rh 3Jeo. I 
O F 

yaıılabilir. R2--r2+rı2-2rrı cos Oı nin diferansiyeli alınırsa RdR=rrı sin Oı .. 
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bulunaca~mdan yüzey integral -.-

R'A 

f ~ = 2;rı !dR 

Rı 

şekline girer. Küre dışında R1=r-rı, R2=r-rı olaca~ından 
a 

<ı>o =4- ı fp (rı) 4r: rı2 drı 
T:(or 

o 
bulunur. Integral, kürenin toplam yükünü verece~inden 

q> - Q 
0 - 41tEQr 

yazılabilir . Küre, dışandaki noktalar için bütün yükü merkezinde top
lanmış gibi davranmaktadır. Küre içinde r > r 1 olan noktalar için integ
ral sınırları yukandaki gibi ve r~rı olan noktalar için R

1 
= rı - r, 

R,.=rı+r olaca~ından 

r a 

ı f ı . cpı = -- p {rı)rı2drı+ - } p (rı) rıdrı eor Eo 
O r 

bulunur. Üniform da~ılış için p= po=sab. koyarak 

Q (3 r2) ep,= Br. eo ~- a3 

elde edilir (Q = 4Tta9po/3) . cp0 yukarıda verilmiştir. 

3- Üniform ve sonsuz uzun yüzeysel silindirik yük da~ılışının po
tansiyeli bulunacaktır. Şek. 14. 

X 

Şek. 14 



• 

Logaritmik potansiyel 

dir. p<a için In (1/r) 

ln ( ~ ) =ın( ! ) +: cos(~-cf>}+ ~(:)'cos2(~-cf> ) + .... 
serisine açılabileceg-inden 

21t J cos n (ep-~) d~=O (n =1,2 , .... ) 

o 
oldu~unu gözönüne alarak sil indirin içindeki noktalar için 

). 
cp1 =- -

2 
lna=sab. 

'!tE 

bulunur. ). = 2ıt aa , silindirin birim uzunlug-undaki yüktür. 

p>a için 

15 

tn(+)= In (+)+ :-cos (ol> - 4>) + ~ ( f-)' cos2(oi>- 4>) + .... 

yazılabileceg-inden silindirin dışındaki noktalar için 
). 

<ı>o=--2 lnp 
1:E 

elde edilir. Silindir, dışarıdaki noktalar için eksenine getirilen ). yo~un
lug-undaki çizgisel kaynak gibi davranmaktadır. 

Silindirin içinde alan sıfırdır ve dışında ise E0p =- dcpofdp = A./2ıt pt 

ct olur. 
4 - Üniform yükliı ve 2c uzunlug-undaki çizgisel kaynag-ın alanı 

incelenecektir, şek. 15. 
Alan z-eksenine göre eksenel simetriktir. lntegrasyon koordina

tını ~ ile göstererek P noktasındaki potansiyel için 
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~--z 

Şek. 15 

bulunur. r 1
2-ri= 4 ez oldu~unu gözönüne almak ve r1 +rı-2a koymak 

suretiyle A. a+c 
<ı>=-- bt--

41tE a-c 
yazılabil ir. ep = sab. meridyen d üziemindeki eşpotansiyel çizgilerin denk
lemi 

a+ c = k 
a c 

dir (In k=4r.E(pj)..). Eşpotansiyel çizgiler, odakları doğrunun uçlarında 
bulunan ve yarı eksenleri 

k+l 
a =c k _ 

1 
, b= ya2 - c2 

olan ortak odaklı elipslerdir. Elipsleri z-ekseni etrafında döndürecek 
elipsoid biçimindeki eşpotansiyel yüzeyler elde edilir. k~oo için a = c 
ve b= O olacağından elipsoidler 2c uzunluğundaki do~ruya dejenere 
olurlar. Çok uzaklarda (a » c) a .,. b olacağından elipsoidler kürelere yak
laşırlar. Çok uzaklardaki noktaların potansiyeli yaklaşık olarak 
<P""' Q/4rtEa şeklinde olur. Burada Q= 2cA., doğrunun toplam yükünü gös
termektedir. Bu sınır halinde a pratik olarak orijinden uzaklığı gösterir. 
Çok uzaklardaki potansiyel bir Couloınb potansiyeldir. 

P noktasındaki alan bileşenleri 

Ep = _ CJ<ı> = A. (c - z + c + z) , 
()p 4r:Ep rz rı 

E = _ _E<ı> ...:: _ A. _( 1 _ _ 1 ) 
• dZ 4rtE T2 rı 

dir. c~oo için E&- 0 ve Ep=A./21tEP olur (sonsuz uzun üniform çizgisel 
yükün alanı). 

Alan çizgilerinin diferansiyel denklemi dr1= dr2 dir. lntegre ederek • 
r1-rı-c bulunur. Böylece alan çizgilerinin, odakları do~runun uçların-
da bulunan ortak odaklı hiperboller olduğu anlaşılır. 
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Sonsuz uzun çizgisel yükün potansiyeli yukandaki ifadeden çıkarı
lamaz. Zira c~oo için qı~co olur. Bununla beraber bu ifadeye uygun bir 
sabit değer- ilave ederek qı nin limitde sınırlı kalması sağlanabilir. Po
tansiyeller için referans noktasının seçimi serbest olduğundan her han
gi bir sabitin potansiyel ifadesine ilavesinde hiç bir mahzur yoktur. 
Mesela z =O , p = 1 noktasının negatif potansiyelini ilave ederek 

qı=~lln VPı+(z+c}ı 1- z + c +In yl+cl -c -- - ] 
41te y(l+c)2 +c yp2 -1 (z-c)

2 +z-c 

yazabiliriz. Bu ifadede c ~oo için birinci terim sıfır olur ve ikinci te· 
rim ise pay ve paydayı binom serisine açarak 

).. 
Cf) =--ln p 21tE 

değerini alır. 
5- Üniform yüklü dairesel halkanın alan hesaplanacaktir. Şek. 16. 

z 

X 

Şek. 16 

Halkanın toplam yükü Q = 2 1t aA. dır. Potansiyel z- eksenine gö
re eksenel simetriktir. Bu sebeple her hangi bir ep = sab. düzleminde
ki alanı incelemek kafidir. ep = O düzleminde P noktasındaki potansi-

yel için 

Elektromaıoetik Alan Teorisi F: 2 
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yazılabilir. 4> = 1t- 2~ şeklinde yeni bir deklşken ithal ederek (d ep = 
-2d~) 

bulunur. Burada 

kısaltınasını ve 

'lt/2 ll 

K(k)=J_d_ı ... _ 
ı./1-Psin 2S 

o 

ise birinci nevi komple eliptik integrali göstermektir. Eliptik integral, 
k modülü yardımiyle, cetvellerden faydalanarak bulunur. 

z- ekseni boyunca p = O , k = O , K {O) = rt/2 olacağından 

elde edilir. Bu sonuç, direkt integrasyonla kolayca bulunabilir. Eksen 
boyunca alan şiddeti 

olur, z =af f2 için alan şiddeti maksimum bir değer alır. 
6 - Üniform yüklü ve sonsuz uzun paralel iki çizgisel kaynağın 

alanı incelenecektir, şek. 17. 

Çizgisel kaynaklar P(x, y) noktasında 

ı 
ep = - 2- (A.1 lnr1 +"i.ılnrJ+k 1tE 

potansiyelini meydana getirirler. Eşit ve zıt işaretli yükler için 
A.1 = - A.z=A. koyarak 

A. r2 
ep = --ln - +k 

21tE r1 
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yaıılabilir. k sabiti, çok uzaklarda ve x=O düztemindeki noktalann 

potansiyelini gösterir. k=O seçerek 

). "r 
ep = - ln'- 2 

21tE ' Tt 

Şek. 17 

yazılır. Eşpotansiyel çizgilerin denklemi r,}r1= k (lnk= 21tEcp/A.) dir. Böy· 
lece merkezleri x- ekseni üstünde bulunan daireler elde edilir. Eşpotan· 
siyel yüzeyler dairesel silindirlerdir. 

P noktasındaki alan bileşenleri için 

E. = - acı> ax 

E = - acp = _L (L - Y ) 
'1 ay 21tE Tı2 rl 

ifadeleri bulunur. Alan çizgilerinin diferansiyel denklemi 

du dv 
l + u2 = l+v2 

şeklindedir. u ve v 

u = - 9 - v =___}L_ x-a' x + a 
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kısaltmalarını göstermektedir. lntegre ederek arctg u-arctg v=c veya 
exı - a 1 = a = c bulunur. a, P noktasındaki açıyı gösterdiğinden, c 
sabitine muhtelif değerler vererek merkezleri y-ekseni üstünde bulunan 
daire yaylan elde edilir. 

Şimdi alan çizgilerinin denklemini 1)1 = sab yardımiyfe bulalım. 
Şek. 17 de kağıt düzlemine dik ve izleri 2a, r1, rı olan üç düzlem dü
şünelim. ),1 çizgisel yükünün 2a ve r 1 düzlemleri arasından birim uzun
luk boyunca geçireceği akı 

«ı 

ljlı = 1 Op p d rp = 
2
; A., 

o 

dır. A.2 çizgisel yükü de 2a ve rı düzlemleri arasından birim uzunluk 
boyunca 

alosını geçirecektir. Böylece şek. 17 de y yüksekJiğindeki dikdörtgen
den birim uzunluk boyunca geçecek olan akı için 

ı 
ljl = ~ (A.ıcxı+A.ı~)=sab. 

yazılabilir. Aı=-A.ı= A. koyarak ve sabitleri bir tarafa toplayarak alan 
çizgileri için yukarıdaki denklem elde edilir. Genel olarak hepsi ayni 
düzlemde bulunan paralel çizgisel yüklerin alan çizgileri için 

denklemi elde edilir. 

~Aıai=Sab. 
i 

7 - Üniform yüklü dairesel diskin eksenindekl alan incelenecektir, 
şek. 18. 

Disk P noktasında 



potansiyelini meydana getirir. Çok uzak noktalar için 

z J 
p 

• 

Q 
ıp= 4mızi 

Şek. 18 
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yazılabilir. Q=na2u, diskin toplam yüküdür. Böyleee çok uzaklardaki 
potansiyelin Coulomb potansiyeline idantik olacag-ı anlaşılır. 

P deki alan şiddeti 

~=- dep 
dz 

CTZ ( ı ı ) =- - - -2E ya2+z2 1 z ı 

dir. Potansiyel fonksiyonu her iki taraftan diske yaklaşılınca uaf2E de
~erini alır. Yani sınır yüzeyinde potansiyel süreklidir. Buna karşılık 
alan şiddeti z>O için pozitif ve z<O için negatif deg-erler aldı~ından 
(cr>O için) pozitifi veya negatif taraftan z= O noktasına yaklaşıldı~ına 
göre E%(0-)=u/2E ve E.(O-)= -u/2E de~erlerine yaklaşır. Böylece po
tansiyelin normal bileşeninin diskten geçerken rf/ E kadar bir atıatma 
yaptı~ı anlaşılır. 

E. ifadesinde a-oo yaparak 

E-~-=-----+ CT 
ı- 2E 1 Z ı -- 2E 

bulunur. Bu ifadede z>O için + işareti ve z<O için - işareti alınır. 
Ifade sonsuz düzlernin alanını verir. E.= sab. oldu~undan sonsuz düz
Jemin alanı üniformdur. E.= - d~fdz yi integre ederek potansiyel için 
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r:t 
<ı> = -"""2E ız ı +k 

ifadesi bulunur. Referans noktası sonsuzda seçilemez. z = O için ep = O 
seçerek 

r:t 
ep = -2Ei z l 

elde edilir. 

Disk için bulunan potansiyel ifadesinde a~oo yapılırsa ep~oo olur. 
Sonsuz düzlernin potansiye ini bulmak için z = 1 noktasındaki negatif 
potansiyeli iJave ederek 

ep= ;E ( ya2ız2 - ·Jı +a2 + 1- 1 z ı) 
bulunur. Bu ifadede a~oo limitine geçilirse 

elde edilir. 
ep = ;E (ı - ız ı) 

Gerek diskin alanı ve gerekse daha önce inceledi~imiz silindirik da~ı
lışın alanı bir basit tabaka da~ılışının alanıdır. Basit tabakadan geçerken 
potansiyel sürekli olmakla beraber normal türev r:t/ E kadar bir atlama 
yapmaktadır. 

Yüzeye pozitif veya negatif taraftan yaklaşıldıkı vakit elde edilen 
de~erleri + ve - endisieri ile işaretliyerek basit tabaka da~ılışı için 

<P+ = ep (.l!P ) - ( a~) = - !!__ -' an + an _ E 

yazılabilir. Bu özellik genel olup yüzeyin şekline ba~lı de~ildir. Nor
mal türevin sınır yüzeyinde aldı~ı de~eri s endisi ile işaretleyerek 

(~:t = (~:). - 2r:/E , (~) _ = (~:). + * 
yazabiliriz. Sınır yüzeyindeki de~er pozitif ve negatif taraftan yaklaş
malara tekabül eden de~erlerin aritmetik ortalamasına eşittir. 

Iki boyutlu basit tabaka da~ılışının logaritmik potansiyeli 
ı . 

ep = - 2 7tE fr:tlnrds 

c 
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dir. Daha önce dairesel silindir için bulunan ifadeleri incelersek potan
siyelin sürekli oldu~unu ve normal türevin ise pozitif normal yönün
de yüzeyden geçerken a /E kadar atlama yaptı~ım görürüz. 

8- Üniform küresel tabakanın alanı incelenecektir. Şek. 19. 

Şek. 19 

P deki potansiyel 
a b. dF 

çı=~_rR 
F 

dir. Bundan önce görüldü~ü gibi bu ifade 

Q 
ep= 8ıtEar 

şekline sokulabilir. Q = 4 r. a2 a , kürenin toplam yüküdür. Küre dışında 
Rı= r-a , R

2 
= r + a oldu~undan cp0 = Q 4 n E r bulunur. Kürenin dı

şındaki potansiyel merkeze getirilen Q yükünün Coulomb potansiyeline 
idantiktir. Küre içinde R1 =a-r , R2 = a + r olaca~ından cpı = Q/4 ıt E a 
= sab. bulunur. Sınır yüzeyinde potansiyel süreklidir. 

Alan şiddetleri için Eor = Q, 4ıt E r2 ve Eı = O bulunur. Eo, (a} = aJE 

olduğundan normal bileşen küre yüzeyinde a E kadar bir atlama yapar. 

9- Dipolün alanı incelenecektir. Şek. 20. 

Eşit ve zıt işaretli noktasal yükler P noktasında 

'"- q .,.- 4ıtE ( ~, ; ) 
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potansiyelini meydana getireceklerdir. ı;r' = ı;yr2+~2-2r~ cos 6-:f(~) 
ye ~ nın fonksiyonu gözüyle bakarak orijin civarında Taylor serisine 
açılırsa 

p 

Şek. 20 

- [ a ( ı )] ~
2

r a2 

( ı J 1 <~> - 1 (O) + ~ a~ 7 +it a~2 ? 
1;=0 ı;=O 

+ ... 

yazılabilir. Di~er taraftan kartezyen koordinatlarda r'=v x2+y2 + (z- ~)2 
oldu~undan 

:~ (!)=-M!} [a~: (!·)] = <-ıı· aa; (-H 
ı; =O 

dır. Böylece, 1 (O) = ı;r olduğunu da gözönüne alarak 

- , = - - ~a- + ... +s-, --an - ± ... r r z r n. z r 
ı ı Ô ( ı ) 0

( -1)0 an ( 1) 
elde edilir. Bunu potansiyel ifadesinde yerine koyduktan sonra ~~o li
mitine geçilir ve bu sırada p = q~ çarpımı c;ınırlı kalacak şekilde q yü
kü nun büyüdüğü farzedilirse potansiyel için 

ep = - 4 ~E :~ ( ; ) = 4 ~E O~ ( : ) 

elde edilir. Bu ifadede r = y x2+ g 2+ z2 koyup parsiyel türev hesapla-
nırsa 

_p cos 9 
ep 41fEr2 
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bulunur. Sisteme noktasal dipol ve p ye dipol momenti denilir. Dipol 
- -+ 

momentine - q den 9 ye do~ru yönelen p = 9 h (~ - h koyarak) vektörü 

gözüyle bakarak 

- -+ 

ep= :-rt·E~-- 4!E ; . gradp (!) 
yazabiliriz. Burada gradyan, P noktasının koordinatlarına göre hesaplan
maktadır. Şayet dipol (~, ıı, ~) noktasında bulunuyorc.;a ve potansiyelin he-

saplandı~• noktanın koordinatları (x,y,z) ise r=v'(x-~)2+(y-ıı)2 .-{z-~)2 

oldu~unu gözönüne alarak grad (1/r) = - gradM(l r) almalıdır. Grad
yanlardaki P ve Mendisleri işlemin P noktasının veya dipolüo koordinat
larına göre yapılaca~ını belirtmektedir. 

Oipolün alanı z- ekseni {dipol ekseni) elrafında silindirik simet
riktir. Bu sebeple her hangi bir meridyen düzleınindeki alan bileşenleri 

E _ _ a ep __ p cos e E __ __!_ a <:ı _ p sin e 
.- ar - 2r.Er!l ) a- r aa - 4;ar 

olur. Eşpotaosiyel çizgilerin denklemi cos e= kr2 dir (k = 4n E ep). Çiz
gileri eksen etrafında döndürerek eşpotansiyel yüzeyler elde edilir. 

Alan çizgilerinin diferansiyel denklemi dr/r 2 ctg O olduğundan 
integre ederek r = c sin20 bulunur. 

- -+ Uniform ~ alanı içinde dipole tesir eden bileşke kuyvet sıfır ol-
-+ - -

makla beraber 9 ve -9 yüklerine tesir eden F = q E0 ve - F kuvvet 
çiftinin meydana getireceği 

-+ -+ -+ 

M= pXE0 

dönme momentinin tesiriyle dipol, ekseni alan yönüne gelecek şekilde 
döner. 

10 - Çift tabaka da~ılışının alanı incelenecektir, şek. 21. 

Dipallerin bir F yüzeyine, eksenleri pozitif normal yönüyle intibak 
edecek şekilde yayılmasından bir çift tabaka da~ılışı elde edilir. Çift 
tabakanın iki yüzünde, yoğunlukları u ve - u olan }'Üzey dağılışiarı 
vardır ve yüzey birimindeki moment ..-=u h çarpımının h-+0 ve u.-+oo 

için limiti olarak tarif edilir. Momenti •dF olan dF yüzey elemanı P 
noktasında 
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dep= -
4

1 
;, grad ( ..!. ) dF= •

4
dF _a_(.!.)-= -rdF cos O 

1tE r 1tE ôn r 41tEr2 

-4 -4 

potansiyelini meydana getirir (-r ="tn). Gradyan işlemi yüzey üstündeki 
noktanın koordinatlarına göre yapıldığından (dipolün koordinatları) po-

~ r::-_...:...+_+ __ 4-_~+"-J-: 

F 

Şek. 21 

zitif işaret alınmıştır. Bu ifadeyi F yüzeyi üzerinden integre ederek çift 
tabaka dağılışının potansiyeli için 

= 1 ;-. _Q(_!_ ) dF = _1_1" cos OdF 
ep 41tE dn r 4 1t E r 2 

F F 

bulunur. Bu ifadede dn=dF cos Ofr2 koyarak potansiyel için 

Q= 4~ _f-=df2 

n 

yazılabilir. df2, P noktasından dF elemanını gören uzay açıdır. Şayet 
P den yüzeyin pozitif tarafı görünüyorsa cos 0>0, dn>O ve negatif 
tarafı görünüyorsa cos 0<0, dn< O dır. Üniform dağılış için "t-sab. ola
cağından 

-r 
ep = 41tE n 

elde edilir. F yüzeyi kapalı ise dışında n +=O ve içinde n _= -41t ola
cağından (normal yönü dışarı doğru) qı+=O, cp_=--r/E ve dolayısiyle 

bulunur. Potansiyel sürekli değildir ve çift tabakadan pozitif normal 



yönünde geçerken -r:/E kadar bir atlama yapmaktadır. F yüzeyi kapalı 
de~ilse bunu bir kapalı yüzeye tamamlayarak ve F yüzeyinden geçer
ken tamamlamak için seçilen yüzeydeki da~ılışın bir süreksizlik göster
miyece~i gözönüne alarak yine ayni sonuç elde edilir. "t'=f sab. için de 
ayni süreksizli~in meydana gelece~ini, yüzey üstünde a yançapı, da~ılı
şına üniform gözüyle bakılabilecek kadar küçük olan bir diski gözönüne 
alarak kolayca görebiliriz. M noktasını çevreleyen disk üstündeki üni
form da~ılışı -.0 ile gösterelim. Bu nokta civanndaki potansiyel diskin 
qı' potansiyeli ile geri kalan yüzey bölgesindeki da~ılışın qı' potansiyeli
nin toplamına eşit olacaktır. qı' potansiyeli diskte geçerken bir süreksizlik 
göstermez. Buna karşılık qı' potansiyeli diskten pozitif yönde geçerken 
-.0, E kadar bir atlama yapar. Sonuç olarak qı=qı' +qı' potansiyeli disk
ten geçerken ayni atiarnayı yapar. Limite geçerek a~O için M nokta
sındaki -r: elde edilece~inden yine ayni süreksizlik bağ'ıntısı bulunur. 

Gauss teoremini yüzeye normal olan silindire tatbik ederek 
(En)+=(EaL ve potansiyel sinsinden 

(aqı). _ (at.?) an +- an -

bulunur. Zira sınır yüzeyindeki toplam yük sıfırdır. Böylece normal tü
revin sürekli oldu~':! anlaşılır. Potansiyeldeki süreksizlikten dolayı Eı te
~etsel bileşeni ve dolayısiyle o<p/ot te~etsel türevi sürekli de~ildir. 

Potansiyelin yüzey üstünde aldı~ı de~eri qı. ile göstererek 

yazılabilir. 

Örnek olmak üzere üniform olarak çift tabakaianmış (-.= sab.) bir 
diskin eksenincieki potansiyel i bulal ım, şek. 18. r=·ı/p2 +-~ , cos fJ=pjz 
ve dF pdpd ep koyarak 

"t' ( • z ) sıgnz- - = 
2E \/ a2+z2 

bulunur. sign z, z<O için -1 ve z>O için -,-1 olan ve süreksiz fonk
s iyonları göstermek için faydalanılan fonksiyondur. z =O noktasına po
zitif taraftan (z~O+) veya negatif taraftan (z~O-) yaklaşıldı~ına gö-
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re rp(O+) = -r/ 2E ve cp(O-)= - -r/2E de~erleri elde edilir. Potansi· 
yel, diskten geçerken -rjE kadar atlama yapar. Alan şiddeti için 

E - -dtp _ ~ ~ 
· - dz - 2E {a2+z2)3'2 

bulunur. z~O için (her iki taraftan yaktaşma için) E.{O) = -.:j 2r.a elde 
edilir. Böylece normal türevin sürekli oldu~u görülür. 

a-oo için 

.. 
rp =ıe sign z 

elde edilir. Bu ise z = O noktasında -.:/E kadar atlame yapan sabit bir 
fonksiyondur. 

ll- Çizgisel dipolün alanı ve silindi ri k çift tabaka dağılışının po· 
tansiyeli incelenecektir, şek. 22. 

Şek. 22 de görülen ). ve -}. para
lel çizgisel yükleri P noktasında 

). p 
rı>= -- ln -; 27tE p 

potansiyelini meydana getirirler. 

ln(l jp') f(~) yi ~=O civarında Tay· 
!or serisine açtıktan sonra ~~o limitine 
geçilir ve ).~=m çarpımı sınırlı kalacak 
şekilde ). nın büyüdü~ü farzedilirse 

m a 
ep (x,g) = - 2 7t E a~ (/np) 

bulunur. p uzaklı~ı 

p 

X 

Şek. 22 

dir. Türev işlemi x koordinatına göre yapılırsa denklemin işareti deki
şir. Birbirine sonsuz küçük yakıniılda iki paraJel çizgisel kaynaktan 
meydana gelen bu sisteme çizgisel dipol adı verilir. Dipolün birim uzun-

-luk için momenti m dir. m ye, - ). dan }. ya do~ru yönelen bir m vek· 
törü gözüyle bakılabilir. Parsiyel türevi hesaplayarak 
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m x-~ m cos ep 
<:ı (-l,g) = 2 'it E - p- = 2 'it E p 

elde edilir. Eşpotansiyel çizgilerin denklemi cos cp = kp (k = 2 1t E ep/m) 
şeklinde olduğundan merkezleri x- ekseni üstünde bulunan daireler el
de edilir. Eşpotansiyel yüzeyler ise dairesel silindirlerdir. Alan şiddeti-
nin bileşenleri 

E _ acp _ m cos cp E ep _ __ aG> _ m sin _5L 
p - - ap - 2 T. E p2 ' - pa ep - 2 'it E p2 

dir. Alan çizgilerinin diferansiyel denklemi dpf pd rp = c tg ep olduğun· 
dan integre ederek sin cp - ep (c= sab.) bulunur. Bu denklem, merkez
leri y- ekseni üstünde bulunan daireleri gösteı ir. 

Çizgisel dipollerin bir C eğrisi boyunca, eksenleri pozit!f normal 
yönünde olmak üzere dağılışından elde edilen silindirik (iki boyutlu) 
çift tabaka dağılışmın logaritmik potansiyeli için 

ı · a 
ep=- 2 1t E J-r: an (/n r) ds 

c 
yazılabilir. Normal türev dipolün bulunduğu noktaya tekabül ett iğinden 
negatif işaret alınmıştır. Normal türev için 

a(Ln r) _ 1 ap _ cos (r, n) 
an - -; a~-- r 

yazılabileceğinden potansiyel ifadesi 

r Q = 2~E f -r: cos (r,n) ds 

c 
şekline girer. 



III. 1 L E T K E N L E R 

7. Sınır şartları. 

lletkenler statik alanda önemli bir rol oynarlar. Statik denge duru-
-+-

munda iletkenlerin içinde Eı = O , Pı = O ve cı>ı = sab. dir. lletkenin bü-
tün yükü dış yüzeyinde bulunur, Uetkenin dış yüzeyi bir eşpotansiyel 
yüzeydir. Dielektrik tarafındaki sınır şartları 

Şek' 23 

dir. 

veya potansiyel cinsinden 

cp= sab. , acı> Ci = - Ean 

(36) 

(37) 

şekJindedir, şek. 23. lletkenin yükü 

(38) 

Izole ve nötr bir iletken statik alan içine sakulunca tesirle elektrik
lenerek yüzeyinde, içindeki alan sıfır olacak şekilde, bir yük da~ılışı 
meydana gelir. (indüklenir). O" :f= O olmasına rahmen iletkenin toplam yü
kü sıfırdır. Sabit potansiyelde olan iletkenin yüzeyinde pozitif yükler 
bir larafa ve negatif yükler öbür tarafa kaymıştır. Yükleri birbirinden 
ayıran nötr çizgi boyunca p = O dır. 

Iç i oyuk olan bir iletkenin tıpkı dolu bir iletken gibi davranaca~ı
nı potansiyelin şu özelli~inden faydalanarak kolayca görebiliriz. Uzay
da yüklerio bulunmadı~ı bir bölgede potansiyel maksimum veya mini
mum bir değer alamaz. Her hangi bir P noktasını kuşatan r yarıçaplı 
bir küre düşünelim. Potansiyelin bu küre üzerinden hesaplanan ortalama 
dekeri 



TC 2TC 
ı 

ep=---
4-r.r-2 .f ep dF = 4 ~ J J ep sin 6 d 6 d ep 

F O O 

olacakbr. r ye göre türev alınırsa 

1: 27t 

dep ı Jj. ac;ı . 6 d a ri. - ı .f - = - - -a s ın d 'f' - 4----"'2 dr 4 'Tt r r.r 
O O F 

a9 dF ar 

3ı 

bulunur. Küre içindeki yük Q ile gösterilirse Gauss teoremine göre yü
zey integrali - Q ye eşit olur. Q = O için dep dr = O yani ep = sab. 
elde edilir. Böylece ortalama deg-erin P noktasındaki deg-ere eşit olaca
g-ı ve sonuç olarak bu noktada ekstrem deg-er alamayacag-ı anlaşılır. 
P noktasında pozitif veya negatif bir yükün bulunması halinde ise po
tansiyel bu noktada maksimum veya minimum olacaktır. 

Potansiyelin ekstrem deg-er alamayacağını Laplace denklemi yardı
miyle de gösterebiliriz. Potansiyel fonksiyonunun maksimum veya mini
mum bir de~er alabilmesi için a2ep/a:ı.2, a2ep/ay2

, a2ep/az2 parsiyel türevleri
nin hepsinin negatif veya hepsinin pozitif olması gerekir ki bu da 

şeklindeki Laplace denklemi le bağdaşamaz. Ayni şey potansiyel fonk
siyonunun türevleri için deisöylenebilir. 

Q 

Şek. 24 Şek. 25 
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-Şek. 24 de görülen iletkenin içinde E; =O ve <ı>ı = sab. dir. Oyuk· 
ta yük bulunmadığından potansiyelin sabit kalması ve alanın sıfır ol
ması gerekir. Oyukta nötr iletkenterin bulunması halinde de durum ay
nidir. lletkenin iç yüzeyinde yük bulunmayacağını Gauss teoremini F 
yüzeyine tatbik ederek kolayca görebiliriz. 

Şek. 25 deki sistemde içteki A iletkenine Q yükü konursa nötr 
olan dıştaki B iletkeninin iç yüzeyinde tesirle elektriklenme sonucu 
-Q yükü ve dış yüzeyinde ise Q yükü belirir Bunu, Gauss 
teoremini tamamen B iletkeni içinde kalan bir kapalı yüzeye tatbik ede
rek görebiliriz. Olaya tam tesir adı verilir. Şayet dıştaki iletken toprak
lanacak yani sıfır potansiyeline getirilecek olursa dış yüzeydeki yük top
rak tarafından kompanze edilerek yalnız iç yüzeydeki yük kalır. Bu du
rumda B iletkeni ile toprak bir bütün teşkil ederler. Tesirle elektriklen
me olayı yüksek gerilim tesisleri için çok önemlidir. 

8. Elektriksel ekran~at'\'-A 

Şek. 26 da görülen sistemde E iletkeninin izole ve nötr olduğunu 
farzederek şu iki statik denge durumunu inceleyelim: 

Birinci dengede yalnız A ilet· 
keni yüklenmiştir. Bu durumda hem 
oyuk içinde hem de C iletkeninin 
dışında bir alan meydana gelir. 
Jkinci dengede ise yalnız B iletke
nini yükleyelim. Bu defa E iletke· 
ninin dışında bir alan meydana ge
lirse de oyuktaki alan sıfır olur. 
Bu iki denge durumu birleştirilirse 
hem A ve hem de B yüklü iken 
oyuktaki alanın valnız A tarafından 
meydana getirileceği ve buna kar
şılık E nin dışındaki alanın A ve 

Şelr. 26 

B nin alanlarının bileşkcsi olacağı anlaşılır. Böylece E nin tek yönlü 
olarak ekran rolünü oynadığı ve oyuk bölgesini dışanya karşı ekranla
dığı görülür. Şayet E nin potansiyeli sabit tutulacak olursa ekran
lama tesirinin iki yönlü olacağı ve sonuç olarak E nin uzayı elektrik
sel bakımdan bağımsız iki bölgeye ayıracağı kolayca gösterilebilir. E 
iletkeni sabit potansiyelde tutulduğu vakit oyukta bir alan meydana 



33 

getirilince dışandaki alan sıfır olacaktır. Zira E nin dışını::fa yük bulun
madı~ından potansiyel sabit kalmak zorundadır. Pratikte ekran rolünü 
oynayan iletkeni topraklamak suretiyle potansiyeli sabit yani sıfırda tu
tulur. Keza ekran olarak ekseriya dolu iletkenler yerine tel kafesler kul
lanılır. Tel kafesler oldukça yaklaşık olarak ekran tesiri yaparlar. Elek
triksel ekranla madan mesela ölçü aletlerini dış tesiriere karşı korumak 

için faydalarulır. 

9. İletken sistemleri. 

Şek. 27 de n iletkenden meydana gelen bir iletken sistemi görül
mektedir. Bu sistemde iletkenterin yükleri ile potansiyelleri arasındaki 
ba~ıntıları arayalım. 

Şelc. 27 

Yüzey yo~unlu~u rr olan bir bir ilelkenin meydana getirece~i po

tansiyel 

ve iletkenln toplam yükü 

9
= _1_ rb. O"dF 

4r.ı r r 
F 

Q= jrrdF 

F 

ifadesi yardımiyle bulunur. Potansiyel integralinde r, iletken yüzeyin
deki noktaların yine iletken yüzeyinde alınan sabit bir noktadan uzak-

Elektromagnelik Alan Teorisi F: 3 



lı~ı gösterirse bu ifade iletkenin potansiyelini verir. Yüzey yo~unlu~u
nu bir k sabiti ile çarparak yeni bir denge durumu elde edilir. Bu du
rumda ilelkenin yükü ve potansiyeli Q'=kQ ve ç' =kcp olur. Böylece 
Q yükü <P potansiyelini meydana getiriyorsa kQ yükünün krp potansi
yelini meydana getirece~i anlaşılır. Keza Q' yükü q) potansiyelini ve 
Q* yükü c:/ potansiyelini meydana getiriyorsa Q' r Q' yükünün <ı>' +<ı>' 

potansiyelini meydana getirece~i kolayca görülebilir. Bu açıklamadan 
muhtelif denge durumları için süperpozisyon prensibinin cari olduğu an
laşılmaktadır. Hiç şüphesiz yükler ve potansiyeller için söylenen şeyler 
-+ -+ -+ 
E = - gr ad <P ve D = E E vektörleri için de cari olacakbr. Süperpozis-
yon prensibinin statik alanda cari olması E= sa b. için alan denklemle
rinin lineer olmasından ileri gelir. 

Uzayda izole bir iletken için hesaplanan ve sabit kalan 

(39) 

oranına iletkenin kapasitesi denilir. Kapasitenin MKSC-birimi F dır 

(lıı.F= ıo-6F). Mesela yarıçapı a olan bir kürede C = 41tEa olacaktır. 

lletken sisteminde ilk önce yalnız k iletkeninin üstünde +ı yükü
nün bulundu~unu ve di~erlerinin nötr oldu~unu farzedelim. Bu denge 
durumunda k nın potansiyelini Pkk ile ve her hangi bir i iletkeninin 
potansiyelini Pık ile gösterelim. Şayet k nın yükü Qk yapılırsa potansi
yeli <Pu = pı.ı.Qk olur. Bu esnada i nin potansiyeli <Pık = pilı:Qı. değerini 

alacaktır. Bözlece k sayısına ı den n ye kadar de~erler vererek husule 
gelen denge durumları süperpoze edilirse i nin potansiyeli 

olur. Bu ba~ıntı bütün iletkenler için cari olaca~ından iletkenterin po
tansiyelleri ile yükleri arasında 

<Pı =pııQı + Pı2Qı + · · · + PınQn ',ı 
rf'2 = P2ıOı + P22Qz + · · · + PınOn 

. . . . . . . . . . . 
<Pa=paıQı + Pa2Q2 + • • • + PnDQD 

(40) 

ba~ıntılan elde edilir. Bu suretle potansiyellerin yüklerio lineer fonksi
yonları oldu~u anlaşılır. p lere potansiyel katsayısı adı verilir. Bu kat-
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sayıların birimi F- 1 dir, yani kapasite biriminin tersidir. lletkenJerin yük
leri k katına çıkarılınca potansiyelleri de k katına çıkaca~ından potan
siyel katsayıları sabit kalır Bu sebeple potansiyel katsayıları yalnız 
sistemin geometrik yapısına (boyut, şekil, uzaklık) ve ortamın cinsine 
(e) ba~lı olurlar. Bütün potansiyel katsayıları pozitiftir. 

lletkenlerin yilideri bilindiA"i takdirde ( 40) denklemleri yardımiyle 
potansiyellerini hesaplamak kabil olur. Keza denklemleri yüklere göre 
çözerek potansiyeller bilindig-i vakit yükleri bulmaya yarayan denklem
ler elde edilir. 

Yukarıda görülenlerden yüklü iletkenler karşısında bulunan nötr ilet
kenlerin potansiyel kazanacakları anlaşılmaktadır. 

i +k için 

(41) 

olur. Bu özelli~i Green karşıtlık leoremi yardlmiyle görebiliriz. Te
oremin ifadesi 

~Q,ep;' ~Q;'ep; 
i 

(42) 

şeklindedir. Bu ba~ıntıda Qı , ep; ve Qı' , 9;', sistemin iki statik denge 
durumu için iletkenterin yüklerini ve potansiyellerini göstermektedir. 
Teoremi şöylece ispatlayabiliriz : 
Birinci denge durumunda i iletkeninin potansiyeli 

1 ~ f(J"'dF~t. epı = -- --
4 'lt E rık 

k F~t. 

dır, şek. 28. Bu ifadeyi ikinci denge durumundaki (J;' yo~unlu~u ile çarp
taktan sonra Fı yüzeyi üzerinden integre edip i üzerinden toplam teşkil 
edilirse ep; = sab. oldu~unu da gözönüne alarak 

~ ep; f (Jı'dFı = ~9ıQı' 
i Fı i 

buJunur. Bu ifadenin sa~ tarafı ve k ya göre simetrik oldu~undan cı>ı 
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yerine ep;' ve Q{ yerine Q; alırsak yine ayni sonucu buluruz. Böylece 
yukarıdaki teoremi elde ederiz. Green teoremioi şu iki denge 
durumuna tatbik edelim : Birinci durumda yalnız Qıc =/=O ve ikinci den
gede ise yalnıy Qı =1= O dır. Bu denge durumlarında ep; = pa,Qıc ve epıı = 
pıcıQ; olacağından Creen teoremine göre p;~cQı.Q; = pıc;QıQı. yazarak 

p 

q 

Şek. 28 Şek. 29 

Pt~< ... pıcı bulunur. Bu sebeple n iletkenli sistemde n(n + 1)/2 potansiyel 
katsayısı vardır ve bunlardan n tanesi ayni endisli (Pick) ve n(n -1)/2 
tanesi de farklı endislidir (p;ı.). 

Pı\ = pıc; nin fiziksel anlamı şudur : Yalnız k iletkeni Q~c yükünü ta
şırken i iletkeninin alacağı potansiyel, yalnız i iletkeni ayni yükü taşır
ken k iletkeninin alacağı potansiyele eşit olur. Mesela q noktasal yükü
nün karşısına getirilen nötr ve izole iletken kürenin potansiyelini bula
lım. q yükü küre üstüne konunca P noktasında ep = qj4 ıt E d potansiye
lini meydana getireceğinden yük P noktasına getirilince küre bu potan
siyeli alacaktır, şek. 29. Böylece kürenin, alana sokulmadan önce mer
kezinin bulunduğu noktada noktasal yükün meydana getirdiği potansi
yeli aldığı anlaşılır. 

Potansiyel katsayılannın diğer bir özelliği 

(43) 

olmasıdır. Zira bütün deplasman akısı pozitif birim yük taşıyan k ilelke
ninden çıkıp diğer iletkenlere gittiğinden bu iletkenin potansiyeli diğer
lerinin potansiyellerinden büyük olacaktır. Eşitlik, i iletkeni k nın için
de bulunduğu zaman meydana gelir. Zira i nin potansiyeli k nın potan
siyeline eşit olmak zorundadır. 

lletkenlerin potansiyelleri bilinirse ( 40) denklemlerı ni çözerek yük
ler bulunabilir. Bu suretle 
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Qı _. Cu<Pı ..; Cn<Pl + • • • + Cıa<Pa ', } 
Ql = Cıı<Pı Cn<P2 + • • • -ı- Cın<Pa 

. . . . . . . . . . 
Q. = Cuı<Pt + Ca2<P2 + • • • + Cua<Pu 

(44) 

denklem sistemi elde edilir. cı.ı. gibi ayni endisli katsayılara kapasite 
katsayısı ve cıı. gibi farklı endisli katsayılara ise tesir katsayısı adı 

verilir. Bu katsayıların birimi F dır, yani kapasite birimine eşittir. cı.ı. 

gibi bir katsayı, cpı. = + ı ve diğer iletkenler sıfır potansiyelinde (top
raklanmış) iken Qı. v ı ve c;ı. gibi bir katsayı ise ayni denge durumunda 
Qı yi gösterir. Böylece topraklanmış olan iletkenterin yüklendikleri an
laşılmaktadır. 

Tesir katsayıları için 

Cik = cıı. (45) 

olduğu kolayca görülebilir. Sistemde n kapasite katsayısı ve n{n-1)/2 
tesir katsayısı vardır. Bu özellige göre yalnız k iletkeni cpı, potansiyelin
de ve diğerleri topraklanmışken i iletkeninin kazanacağı yük, yalnız i 
iletkeni ayni potansiyelde ve diğerleri topralclanmışken k iletkeninin ka
zanacağı yüke eşit olur. 

Bütün kapasite katsayıları pozitif ve bütün tesir katsayıları nega
tiftir. Zira bütün akı pozitif birim potansiyelindeki k iletkeninden çıkıp 
sıfır potansiyelindeki iletkenlere gittiğinden bu iletkenin cı.ıc yükü pozi
tif ve diğerlerinin cıı. yükleri negatif olacaktır. 

Toplam yükü sıfır olan iletken sistemine komple adı verilir. Komple 
sistemde 

(46) 

olacaktır. Eğer sisten komple değilse bu toplam poıitif olur. 

Şek. 30 da görülen sistemde 2 iletkeni topraklarursa cı>:ı=O olur. 
Bu durumda Q1=0 için cp1 = 0 olacağından 

denklemi elde edilir. Bu denklem potansiyellerin her değeri için doğru 
olacağİndan sistemde c13 = c14 ••• =cı. =O olacağı anlaşılır. Şayet di
ğer iletkenler topraklanmışken yalnız ı iletkeninin potansiyeli + 1 yapı
lırsa c11=-cıı olacağı görülür. c;>2 - 0 için sistemin denklemleri 
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Qı =cncı>ı 

Q2=C7l1Pı +c211P3 + · · ·, 

Q3 =c33cp3+ c34q>4+ • • ·, 
. . . . . . 

şeklinde olur. Birinci denklem, oyuktaki 
elektriksel durumun dış şartlara bağlı ol
madığını ve Q3, • • • ifadeleri de 2 ileke
ni dışındaki durumun iç şartlara bağlı 
olmadığını göstermektedir (ekran tesiri). 

Kapasite ve tesir katsayıları kapasite 
boyutunda olmakla beraber elektrik dev
relerindeki kapasite kavramına uymak 
için (44) denklemlerini potansiyel farkları
na göre düzenlemek elverişlictir. Böylece Şek. 30 

Qı = Cu <Pı + C12 (<ı>ı - <P2) + ... + Cı,. (<Pı -<Pa), 

. . . . . . . . . . . . . 
Q .. = C nı ( <i>n - <i>ı) + C.a (cı>. - cı>2) + .. . + C,.,. qı .. 

(47) 

denklemleri elde edilir. Bu ifadelerde l];k = cp1- CJ>k, i ve k iletkenleri 
arasındaki gerilimdir. Kapasite boyutunda olan C katsayılarına parsiyel 
(kısmi) kapasite denilir. Farklı endisli Cık katsayıları, i ve k iletkenleri 
arasındaki parsiyel kapasiteyi ve cld: katsayısı ise k iletkeni ile sıfır 
potansiyelindeki toprak arasındaki parsiyel kapasiteyi gösterir. Sonun
culara toprak kapasites i adı da verilir. elde' bütün iletkenler + 1 po
tansiyelinde iken k nın yükünü ve Cilc ise Q'lk = 1 ve diğerleri sıfır 
potansiyelinde iken i nin yükünü gösterir. 

(44) ve (47) sistemlerini karşılaştırarak 

C;; = L Cık , Cık=- Cik(i +k), C;ı = L Cık (48) 
k k 

olacağı anlaşılır. Bütün parsiyel kapasiteler pozitiftir. 
Parsiyel kapasiteler şematik olarak kandansatörler yardımiyle gös

terilir. 

Şek. 30 da tam tesir halinde olan 1 ve 2 iletkenleri bir kondansa
satör teşkil ederler. Bu kondansatörün kapasitesi içteki iletkenin c

11 
kat

sayısıdır. 1 iletkeni ile dıştaki iletkenler arasındaki tesir katsayıları sı
fır olduğundan bu sistemde Q1 cu cp1 + c12 (p2 dir. c

11 
= - c

1
a olduğu

nu gözönüne alarak Q1 - c11 (qı 1 - qı9) yazılabilir ve buradan kondan
satörün kapasitesi için 
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C= (49) 

elde edilir. 
Şek. 30 da yalnız 1 ve 2 iletkenlerinin bulundu~u farzedilirse 

yazılabilir. -Q
1

, 2 iletkeninin iç yüzeyindeki yükü ve Q' ise dış yü
zeyindeki yükü gösterir. Şayet 2 iletkeni topraklanırsa (qı:ı=O) Q' =0 

olacaktır. 
Şayet iki iletken yekdi~erinin içinde bulunmamakla beraber tam 

tesir halinde iseler Q, -Q2 olacağından kapasite yine yukarıdaki ifa
de ile hesaplanır. Potansiyel denklemlerinde Q1 - -Q2 = Q koyarak ka-

pasite için 
1 c Pıı+Pn-2Pn 

bulunur. Kapasite katsayıları cinsinden 

olur. Eğer iletkenlerden biri diğerinin bir düzleme göre simetrilti ise 

Pıı = Paı ve cıı = c22 olaca~ından 

bulunur. 
Bir kondansatördeki gerilim U= Q/C 

olduğundan, gerilimi yükseltmek için 
Q=sab. iken kapasileyi küçültmek ve
ya C=sab. iken yükü arttırmak düşünü
lebilir. Yüksek gerilimler elde etmek 
için faydalanılan Van de Graaff genera
töründe bir kürenin üstündeki yükü art
tırarak bu sonuç elde edilmektedir. 

se: 

Şelc. 31 

Pratikte rastlanan di~er önemli bir kapasite kavramı da işletme 
veya servis kapasitesidir. Bir iletken sisteminin belli bir çalışma tarzı 
için eşde~er kapasitesine işletme kapasitesi denilir. Mesela şek . 31 de 
iki iletkenli hat, ürereç bakımından kapasitesi 
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C C + CuC22 
• = 12 c c ıı+ 32 

olan bir kondansatör gibi rol oynayacağından C., sistemin işletme 
kapasitesini gösterir. 

10. İmaj metodu. 

Şek. 32 de görülen F yüzeyi içindeki yük dağılışı tarafından P 
noktasında meydana getirilen potansiyel 

l'flp ... _!__fpdV 
47tE r 

V 

integrali yardımiyle hesaplanır. Vektör analizde görülen ikinci Green 
teoremine göre q> ve cb gibi iki skaler fonksiyon için 

dir. Yüzeydeki pozitif normal yönü dışarı doğrudur. Bu denklemde 
cb = ı,r alırursa .6 (1 r) O ve .6 ıp = - p /E olduğunu gözönüne alarak 
potansiyel ifadesi 

cpp - - -
1 h. [ ]_ ôcp - ep.!. (.!..)]dF 

4 it .r r an ôn r 
F 

şekline girer. Böylece F yüzeyindeki 
ıp ve a ıpja n değerleri bilindiği tak
dirde yüzey intigralinl hesaplayarak P 
noktasındaki potansiyeli bulmak kabil 
olur. 

Şayet F yüzeyi bir eşpotansiyel yü
zeyle intibak ederse diverjans teoremi
ne göre Şek. 32 

(50) 

p 
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olacağından potansiyel ifadesi 

<pp= _ı - h. =E aqı/an dF 
4r.E J r 

(51) 

F 

şeklini alır. Bu ifadeye göre, her hangi bir eşpotansiyel yüzey içindeki 
yük dağılışının bu yüzey dışında meydana getirece~i potansiyelin bu 
yüzeye intibak eden ve yoğunlu~u 

{)ep 
CT=-E-

an 
olan bir basit tabaka da~lışının potansiyeline eşdeğer olacağı anlaşılır. 
Şayet eşpot;ınsiyel yüzey bir iletkenle değişt irilecek olursa bu yoğun
luk iJetkenio dış yüzeyindeki yo~unluk olacaktır. Gauss teoremine göre 
iletkenin toplam yükü yüzey içindeki yükterin cebrik toplamına eşit olur. 

Eğer F yüzeyi bir eşpotansiyel yüzey değilse (50) ifadesindeki ikin
ci teri m sıfır olmaz ve bu teri m, normal yönündeki momenti ' - E ep 
olan bir çift tabakanın potansiyeline eşdeğer olur. Böylece <pp potansi
yelinin, F yüzeyinde bulunan ve yoğunluğu CT olan basit tabaka ile mo
menti 't olan çift tabakanın potansiyellerinden meydana geleceği anla
şılır (Green eşdeğer tabakaları). 

Yukarıdaki açıklamalarda P noktasının F yüzeyi dışında buJundu~u 
kabul edilmiştir. Şayet nokta bu yüzeyin içinde jse normal yönünü içeri 
doğru alarak ayni sonuçlar elde edilir. 

Bu sonuçların önemli bir tatbikatı imaj teorisidir. Imaj metodunda 
bir sistemin alanını bulmak için bilinen bir alan ş~klinden faydanılır. 

Metod, iletken veya dielektrik yüzeylerinin varlığında alanları incelemek 
için çok elverişlidir. Metodun esasını basit bir iki örnek üzerinde açık
layalım. Şek. 33 de 9 noktasal yükünün küresel eşpolansiyel yüzeyleri 
görülmektedir. Her hangi bir eşepotansiyel yüzey uzayı iki bölgeye 

~ 
1 \a ) 

'\.~j/J 
~ 
Şok. 33 Şek. 34 



42 

ayırır. Sayet q yükü kaldırılacak ve meşela a yarıçaplı kürenin yüzeyi
ne yoğunluğu (qı .. qj4 n tr} 

a -= -E (aqı) 
ar r= a 

olan yük dağılışı getirilecek olursa küre dışındaki alan hiç bir değişik
liğe uğramayacaktır. Tersine olarak 9 yükünü taşıyan kürenin dışında
ki alan, merkeze getirildiği farzedilen 9 yükünün alanına eşdeğer ..>lur. 
q yüküne, sonsuzda bulunduğu farzedilen -q yükünün a yarıçaplı kü
reye nazaran elektriksel imajı denilir. 

Şek. 34 de 2c uzunluğundaki üniform çizgisel yükün eşpotansiyel 
yüzeyleri görülmektedir. Sonsuzdaki yükün her hangi bir elipsoide na
zaran imajı bu çizgisel yükten ibarettir. Elipsoid dışındaki alan çizgisel 
yük ün alanına eşdeğerdir. 

Şek. 35 de q ve -9 yüklerinin alanı görülmektedir. Mesela -q 

1' 

Şek. 35 

yükünü çevreleyen F eşpotansiyeli uzayı iki bölgeye ayırır. -9 yü
kü kaldırılacak ve F yüzeyine O" - - E arpJan yoğunluğundaki yük da
ğılışı getirllecek olursa q yükünün bulunduğu bölgedeki alan şeklinde 
hiç bir değişiklik olmaz. Tersine olarak 9 yükü, eşpotansiyel yüzeye 
intibak eden bir iletken karşısında bulunacak olursa tesirle elektrik! en-
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me sonucu bu iletkenin yüzeyinde yo~unlu~u Ci olan bir yüzey da~ılışı 
meydana gelir. Bu yük da~ılışının eşpotansiyel yüzey dışındaki alan 
üzerine yapaca~ı tesiri bulmak için en elverişli yol bu da~ılış yerine 
eşde~er -q yükünü almak olacaktır. - q yükü, q yükünün F yüzeyine 
nazaran imajıdır. Eşpotansiyel yüzey olarak z ""'O düzlemi alındı~ ı tak
dirde hesaplar oldukça kolay olur. Böylece şek. 36 da görülen sonsuz 
iletken düztenıle q noktasal yükü arasındaki alan elde edilir. P nokta-

sındaki potansiyel 

Şek. 36 

olur. Sonsuz düzlemdeki yük yo~unlu~u ise 

Ci = -E (()ıp) = - a q -oz z= O 2 ıtrl 

olacaktır (r = yp2...~- a2). p O için yo~unluk maksimum olur. Yüzeyde
ki alan şiddeti E~ """ Ci/ E olarak bulunur. Alan düzleme do~ru yönelir. 
lletken içinde potansiyel ve alan sıfırdır. 

lletken yüzeyindeki yük 
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Q = .f r:r dF = J r:r 2n p dp =- - q 

F O 

dür (Gauss teoremi). 

9 yüküne tesir eden kuvvet F = 9E dir. Jmaj yükü 9 yükünün bu
Junduku verde 

... 9 ... 
E - - 4m(2a)2 k 

alanını meydana getirecekinden 

bulunur. 9 yükü düzlem tarafından bu kuvvetle çekilir. 

Örnekler : 

1- Şek. 37 deki ortak merkezli kürelerden içteki Q
1 

yükünü ve 
dıştaki Q2 yükünü taşıdıA'ına göre kürelerin potansiyelleri ve sistemin 
kapasitesi bulunacaktır (küresel kondansatör). 

Şelc. 37 

r ~c için potansiyel 



45 

oldu~undan dıştaki kürenin potansiyeli için 

bulunur. lçteki kürenin potansiyeli ise 

b 

Qı J dr [ 1 ( 1 1 ) 1 ] 1 qı, ,.,. <F'ı+ Uıl = IP2 + 41t E ""'i3 = 4 1t E a- - b + 41tEQC Qı + 41tEQC Qı 
(1 

olur. Sistemin potansiyel kat.sayılan 

1 
Pu = __!_ (l _.!..) + ____!__ 

4m a b 4~ 
1 Pıı - Pıı = Pn = 41teoC 

dır. Potansiyellerle yükler arasındaki 

C'flı = PıtQl + Pu Qı 1 

IPI = Pn Q, + Pn Qı 

denklemleri yüklere göre çözilierek 

Q PB'l Pu 
1 = A qı, - A IPı 1 

bulunur (t. = p
11 

Ps
2

- p2
11

). Böylece kapasite ve tesir katsayılan için 

Pı2 4m ab 
cu = A = b-a = - Cıı 1 

4m ab 
en= b-a + 4nEoC 
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elde edilir. Q1 ve Q2 için 

O ı = cu (ep, - cpı) 

02 = -Qı t {c:n- cu) <r'ı =- Q, + C'cp2 =- Oı + Q' 

yazıJabilir. -Qı. dıştaki kürenin iç yüzeyindeki yükü ve Q' ise dış yü
zeyindeki yükü gösterir. Sistemin kapasitesi 

41te ab 
Cıı = C= --:-b--a 

dir. C'= c22 - cu = 41t[oc , dışlaki kürenin uıayda izole olarak tek ba
şına kapasitesini göstermektedir. Şayet dıştaki küre topraklanırsa 
(qı2 =O) Q' =O olur. 

Jki küre arasındak i bölgede alan şiddeti 

Q ab u,2 E- ı 
r - 4 T. e r2 = b - a 7 

dir. r = a için, yani içteki kürenin yüzeyinde, bu alan şiddeti maksi
mum olarak 

~ b Uı2 
Lmu - a (a-b) 

dekerini alır. U12 = sa b. ve b = sa b. için a = b/2 olduğu vakit maksi
mum alan şiddeti minimum bir değer alacaktır. 

2 - Şek. 38 deki ortak eksenli çok uzun silindirlerin alanı ince
lenecek ve sistemin kapasitesi bulunacaktır (silindirik kondansatör, tek 
damarlı kablo). 

Silindirler arasında alan şiddeti Ep= 
A./21t Ep dur. Silindirler arasındaki ge
rilim ise 

b 
U- _ A._ fdp __ A._ In b 

- 21te p - 2T.e a 
a 

olur. Şayet dıştaki silindir topraklanmış
sa bu ifade içteki silindirin potansiyelini 
gösterir. Şek. 38 

c 

r 
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Uzunluk birimindeki kapasite C ile gösterilirse gerilim denkleminden 

- )., 21tE 
C = U = in (bfa) 

bulunur. 

Alan şiddeti için A. yı elimine ederek 

E - U 
P- p /n (bfa) 

yazılabilir. Alan şiddeti p = a için, yani içteki silindirin yüzeyinde mak· 

s imum olur ve u 
Ema:s = a In (b/a) 

dır. Belli bir gerilim ve dış yarıçap için maksimum alan şiddeti 
a= bfe (e = 2,718 ... ) oldu~u vakit minimum olur. 

Şek. 39 da görülen iki dielektrikli sistemde E1p= A.f21tE1p ve E1p-A.f2r.EıP 
oldu~undan gerilim için 

R b 

U= JE .ds + JE. ds = ;n ( ;, In ~ + i In ~ ) 
a R 

bulunur. Buradan uzunluk birimindeki kapasite için 

C- 2 r.._ E..:..l -=E,'--__,.... 
- R b 

E-ı ina+ Eıln R 

elde edilir. 

Şek. 39 
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Dielektrik malzemesi belli bir alan şiddetine kadar izolasyon özel
Ji~i gösterirse de bu alan aşılınca delinerek iletken hale geçer ve bu 
öze1Ji~i kaybederler. Dielektri~in dayanabildiği en yüksek alan şiddeti
ne deünme alan şiddeti denilir. Çeşitli faktörlere ba~lı olan bu de~er 
izolasyon maddeleri için çok önemlidir. Maksimum alan şiddeti elektrik
sel dayanıklılık bakımından önemli bir rol oynar. 

Silindirik sistem için elde edilen sonuçlar teorik olarak sonsuz uzun 
silindirler için do~rudur. Sınırlı uzunluklar için kenar tesirlerini azalt
mak gayesiyle koruma halkalarından fay-
dalanılır. Bunun için de dıştaki silindir 
ayni potansiyelde tutulan üç parçaya bö
lünür. Esas kondansatör ortadaki kısım

dır. Bu kısmın uzunlu~u l ile gösterilirse 

·---~ -~ u 

kapasite C Cl olur. Kenarlardaki silin
dirler koruma halkalarıdır. ~----~----

0 X 

3 - Paralel levbalı kondansatörün 
alanı incelenecek ve kapasitesi buluna
caktır, şek. 40. 

Levhaların sonsuz olduğu farzedilirse 
düzlemsel simetriyi gözönüne alarak 

cp= Ax + B 

bulunur. 1 levhasındaki yoğunluk a olduğundan 

a = - E(d9
) =-E A 

dx x=O 

d 

2 
Şek. 40 

yazarak A = - a/ E elde edilir. Böylece potansiyel fonksiyonu 

(f 
<;>= - - x+B 

E 

şekline girer. d uzaklı~ı levhaların boyutlarına nazaran çok küçük ol
du~u takdirde kenar tesirleri ihmal edilebilir. Levhalar arasındaki alan 
şiddeti E.-- dcpjdx = af E= sab. olduğundan alan üniformdur. Sınır 
şartları ep (O) = cp1 ve ep (d) = cp2 dir. Böylece potansiyel için 
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yazılabilir. 

Levhalar arasındaki gerilim için 
a d 

U= Ead= -d=--=-F Q E E 

yazılabilece~inden kapasite için 

C-~ - d 
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ifadesi bulunur. Kenar tesirini azaltmak için burada da koruma aatka

larından faydalanılabilir, şek. 41. 

Şek. 41 

Küresel kondansatörde a = b olduğu takdirde 

yazılabilir (d = b- a). Kapasite, F yüzeyi içteki kürenin yüzeyine eşit 
olan paralel levhalı kondansatör gibi hesaplanabilir. 

Silindirik kondansatörde ise a = b için 

C = 27talE_~ 
d - d 

yazılabilir. Kapasite, F yüzeyi içteki silindirin yüzeyine eşit olan para- • 

lel levhah kondansatör gibi bulunur. 
Elektromagnetik Alan Teoriai F: 4 
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so 

Şek. 42 de görülen iki dielektrtkli kondansatörde gerilim için 

U=Eıdı + E2d2 

elde edilir. Dig-er taraftan deplasmarun normal bileşeni iki dielektrik 
arasındaki sınır yüzeyinde sürekli olduğundan E ı E

1 
= E

1 
E

2 
dir. U gerl

limi bilindiği takdirde bu iki denklem yardımiyle E
1 

ve E
2 

yi bulabi
liriz. E1 = QJ E.ı F oldug-unu gözönüne alarak 
gerilim için 

yazılabilir ve buradan kapasite için 

elde edilir. Kapasite formülü seri bağlı kon
dansatörlerin eşdeg-erini hesaplayarak da bu
lunabilir. 

Genel olarak n dielektrikli kondansatörde 

olur. Kapasite 

F 

+ -

Şek. 42 

denklemi yardımiyle hesaplanır. Her hangi bir tabakadaki alan şiddeti 

formülü ile hesaplanabilir. 

4- Çok uzun (teorik olarak sonsuz uzun) ortak odaklı iki eJiptik 
silindirin alanı incelenecektir, şek. 43. 
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Sistem için uygun olan eliptik silindirik koordinatları kallanalım. 
Silindirlerin ~ ve 'Y) - koordinatları ile x,y kartezyen koordinatları ara
sında 

h2 b, 

, ::212 
.... 

X 

ı 

a,~ 
az 

Şek. 43 

x= c Ch ~ cos 'Yl , y = c Sh ~ sin 'Yl 

ba~ıntıları vardır. Ah A2 noktalarında 'Y) = O ve B1, B2 noktalarında ise 
'Y) = tt/2 olduğundan ar= c Cb ~1 , a2 =c Ch !;2 , b1 =c Sb ~ı , bı= 
c Sh !;1 bulunur. Ch ~ + Sh Ç = e~ bağıntısını gözönüne alarak ~1 ve 
!;2- koordinatları için 

elde edilir. Simetriden dolayı potansiyel fonksiyonu yalnız !;- koordi
nabna bağlı olacağından Laplace denklemi 

şeklindedir. lntegre ederek 

q> (~) = A !; + B 

bulunur. Sınır şartları q> (!;1) = q>1 ve q> (!;2) = q>2 olduğundan 
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Ç-Ç. 
<p (Ç) = <ı>ı- (<Pı- <Pı) ; ç 

2- 1 

bulunur. Alan şiddeti 

dir. Metrik katsayı için hr: = c v Ch2Ç - cos2rı koyarak .. 

elde edilir. Alanın yalnız Ç- bileşeni bulunmakla beraber bu bileşen 
hem ı; ve hem de T)- koordinatlarına bağlıdır. 

İçteki eliptik silindirin yüzey yoğunluğu 

dır. Yoğunluk T)- koordinatının fonksiyonudur. Silindirin birim uzun
ı uğundaki yük 

21t 

Aı = 1 CT ı hT) dT) 

o 
lntegrali yardımiyle hesaplanır. h'f. = ~ olduğunu gözönüne alarak 

bulunur. Birim uzunluk için kapasite 

ln a2 + b2 
aı ..,.. bı 

olacaktır. lçteki silindir 2c genişliğindeki şerit haline dejenere olursa 
a1 ... c, b1 = O ve Ç1 - O olacağından yoğunluk formülü 
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şekline girer. YoA"unluk, şeridin her iki tarafında ayni işareü taşıyaca

A"ından rı = O- ıt arasında pozitif işareti ve rı ıt - 2ıt arasında da ne
gatif işareti almak lazımdır. TJ = O ve TJ = n için yoA"unluk sonsuz olur. 

5 - Şek. 44 de sıfır potansiyelinde tutulan küreler arasına q nok
sal yükü getiriliyor. Küreterin yükleri bulunacaktır. 

Şek. 44 

Green teoremini şu iki denge durumuna tatbik edelim : Birinci den
ge durumunda yükler Q1, Q2, q ve potansiyeller O, O, q>p ve ikinci den
ie durumunda yükler Q'1, Q'2, O ve potansiyeller <;>1', <;>'2, q)p olsun. 
Böylece 

Qıcı>'ı ı Qzcp', + qcpp' =O 

yazılabilir. Diğer taraftan tam tesirden dolayı 

Qı + Q, + q =o 
olacağından bu denklemleri çözerek 

Q U'ıp 
ı= U'u q' 

bulunur. Gerilimler için 

Q U'ıP 
ı=--,- q u 12 

b-a , 
U' 12 = 4 ıt E ab Q 1 ' U, r-a Q'ı 

tP = 4 'lt E ar 

yazılabileceğinden 
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Q .,.. _ a(b-r) q , Q b(r-a) 
1 r(b-a) ı=- r(b- a) q 

elde edilir. 

6 - Şek. 45 de sıfır potansiyelinde tutulan paralel ve sonsuz lev· 
halar arasına q noktasal yükü getiriliyor. Levhalann yükleri bulunacak· 
tır. 

Bu sistemde 

U' U'n d 
ıP= dı+dı 1 

oldug-undan 

Q - dı 
ı-- dı + dı 9 

bulunur. 

'Oı=- d dı d 9 
1 + 2 

f 

7 - Sıfır potansiyelinde tutulan bir ilet· Şek. 45 
ken 9 noktasal yükü karşısına getiriliyor. lıet· 
ken yüzeyinde tesirle meydana gelecek olan yük bulunacaktır. 

Green teoremi yardımiyle 

Q - qı'p ---,-q 
<P 

elde .!dllir. Mesela şek. 29 daki ;istemde qı'p-aqı'fd oldug-undan 

a 
Q=-dq 

bulunur. 

8 - Rotasyon elipsoidinin alanı incelenecektir, şek. 46. 

2 

Elipsoidin dışındaki alan 2c uzunluğundaki çizgisel yükün alanına 
eşdeg-erdir. Toplam yük Q ile gösterilirse çizgisel yükün yoğunluğu 
)..=Q/2c olur. Bundan önce görüldüğü gibi elipsoidin potansiyeli 

_ ___Q_Ina + c 
q>,- 8mc a- c 

dir. Buıadan kapasite için 

C = 8mc = --==-=4,.,..1t&e..,......,......,--
ln a + c Th 1 (c/ a) 

a-c 
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bulunur. ajb oranı çok büyük olduku takdirde elipsoid yaklaşık olarak 
silindirik çubuk şeklini alır. Uzunluğu 2a=L ve yarıçapı 2b d olan çu
bukun kapasitesi yaklaşık olarak 

c ""' 2ıtEl 
In~~ 

d 

formülü yardımiyle hesaplanabilir. 

f 
P(f, l ) 

h 

Şek. 46 

P noktusındaki alan bileşenleri 

Ep =- aaqı = 
8
___g_ (cos cıı- cos cıı) , 

p 1tECp 

E. = - ~ = _g (sin cı2 - sin cı1 ) - _!l_(l. - _!_\ 
Ô Z 87tECp 81tEC rl rı ) 

dir. 

Elipsoidin alanını sferoidal koordinatlardan faydalanarak da bulabi
liriz. Sferoidal Ç, rı -koordinatları ile silindir ik p, z- koordinatları ara
sındaki 

p=c Sh Ç sin rı , z=c Ch Ç cos 11 

bakıntılarını A ve B noktası için kullanara k ~. = sab. elipsinin yarı 
eksenleri için a = Ch Ç., b =c Sh Ç. bulunur. Böylece elipsoidin potan
siyeli için 



56 

Q Ch Ç, ;- 1 
qı, = 8ıtE c In ---chç.- ı 

yazılabilir. Her hangi bir noktadaki potansiyel 

Q 
qı=-8 -ln 'lt EC 

olaca~ından Q yükünü elimine ederek 

Ch Ç +ı 
Ch Ç-ı 

1 
Ch ç +ı 

n - cllç-=1 
qı = rp. Ch Ç, + ı 

In ----alç, _ ı 

ifadesi elde edilir. Alan şiddeti için 

- 1 dep 
Eç--hF:~ 

ifadesinde hı; = c ..; Ch2 Ç - cos:ı rı koyarak 

bulunur. Ellpsoidin yüzey yo~unlu~u ise 

f!-EE (ı: rı)- Q 
- ı; .,. ' - 4 1t cl Sh Ç. ..; Ch2 ;. - cos2 rı 

olacaktır. Yo~unluk rı = O (A noktası) için maksimum ve rı =- n/2 (B 
noktası) için minimum olur. Böylece Ch Ç. = af c oldu~ unu - gözönüne 
alarak 

Q ,. - Q 
f1moa = 4 1t b2 l "mlD- 4ıt Q b 

bulunur. f1ma11 ifadesini, Q yükünü elimine etmek ve ~ = bja koymak 
suretiyle 

_Eqı. V~ 
f1m .. --b-~Th 1 ..jı -~2 
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şekline sokabiliriz. {3 oranı küçüldükçe CTmu ve dolayısiyle E mu çok yük
sek de~erler alır. A noktasındaki yüksek alan şiddeti, bu nokta civa
nodaki havanın iyonize olarak iletkenleşmesine ve sonuç olarak bir 
boşalmaya sebep olur. Yıldırımdan korunma tesisleri (paratoner) sivri 
uçların bu özellig-ine dayanır. Genel olarak bir iletkenin yüzeyinde ego
rilik yarıçapları küçük olan sivri yerlerdeki alan şiddetleri yassı yerler
den daha yüksek olur. Bu özellig-i, ayni potansiyelde tutulan a ve b 
yarıçaplı iki iletken kürenin yüzey yog-unluklarını karşılaştırarak kolay
ca görebiliriz. Zira <p = sa b. için cr ./ab= b/ a dır. 

a ..... o-.,.1• oranının af b ye yani yarı eksenierin oranına eşit olaca~1 
kolayca görülebilir. 

9 - Şek. 47 de görülen yarı sonsuz levhalar arasındaki alan ince
lenecektir. Levhaların birleşti~i dog-ru boyunca sonsuz ince bir aralık 
vardır. 

Şelc. 47 

Simetriden dolayı potansiyel yalnız 
ep açısına bag-lı olacag-ından silindirik 
koordinatlarda Laplace denklemi 

şeklindedir. lntegre ederek 

cp(cp)=Acp + B 

bulunur. Sınır şartıarı <p (O) = <p1 ve <p (a.) = cp2 oldu~undan 

ve alan şiddeti için 

elde edilir. Alan şiddeti yalnız p uzaklığına bag-Iıdır. Eşpotansiyel yü
zeyler ep = sab. düzlemlerinden ve alan çizgileri p = sab. daire yayla
rında ibarettir. Alan iki boyutludur. Bu problem ileride elipsoidal koor
dinatlardan faydalanarak çözülecektir (sınır deg-eri problemleri). 



58 

10 - Sıfır potansiyelindeki sonsuz iletken düzlernin karşısına para
lel ve sonsuz üniform çizgisel yük getiriliyor. Sisiemin alanı incelene
cektir, şek. 48. 

Çizgisel yükün sozsuz düzleme nazaran imajı- ).. yüküdür. P (x,y) 
noktasındaki potansiyel 

= _A._ ln.!:!. = _A._ In (x + a)2 + yı 
<p 21tt r 2 41tE (x- a)2 +yı 

şeklindedir. Buradan düzlemdeki yük yo~unlu~u için 

O' .... _ e ( aqı) = _ a~ 
ax ı:=O 1tr 

bulunur (r = ya2 + y 2 ). y = O için, yani orijinde yo~unluk maksimum 
olur. Alan şiddeti E .. = 0'/ e olacaktır. 

ll - Yekdi~erini kesen sıfır potansiyelindeki yarı sonsuz düzlem
lerin karşısına q noktasal yükü getiriliyor. Sistemin alanı incelenecektir, 
şek. 49. 

/'(X, y) 

Şek. 48 Şek. 49 

n bir tam sayı olmak üzere düzlemler arasındaki açı o:= TtJn oldu
~u takdirde problem 2n - 1 imaj alarak çözülebilir. Bütün imaj yükle
ri q yükünden geçen daire üstünde bulunurlar. E~er n tam sayı de~il
se sonsuz sayıda imaj almak gerekir. Mesela o: = 60" için n = 3 dür ve 
5 imaj alınır, şek. 49. Bu s istemde 1-6,5 -2,3-4 yük çiftleri OA düz
leminin ve 1-2,3-6,5-4 çiftleri ise OB düzleminin potansiyelinin sı
fır olmasını sa~larlar. 



Şek. 50 de cr. -=- 90" sistemi görülmektedir. Imaj sayısı 4 dür. 

2 
ı 
ı 
ı 
ı 
ı 

f 

-:·-- t - o,..,..,...,..;.ı,t,..~.,..,.~..,..,~~,../--z 

ı 
1 
'ı 

: ı 
3 ı 4 --t--

~ ı -cı 

Şelc. SO 

P noktasındaki potansiyel 
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olacaktır. q yaküne tesir eden kuvvet imaj kuvvetlerinin bileşkesi ola
rak elde edilir. Noktasal yük yerine paralel çizgisel yük alındı~ı takdir
de benzer hesaplar yapılır. 

12 - Sıfır potansiyelindeki iki paralel sonsuz levha arasına q nok
tasal yükü getiriliyor, şek. 51. Sistemin alanı incelenecektir. 

Orijinde bulundu~u farzedilen q yükünün 1 ve 2 düzlemlerine göre 
-q imajları A1 ve B1 noktalarındadır. Bu yüklerio tekrar imajları alı

nırsa A.~ ve B2 noktalarındaki q yükleri elde edilir. Böylece devam ede
rek sonsuz sayıda imaj yükü bulunur. P noktasındaki potansiyel 

00 

qı = - 1 [_L + tl 9ı (_!_ -ı. ...!, )] 
41tE r0 I.J rı r ı 

i=l 
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olacaktır. i tekse 9; -= - 9 ve çiftse q; = 9 alınır. Düzlemlerdeki yük yo
kunlukları her imaj çiftinin meydana getireceki yokunlukları toplayarak 
bulunur. Düzlemlerin toplam yükü - 9 olacağından, elde edilecek seri 
yakınsak olur. 

f 

Şek. 51 

İmaj yükleri orijinde 

q>o = -
1 ~ 9ı ( _}_ - ~) 

4 1t e I.J zı z t 

i=l 

potansiyelini meydana getirirler. a =b = c için bu ifade 

9 q>o = - --ln2 
41te c 

şekline girer. Orijine noktasal yük yerine q yükünü taşıyan R yarıçaplı 
küçük bir küre getirilirse kürenin potansiyeli 

qı _ _ 9_ (_!_ _ In 2) 
4r.e R c 

şeklinde bulunur. Birinci terim kürenin yalnız başına potansiyelini ve 
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ikinci terlm ise topraklanmış levhaların tesirini gösterir. Sistemin kapa
sitesi C = Qfq> olacakbr. 

Maksimum yog-unluk M ve N noktalarında meydana gelir ve 
Umu=-q/2Ttr2 ifadesinde r=c, 3c, Sc, ... koyarak 

- q (ı ı + ı -L ) 0,92 q 
u.u-- 2Ttc2 - 9 25 - 1 .. . ... - 21tc2 

bulunur. Bu deg-er, bir düzlem için elde edilen de~erin % 92 si ka
dardır. 

Düzlemlere paralel çizgisel yükün alanı da benzer şekilde incelenir. 

13 - Noktasal yükün iletken küreye tesiri incelenecektir, şek. 52. 

Şek. 52 

lık önce kürenin topraklanmış oldug-unu ve dolayısiyle sıfır potan
siyelini tutuldug-unu far7edelim. q yükünün küreye nazaran imajı O 
merkezinden b=R2/d uzaklığına getirilen q'=-Rq/d yükü olacaktır. 
Zira bundan önce görüldüğü gibi q ve q' yükleri küreye sıfır potansi
yelini verirler. P noktasındaki potansiyel 

dir. Bu ifade r=R için yani küre yüzeyinde sıfır değerini verir. Küre 
yüzeyinde Eo=-acp;rafJ sıfır olur. Küre yüzeyindeki yoğunluk 



62 

olur. Yo~unluk 8=n için (A noktası) maksimum ve 8= 0 için (B nok
tası) minimum olur. Bu ekstrem yo~unluklar arasındaki oran 

dır. Yüzeydeki alan şiddeti E.=ufr. olarak elde edilir. 

Topraklanmış olan kürenin yüzeyindeki yük için 

bulunur. 

2;: 7t 

Qı.= f .r u R2 sin 8d8dcp = - 4 =- q' 
o o 

Küre ile q yükü arasında ortaya çıkacak olan kuvvet 9 ve 9' yük-- -leri arasındaki kuvvete eşde~er olaca~ından F = qE yardımiyle 

bulunur. Küre bu kuvvetle q yükünü çeker. 

Küre izole ve Qı. yükünü taşıyorsa bu takdirde merkezine 9" = Qk-9' 
yükünü getirmek gerekir. Böylece q yükü ile Qk yükünü taşıyan küre 
arasındaki aranın 9,9' ,9" yükleri yardımiyle elde edilece~i anlaşılır. Bu 
üç yük P noktasında 

qı = _9_ (!_ - .!5_ .l) + _ı_ (Qı. + .!!._ 9) 
4nt r1 d r2 4nEr d 

potansiyelini meydana getirirler. Kürenin potansiyeli ise 

9' Q" 9 
<Jlk= - - = - - + --4ntR 4ittR 4nEd 

de~erini alır. Birinci terim, kürenin yrlnız başına potansiyelini ve ikin
ci terim ise küre yokken merkezinin bulundu~u yerde q yükü tarafın
dan meydana getirilen potansiyeli gösterir. Kürenin yüzey yoğunluğu 



63 

dır. Küre ile noktasal yük arasındaki kuvvet üç- noktasal yük yardımiy· 
le kolayca bulunabilir. 1 

Küre izole ve nötr olduA-u takdirde Qı. = O koyarak q' = - q bu· 
lunur. Kürenin merkezine bu yükü getirmek gerekir. Bu durumda po· 

tansiyel ve yoğunluk ifadeleri 

ep = _j_ (..!... - _B_ _!_ ~ R _!_ ) 
4m rı d rı d r ' 

şekline girerler. Kürenin potansiyeii ise <Pı. = qj4r. t d değerini alır. Kü· 
re yüzeyinin q yüküne bakan tarafında negatif yük (q > O ise) ve öbür 
tarafında pozitif yük toplanır. Nötr çizği boyunca a = O dır ve bu çiz· 
gi pozitif ve negatif bölgeyi birbirinden ayırır. Nötr çizgi boyunca l 

uzakhA-ı 

şartını saA-lar. Bu uzaklıA"a tekabül eden eo açısı 

ı cos e.= -~ [ı + P - (ı - k2)2!3J 
2k 

ifadesi yardımiyle hesaplanır (k= Rj d). 

Şayet küre <pı. potansiyelinde tutulursa sistemin alanı q ve q' yük· 
leri ile merkeze getirilen q• = 4 1t E cpıı,yükü yardımiyle elde edilir. q' 
yükü P noktasında cpı. R!r potansiyelini meydana getireceA-inden 

elde edilir. Küre yüzeyindeki yoğunluk 

q (eP- R2) + t ep ı. 
a=- 41tRl3 ~ 

olur. Kürenin yükü ise Qı. = q' + q• olacaktır. 
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14 - Çok uzun (teorik olarak sonsuz uzun) iki paralel silindir ara
sındaki alan incelenecektir, şek. 53. 

4 o 
CT ... 

~ 

~ 12 
o' 

Şek. 53 

Daha önce görüldüğü gibi A. ve- A. çizgisel yükleri P (x,y) noktasında 

potansiyelini meydana getirirler. (..\ =O düzleminin potansiyeli sıfır ola
rak alınmıştır). Eş potansiyel çizgiler r2 rı= k = sab. daireleri ve eşpo
tansiyel yüzeyler ise daireseJ silindirlerdir. Şek. 53 de görüJen Rı ve R

2 yarıçaplı eş potansiyel çizgiler için A1 , 8 1 ve A
2

, 8
2 
noktaları yardımiyle 

yazılan 

denklemlerinden R12 =6ı dı , R2
2=b2 d2 ve kı =Rı bı, kı=hı/R2 buJu

ruz. ll k iki bağıntı da b1 = Ç1 - a, d1 =Çı + a , 6
2 
= Ç

2 
- a , d,= Ç

2 
ı a 

koyarak 

veya 



t2_tı-Rı-Rı 
<;ı '>2 - 1 2 

yazılabil ir. Diğer taraftan ~~ + ~2 = d olduğu gözönüne alınırsa 

t - d2 + Rı2 - R-l t = d2 - Rı2 + R2ı 
-.ı- 2d , "2 2d 

bulunur. ~ı ve ~2 uzaklıkları bulunduktan sonra a, bı , b2 
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lfadeleri yardımiyle hesaplanır. Böylece yarıçapları ve eksenleri arasın
daki uzaklık belli olan silindirler yerine alınabilecek olan çizisel yük
terin yerleri belli olur. Bu yüklere silindirlerin elektriksel ekseni adı 
verilir. 

Silindirlerin potansiyelleri için 

yazılabilir. Buradan silindirler arasındaki gerilim için 

bulunur. Birim uzunluk için kapasite 

21t E 
' 

olacaktır. Silindirler eşit yarıçaplı olduğu takdirde Rı = Rı= R koya

rak ~1 =~2=d/2, a=y(d/2)2 -R2 , b1=b2=b= d/2-a ve 

U = ;, Ch-' ( 2~ ) · C= Ch~(~ı 

elde edilir, şek. 54. d » R için kapasite formülü 
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1tE 

ın ( % ) 

~eklinde yazılabilir. 

P(x,o) 

o A a a X 

Şek.S4 

Kapasite Için 

yazılabilir. Dig-er taraftan d = dı + b2 ile d = d2 + bı çarpılırsa Rı2=b1d1 
ve R1

2 = b2 d2 olduğunu gözönüne alarak 

dıd2 + bıb2 =d2- R1
2

- R22 

bulunur. Bu Ifadeyi Rı R2 ye bölerek bulunan 

dı d2 + RıR2 _ d2-Rı2-Rı2 = 2 A 
RıR2 dı d2 - RıR2 

lfadesinde 

koyarak 

d d 2rte/ C 
ı 2 _ e 
RıR2 -
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elde edilir. R1=R2 =R için 

1 + Ch ( 
2 ~E ) = 2 Ch2 

( 
2 ~E ) = 2 ~2 

yardımiyle yukarıda bulunan Ifade çıkarılır. 

Silindirler şek. 55 de görüldü~ü gibi içiçe ise 

o X 

Şek. 55 

alınaca~ı kolayca gösterilebilir. 

Iki eşit paralel sUindir sisteminde x- ekseni üstündeki P (x,O) nok

tasındaki potansiyel 

).. a-x 
cp=-ln --

21tE a +x 

olaca~ından alan şiddeti için 

bulunur. Şek. 56 da potansiyelin ve alan şiddetinin x uzaklı~ı ile nasıl 
de~lştlkleri görülmektedir. Alan şiddeti silindir yüzeylerinde maksimum 
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~ E 
K 

Şek. 56 

olur. x = d/2- R koyarak (A nok
tası) 

E - _ "'J.._ V (d/2R)2-1 
mn - T.E d-2R 

bulunur. Diğer taraftan gerilim için 

).. 1 d 
U= ;; In L2R + v(2%Y-ı 1 
yazılablleceg-inden 

ifadesi elde edilir. d» R için bu ifade yaklaşık olarak 

u 
Emoı""' --(d) 

2R ın R 
şekline girer. 

Sıfır potansiyelindeki toprakla paralel silindir (tel) arasıadaki alan 
telin toprağa nazaran imajını alarak incelenir, şek. 57. Telle toprak 
arasındaki kapasite C0 ile gösteri- 211 

lirse C= C0 2 olacağını gözönüne rf 
alarak ," 

Co= -- 2 1t~-- ll ~\\ 
In [ ~ -r v(: r- ll :f: c 

bulunur. h»R için kapasite formü
lü yaklaşık olarak 

- 21teo 
Co= (2h) 

lu R 

Şelc. 57 
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şekline girer. 
15 - Üniform çizgisel yükün sıfır potansiyelindeki paralel silindi

re tesiri incelenecektir, şek. 58. 

Çizgisel yükün silindire naza
ran imajı silindirin ekseninden 
b = R2 d uzaklı~ında bulunan - }. 
çizgisel yüküdür. Bu iki yük silin· 
dir yüzeyinde 

).. ı ,.2 
ep = -2- n - + cpo 1t E r 1 

potansiyelini meydana getirirler. Si
lindir topraklandığına göre 

A. R 
cp0 = - -- In - almak icap 

21te d 

edecektir. Böylece her hangi bir 
P (x,y} noktasındaki potansiyel için 

A. r2d 
qı= -2- In R 

ıt E r 1 

ve silindirin yüzeyindeki yük yoğunluğu için 

Şek. 58 

(
acp ) A. 1 - k2 

u= - E ap p=R =- 2;:-R 1 + P+2 k cos ep 

elde edilir. (k = Rtd) Yoğunluk ep =1t için (A noktasında) maksimum ve 
ep = O için (B noktasında) minimum olur ve 

u ..... = (!.. + k)2 
Umin 1 - k 

dir. Alan şiddeti A noktasında maksimum olarak 

u... A. 1 +k E - -·-- --- -
.... - E - 2-r:eR 1-k 

değerini alır. 

Şayet silindir izole ve nötr ise eksenine A. yükünü getirmek g-erekecektir. 
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Bu yük silindir yüzeyinde sabit bir potansiyel meydana getirir. Silindi
rin yüzeyinde yoğunluk rr tA.J2rr.R olacağından nötr çizgi boyunca 
cos ep 0 =- k olacağı kolayca gösterilebilir. 

16 - Bir fazlı ve üç fazlı hatların parsiyel ve işletme kapasiteleri 
hesaplanacakhr, şek. 59. 

Şek. 59 

Toprağın tesiri iletkenlerln -A.1 ve -~ imajlarını alarak hesaba 
katılır. lletkenlerin yarıçapları asılma yüksekliklerine ve araJarındaki 
uzaklığa nazaran çok küçük olduğu takdirde (pratikteki duı um) sllindir
lerin elektriksel eksenlerinin geometrik eksenleriyle intibak ettiği kabul 
edilebilir. Böylece iletkenlerin potansiyelleri için 

- A., In 2hı + .lı_ ln .!!__ , 
cı> ı - 2rr.Eo R 1 2rr.Eo a 

elde edilir. Buradan potansiyel katsayılarını hesaplamaya yarayan 
ı 2h, ı b 1 2h,. 

Pıı = -2--ln - R Pı2 = Pıı = 2-- In - , P2ı= -2- In - R 
'Ttfo ı 7tfo a 1tEo ı 
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denklemleri bulunur. Potansiyel denklemlerini yüklere göre çözerek bi
rim uzunluktaki kapasite ve tesir katsayıları için 

C 
_ Prı. c _ _ Pı2 

ll - 2 • 12- C21 - - 2 ' 
PııPn-Pıı PııPtı-Pıı 

C 
_ Pıı 

n- 2 
PııPıt-Pn 

bulunur. Sistemin parsiyel kapasiteleri ise (birim uzunluk için) 

şeklinde hesaplanır. Şek. 60 da hattın eşde~er şeması görülmektedir. 

- - 21tfo 
Cıı = Cn = 2h • / (2h )2 

ın 7fV ı -+- a 

Şelc. 60 

formülleri elde edilir. lletkenler düşey do~rultuda iseler, a = h2 - h1 , 

b=h1 + h1 almalıdır. 

Şek. 61 de görülen n iletkenli sistem için genel olarak 

2 

Şek. 61 
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fPI = Pll )..1 + Pıı A.ı + • • • + Pla A.a 

olacaktır. (i = ı , ... , n). pıı ve pıır. katsayıları 

1 2hı. ı r'ııc 
pıı = 2nEo In Rıı. ' Pilı. = 2nEo In rıı, 

formülleri yardımiyle hesaplanır. Üç fazlı hat için 

_ ı l 2h1 1 l r' ıı 
Pu - 2-- n R • Pıı=-- n -

"'Eo ı 2neo r12 

1 1 r' ıs 
Pı3 = -2- n -

n Eo rıs 

bulunur. Diğer potansiyel katsayıları benzer ~ekilde hesaplanır. Potan
siyel katsayılarından kapasite ve tesir katsayıları ve 

denklemleri yardımiyle de parsiyel kapasiteler bulunur. 

Şek. 57 deki bir iletkenli bat için (n = 1) 

).. 2h 
cp= - - ln-

21tEo R 

elde edilir. 

Iki iletkenli hattın normal çalışma şekli bir telin gidiş ve di~er te
lin dönüş iletkeni olarak kullanılmasıdır. Birim uzunluk için sistemin 
işletme kapasitesi 

c _c + Cıı Eıı 
• - ıı Cıı + Cıs 

formülü ile hesaplanabilece~i gibi A.1 = - )..2 =).. koyarak bulunan 

ifadesinden 
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elde edilir. R 1=R2=R ve h1=hı-h için 

- 'ltEo C = - - - - -

• In~[ vı+ (2~ rrı 
bulunur. Bu ifadeyi, yarıçaplan R ve eksenleri arasındaki uzaklık a 
olan iki paralel silindirin kapasitesini a» R için yaklaşık olarak hesap
lamaya yarayan (havada) 

G= r.eo 
In ~ 

R 

ifadesiyle karşılaştırarak C. ile C nin parantez içindeki faktör bakımın
dan farkettikleri anlaşılır. Bu faktör topra~ın tesirini hesaba katmakta-
dır. h»a için işletme kapasitesi C gibi hesaplanabilir. 

17 - Iki damarlı ve üç damarlı kabloların işletme kapasiteleri bulu
nacaktır. 

Ilk önce şek. 62 de görülen bir damarlı kabioyu gözden geçirelim. 
Yo~unlu~u). olan damarın kablo zarfınanazaran imajı eksenden b= R2/a 
uzaklı~ında bulunan - }.. çizgisel yüküdur. Orijinal yükle imaj yükü 
P noktasında 

potansiyelini meydana getirirler. Zarfın potansiyeli ise 

). R 
qı. = 2r.e In -;; + <Po 

Şek. 62 
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olacaktır. E~er cp.=O alırursa (zarf topraklanmıştır) potansiyel fonksi-
yon u 

_ A. r2 a 
cpp- -2- In - R 

'ltE rı 

şekline girer. Zarfın dışındaki alan sıfırdır. 

Şek. 63 de görülen iki damarlı kabioda damarların yarıçaplan zar
fın R yarıçapından çok küçük oldu~u takdirde imaj metodundan fayda
lanarak şu sonuçlar elde edilir. 1 ve 2 damarlannın kablo zarfına na
zaran imajları orijinden b= R2/a uzaklı~ında bulunan -A. ve A. çizgisel 
yükleridir. Orijinal yükler ve imaj yükJeri P noktasında 

--b ----+ ----6 ---·~ 
Şek. 63 

A. r'ı r 2 c;>P =--In--,- - <Po 
2ırt r 1 r 2 

potansiyelini meydana getirirler. M noktası yardımiyle zarfın potansi
yeli için <p. =<Po bulunur. E~er zarf topraklanmışsa <:>o= O olaca~ından 

yazılabflir. 

Sistemin işletme kapasitesini bulmak için damarların potansiyelini 
bulmak lazımdır. qı1 hesaplanırken r1 =ro ve cp2 hesaplanırken r 2 = r0 

koymak ve di~er uzaklıkları da eksen uzaklı~ı şeklinde almak suretiyle 
damarlar arasındaki potansiyel farkı için 



bulunur. Sistemin uzunluk birimine düşen işletme kapasitesi 

dir. 

- ). -ı;E 
C. = U

12 
= 2a (R'- - a1) 

In ro (Rı+ al) 

Mesela 1 damarının uzunluk birimine tesir eden kuvvet için 

Fı=- - --+--- - i - ).
2 

( 1 1 1 ) -
2-ı;E b-a 2a b+a 
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- -yazılabilir. 2 damarına tesir eden kuvvet F2= - F 1 olacakhr. Bu kuvve-

tin 2a=RVY5 -2 için sıfır olaca~ı kolayca görülebilir. 

Şek . 64 

Şek. 64 de görülen üç damarlı kabioda damarların zarfa nazaran 
imajları O noktasından itibaren b= R2/a uzaklı~ında bulunan - A.1 

, 

- A.
2 

• - )..
3 

çizgisel yükleridir. c = a y3 , d= ya2+b2 + ab oldu~unu göz· 
önüne alarak mesela 1 darnannın potansiyeli için 
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ifadesi elde edilir. Simetriden dolayı potansiyel katsayıları 

ı i- a 
Pı ı = Pıı=P3'3 = -2- In -- ' 

ıt E r 0 

olacaktır. Cık katsayıları 

-c· _ (- ı)i+k Ma(P) 
ık - A(p) 

ifadesi yardımiyle hesaplanır. Bu ifadede A (p), katsayılar determinantı
nı ve M;k (p) ise bu determinantda i yi nci sıra ve k yıncı kolona ait 

minörü göstermektedir. cık katsayılan bulunduktan sonra parsiyel kapa· 

siteler kolayca hesaplanınr. Simetriden dolayı Cn = C22 = C33 = C ve 

Cu = Cı3 = c23 = Co olacaktır. Bunu gözönüne a larak 

A.ı = Co<ı>ı + C(<ı>ı - <ı>ı) + C{<ı>ı - <ı>s) , 

Az = Co<rı + C (cı>a - cı>ı) + C(cpz - <ı>s) , 

~ = Co<ı>s + C (<ı>s - <P ı) -+- C (c;ı3 - <Pı) 

yazılabilecekinden bu denklemleri cp1 potansiyeline göre çözerek 

<ı>ı = C [(ı + Co ) A.ı + A.ı + A.3] 
C0(C0 + 3 C) C 

bulunur. Bu ifadeyi yukarıdaki ifade ile karşılaştırarak 

C _ 2ıt E 
0 - b - a aZ + b2+ ab 

In --- -- -
r0 3a2 
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elde edilir. Şek. 65 de kablonun eşde~er şeması görülmektedir. 

Kablonun simetrik çalışmasında A.1 + A.2 }., = O olaca~ından 
<p

1 
= (p

11
- p

12
) A.1 yazarak işletme kapasitesi için 

elde edilir. 

bulunur. 

2nE 

-, b-a a v~ 
1 

C.=----
Pn - Pı2 

n -- -;::::;;:==='=;:;;::=:=: 
ro ya2 · b2+ab 

A.1 için yazılan 

ifadesi <p1 + cp2 + cp3 = O ba~ıntısını göz
önüne alarak 

şekline girer. Buradan 

18 - Iki küre sisteminin alanı incelenecektir. 

lik önce küreterin yarıçaplarının aralarındaki uzaklı~a nazaran çok 
küçük oldug-unu kabul edelim, şek. 66. Bu durumda küreler yerine mer
kezlerindeki noktasal yükler alınabileceg-inden her hangi bir P nokta
sındaki potansiyel 

şeklinde bulunacaktır. Böylece küreterin potansiyelleri için yaklaşık ola

rak 
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yazılabillr. Sistemin potansiyel katsayıları için 

p 

Şek. 66 

1 ı ı 
Pıı = 47tEQ ... Cı • P12 = P2ı = 4md • 

ı ı 
P2ı = 47tEb = c2 

bulunur. c. ve c2. izole küreterin tek başına kapasitelerini göstermek
tedir. Kapasite ve tesir katsayıları için 

C C, Cı C cu ... ı , Cıt = Cıı = - 41ttd , en = t 

elde edilir. 

Q1 = - Q2 = Q için kondansatörün gerilimi 

U,=cp,-cpz=(pıı + Pıı-2Pı2)Q= 4~E (! +-}- ;) 
olacag.ından kapasite için 

47tEab ---a+ b 
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yazılabilir, Eşit küreler halinde (a =b) C= 21tta olur. Bu de~er, bir 
kürenin kapasitesinin yarısıdır. 

n küçük kürenin alanı da benzer şekilde incelenir. Sistemin potan

siyel katsayıları 
ı ı 

p;; = R • Pı>c = Pkl = 4 4 i. E 1 it E rı ı. 

formülleri yardımiyle hesaplanır. Rı , i yinci kürenin yarıçapını ve rıı. 
ise i ve k küreleri arasındaki uzaklı~ı göstermektedir. Yukarıda 
R1 - a, R2 = b, r12 = d alınmıştır. 

Küreterin yüzey da~ılışları şöylece buJunabilinir: Q2 noktasal yükü, 
topraklandı~ı farzedilen ı küresinde 

yükünü meydana getirir. ı küresinin yüzey yo~unlu~u 

olacaktır, şek. 67. ı küresi gerçekte topraklanmadı~ından ve Q1 yükü
nü taşıdı~ından merkezine ikinci bir Q' 1 = Q1 - Q' 2 = Q1 -ı- k1 Q, yükü-

Şek. 67 

nü getirmek gerekecektir. Bu yük kürenin yüzeyine rs1' = Q1 ' /41ta2 üni
form yo~unluğu ile da~ılaca~ından ı küresinin toplam yüzey yo~unlu~u 

' + ' Oı Q, 3 k 2 e O'ı - O' ı O' 1 = --2 - - ı cos 41ta 4ıta2 

olacaktır. Benzer inceleme ile 2 küresi için 
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elde edilir (k2 = b/d). e açsı her iki küre için +z- ekseninden itibaren 
trigonometrik pozitif yönde alınmaktadır. Q1 = - Q2 = Q ve a = b = R 
için yoğunluk ifadeleri 

cr ı = 4 Q 2 (1 + 3k2 cos O) , cr2 -= -
4 

Q 
2 

(1 - 3k2 cos O) 
na na 

şekline girerler (k = R j d). Yoğunluklar ve dolayısiyle alan şiddeti en 
yakın noktalarda (M ve N noktaları) maksimum olacaktır. Bu noktalar
daki alan şiddeti için yaklaşık olarak E = Qj4nEa2 = Un/2a yazılabil ir. 
Küreler arasındaki d - 2a aralığına eşit uzaklıkta bulunan iki paralel 
levha arasında ayni gerilim altmda meydana gelen üniform alan şiddeti 
E0 ile gösterilirse 

E _ u12 
0 - d- 2a 

E 
(dj2a) - 1 

yazılabileceğinden d » a için üniform alanın daha zayıf olacağı anlaşılır. 
Böylece iki küre ile ayni gerilirnde daha yüksek bir alanın elde edile
ceği görülmektedir. 

Kürelere tatbik edilen gerilim verildiği takdirde yükler 

denklemi yardımiyle ve potansiyeller ise 

denklemleri yardımiyle hesaplanır. Mesela 2 küresi topraklanırsa cp
2
- 0 

ve :P1= U12 olacağından Q1 ve Q2 yükleri 

Uu PııOı+P1ıQ2 , Ü =p12Qı+P22Q2 

denklemlerini çözerek bulunur. 

Iki küçük kürenin alanı hakkında verilen bu kısa bilgiden sonra şimdi 
küçük ve büyük küre problemini gözden geçirelim. Sistem şek. 68 de gö-
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rülmektedir. Yarıçapı R olan büyük kürenin yerine merkezinden b=R
2
/d 

uzaklı~ına getirilen Q
2
=-RQ1/d imajı konulabilir. Şayet büyük kürenin 

topraklandı~ı farzedilirse (cpı. O) küçük kürenin potansiyeli 

~. d 
Şek . 68 

olur. Topraklanmış küre karşısındaki küçük kürenin kapasitesi için 

c - - 4-ıtEa 
a R/d 

1 - 71- (R/d)2 

yazılabüir. 

Genel olarak büyük küre izole durumda Qı. yükünü taşıyacaktlr. 
Her hangi bir noktadaki potansiyel 

<p =- -- - - -- + - - Qı.+ - Oı -Q1 ( ı R 1 ) 1 ( R ) ı 
41tE r 1 d rı 41tE d r 

oldu~undan, r
1 
= a , r2 - d - b , b= R2fd , r - d koyarak, küçük kü

renin potansiyeli için 

1 [ 1 R ( d 1 ) ] Oıt cı:ıı= "'4'iE -;-d d2 - Ri- d Oı+ 4 1tE d 

ifadesi elde edllir. Büyük kürenin potansiyeli ise 

Elektromapetik Alan Teorisi F. 6 
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olacaktır. <Pı ve <ı>k ifadeleri yardımiyle potansiyel katsayıları ve bun
lardan da kapasite ve tesir katsayılan bulunur. 

Q1 = - Qı. = Q için kondansatörün kapasitesi 

Q 41tE 

C = -cp-1 .....:;-'-<ı>-ı. - -1::--+-::ı--::-[ -l - --(R=/..,...,d::-;:)4-:;J _ 2 
a R ı-(R!d)2 d 

olur. R « d için ifade Iki küçük kürenin kapasite ifadesine çevrilir. 

Şayet kürelerin yarıçapları aralarındaki uzaklığa nazaran küçük de
ğilse sistemin alanı ancak sonsuz sayıda imaj yardımiyle hesaplanabilir. 
Şek. 69 da iki büyük küre sistemi görülmektedir. Küreterin qı 1 ve qı2 
potansiyelleri bilinen değerlerdir. Yükler için 

Qı = cu CJ1ı ı- cıa t9ı = Qu + Qıı 
Q2 = C21 CJ1ı + C22 <ı>2 = Q21 + Q22 

yazılabilir. Q11 ve Q21 , ı küresi qı1 ve 2 küresl sıfır potansiyelinde iken 
1 ve 2 kürelerinin yüklerini, Q12 ve Q22 ise 2 küresi qı2 ve ı küresi 
sıfır potansiyelinde iken küreterin yüklerini göstermektedir. Sis
temin alanı bu iki statik denge durumunu süperpoze ederek elde edi
lebilir. 

f 

Şek. 69 
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qı2 =O iken 1 kürec;inin merkezine 

yükünü koyalım. Eg-er bu küre uzayda tek başına bulunsaydı bir Cou
lomb alanı meydana getirecek ve kürenin dışındaki alan qı = qf4 ~E r 
potansiyel fonksiyonu yardımiyle bulunacaktı. q1 yükünün getirilmesine 
rag-men 2 küresinin potansiyelini sıfırda tutahilrnek için bu kürenin mer-

kezinden 

Rı 
~~ = -}- = n Rı (n = R.Jd) 

uzaklıg-ındaki noktaya 

R 
Pı = - / 9ı = - n 9ı 

imajını getirmek gerekecektir. Fakat p1 yükü 1 küresinin potansiyelini 
deg-iştireceg-inden, bu kürenin potansiyelini 9 1 deg-erinde tutahilrnek Için 

merkezinden 

R 2 m bı - - d 1--n- =-ı 2 R1 (m = RJd} 
-..,ı -n 

uzaklıg-ında bulunan noktaya 

R1 mn 
9ı = --- Pı = --9ı d-~1 1- n2 

imajını getirmek icap eder. Bu yükün tesirini kompanze etmek için 2 

küresinin içine ve 

uzaklıg-ına 

yükü getirilir. Bu yükün tesirini kompanze etmek için de ı küresinin 

içine ve 
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uzak.Jıg-ına 

yükü getirilir. Böylece devam ederek sonsuz imaj yükü elde edilir. An
cak imajlar gittikçe küçüleceklerinden hesapları bir kaç imaj aldıktan 
sonra keserek pratik bakımdan tatmin edici bir sonuca varılabilir. 

'Pt = O denge durumu için benzer hesaplar yapılır. Başlangıçta 2 
küresinin merkezine 

Pı' = 4~ R2 'P2 

yükü getirilir. Imajların deg-erieri ve yerleri 

m (ı-m2) 
h2''""' ı 2 2 Rı , -m-n 

olacaktır. 

mn 
ı-m2 Pı' 

Gauss teoremine gore kürelerin yükleri imaj yüklerinin toplamına 
eşit olacaçğından birinci dengede (qı2 = O) ı küresinin içindeki yükleri 
toplayarak Q11 yükü ve <Pı - 1 için c11 katsayısı bulunur. Böylece 

elde edilir. Birinci dengede 2 küresinin içindeki imaj yüklerini topla
yarak Q21 yükü ve cp1 = 1 için ca1 = c12 katsayısı bulunur : 
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ı mnl ı Cıı =- 4m: Rı n+ ----=-ı-m~'2=-n""""2- + .. . . 

Ikinci denge durumunda (cp1=0) 2 küresinin içindeki imajlan toplaya
rak Q

22 
yükü ve <p2 = 1 için c22 katsayısı bulunur : 

Sistemin alanı iki imaj serisindeki noktasal yükterin Coulomb alan
l arını süperpoze ederek bulunur. Yukarıda da belirtildi~i gibi bunun 
için bütün imaj yüklerini alma~a lüzum yoktur. 

m ve n de~erleri küçük olmadıkça hesapları yukandaki formüllerle 
yapmak elverişli de~ildir. Hiperbalik fonksiyonlardan kaydalanarak da
ha kullanışlı formüller elde edilebiür. Şimdi bu formülleri bulalım. 1 
küresinin içindeki 11 yinci imajı q,. ile gösterelim. Bu kürenin başlangıç 
yükü q

1 
= 47t~R1qı1 olacaktır. q .. yükünün 2 küres nde ki imajını p .. ile gös

terelim. Bu imajların 01 ve 02 merkezlerinden uzaklıkları b .. ve ~ .. dir. 

Böylece 

(a) 

(b) 

{c) 

yazılabilir (6
1
= 0 dır). (b) ve (c) arasında d-b .. yi yokederek 

ve bu ifadede n yerine n -1 koyarak 

9a-l bnd 9a-1 -- - ---q.. Rt2 9o 
(d) 

denklemi bulunur. Nihayet (b) ve (d) arasında b,. yi yokederek 
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şeklindeki lineer diferens denklemi elde edilir. Ayni denklemin 2 
küresinin içindeki p, yükleri için de cari olacag-ı kolayca görülebilir. 
Diferens denkleminin çözümü 

ı 
9, = A Ch rıA+B Sh n~ 

şeklindedir ve ). 

denklemi ile bulunur. A ve B sabitlerini bulmak Için ilk iki imajdan 
faydalanarak 

A Ch A. + B Sh A. = _ı_ , 
9ı 

A Ch 2). + B Sh 2). = :ı (~:- + 2 Ch A.)) 

denklemleri bulunur. Bu denklemleri çözerek 

A = _ 1 , B _ R2+ R1 Ch A. 
41tt Rı cp1 - 4TttR1R2CJJı Sh ). 

elde edilir. Böylece 9o için 

4m Rı R2 <ı>ı Sh A. 
q, = -R=--

2 
s=h~nA.:--+.,...R-==--1 S~h~(n -1) A. 

ifadesi bulunur. 1 küresindeki yükleri toplayarak cp
1 
= 1 için 

00 

Cu =41tERı R! Sh ). ~ [ Rı Sh n). -L Rı Sh {n-1} ). rı 
n 1 

elde edilir. c12 yi bulmak için Pn yükünün ifadesini bulmak lazımdır. 
(a) ve (b) denklemleri arasında d - b" yi yokederek 



_ ...!._ = ~ _ı_ + Rı .!_ 
Pn d 9otl d 9n 

yazılabilir. Bu ifadede 9a+ı ve q. yerine eşitlerini koyarak 

4'ltf: R1 Rı 9ı Sh l 
Pn =- d Sh n l 

ve toplayarak Q>ı =- ı için 

41ttR1 Ra Sh l 
d 

00 

~ ( Sh n l rı 
n=l 

elde edilir. Simetriyi gözönüne alarak eza için 

00 

Cn = 4TtE R, R, Sh l ~ [ Rı Sh n )V+ R2 Sh (n - ı) l rı 
n= l 

bulunur. 
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Şayet küreler eşitse ı;. = l /2 koyarak formüller sadeleştirilebilir. 
Zira 

Ch 
" = Ch l _ . / ı _ı_ Ch l d 
"" 2-v 2 = 2R 

dir ve R1=Rr-R koyarak 
00 

cu= Cn = 41tER Sh IJ. ~ [ Sh (2n - ı)ı.ı. rı , 
n= l 

00 

c12 = - 4mR Sh ı;. ~ (Sh 2nı;.)- 1 

n= l 

ifadeleri elde edilir. 
Şayet R2~ oo olursa 2 küresi sonsuz düzlem haline gelir. Bu durum· 

da d uzaklığı da sonsuza giderse de d-R2=h sabit kalır. Böylece şek. 
70 de görülen sistem elde edilir. Bu sistemde m-+ O, n-+ 1, Ch 1-+h/R 

ve 
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m _ R 
1-n-T 

00 

4mR Sh /-~ (Sh n).)-ı 
n= l 

+ . ··)= 

elde edilir. c12 .., -c11 ola ca kı da kolayca gösterilebilir. 

Şek . 71 de görüldüğü gibi kü
relerden biri diğerinin içinde bu
lunduğu takdirde de hesaplar ben
zer şekilde yapılır. Bu durumda 
p imajlan 2 küresinin dışında bulu
nurlar. ıpı=Q dengesi için imaj yük
lerinin değerleri ve yerleri 

Pı=-n9ı 

olur. Böylece 

Şek. 71 

Şek. 70 
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00 

41tER1R2 Sh A. ~[R2 Sh nA. - R 1 Sh (n - l)A.rı 
n= l 

bulunur. c12= -en dir. Küreterin yükleri için 

Qı=cıı(<ı>ı-q>ı) ' 

Q,= -cııq>r·~cuıp2- -Qı+(cn-cıı)ıpa=- Qı+Q' 

yazılabilir. Dışta ki kürenin iç yüzeyinde - Q1 yükü (tam tesir) ve dış 
yüzeyinde ise Q' yükü bulunur. Dıştaki küre topraklandı~ı takdirde 
Q' ~O olur. c22 katsayısı sistem için önemli değildir. 

Iki küre sisteminde küreterin yükleri ve meydana gelen alanın şid
deti potansiyel değerlerine ba~lıdır. Şayet ıp1=U ve cp2=0 ise Q1=c11U, 
Q2=c21Uolacaktır. Buna karşılık <p,=O ve q>1=U iken Q1=c12U ve 
Q-ı-c22U olmaktadtr. E~er q>1 = -<p2= U/2 alınırsa 

olur. Küreler eşit oldu~ u takdirde en= en olacağından Q1 - Q2 = Q 
sonucu bulunur. Yani küreler eşit ve zıt işaretli olarak yüklenirler. Sis
temin kapasitesi C QJ U şeklinde bulunur. 

E.şit küreler için m=n=Rfd=0,2 alarak hesaplar yapılırsa, yalnız 

iki terimi gözönüne alarak 

Qıı = 1,04qı , Qıı = - 0,2pı , Qıı = - 0,2qı , Qaı = 1,04pı 
bulunur. Kürelerin yükleri ise 

Qı = 1,04qı - 0,2pı , Q2 .... - 0,2qı + 1,04pı 
olur. q1 = 4nER <p1 ve p1 = 47tE R cp2 dir. Şayet cp1 = - q>2 = U/2 alınırsa 
Pı = - q1 ve Q1 = - Q, = Q = 1,24q1 = 2,48 7te RU bulunur. Sistemin 
kapasitesi C = Q/ U= 2,48 m R olacaktır. Halbuki küreler arasındaki 
uzaklık yarıçapiara nazaran çok büyük olduğu vakit (d» R) kapasite 
C= 2nE R de~erini almaktadır. Böylece küreler yaklaşınca kapasitenin 
artb~ı anlaşılır. 
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Şimdi R/d = 0,2 oranı için maksimum alan şiddetini bulalım. Alan 
şiddeti küreterin en yakın noktalarında, yani P1 ve P2 de, maksimum de
~erler alır, şek. 68. Iki denge durumundaki noktasal yüklerio meydana 
getirecekleri alanlar bu noktalarda hep P1 P1 do~rultusunda olacakla
rından bileşke alan şiddeti kolayca hesaplanabilir. cp1 = O denge duru
munda, hesapları n = 2 ye kadar yaparak, <ı>ı = - <ı>ı = U/2 için 

q1 = 2m.RU , q2 =0,0417q1 , b1=0 , b2 = 0,2083R 

Pı=-0,29ı , Pı= -0,00879ı , ~=0,2R , ~,=0,2087R 

bulunur. <Pı =O denge durumu için 

, W 2=0,2083R 

, 92'=0,0087q1 , b'1=0,2R , b'2 =-0,2087R 

elde edilir. q lerin hepsi pozitif ve p !erin hepsi de negatif oldu~undan 
alan şiddetleri hep saka do~ru yönelecektir. 1 küresinin içindeki nok
tasal yükler mesela P1 noktasında 

E _ 9ı [ ı 0,2 0,04ı7 0,0087 ] 
1

- 41tE f?2 + (0,8R)2 + (O, 7917 R)2 + (0, 79ı3R)2 

alanını ve 2 küresinin içindeki yükler ise ayni noktada 

E _ 9ı [ ı 0,2 0,0417 0,0087 ] 
2

- 41tE (0,8d)2 + (0, 76d)2 + (0, 7582d)2 + (0. 7582d)2 

alanını meydana getirirler. Bu iki alan şiddetini toplayarak maksimum 
alan şiddeti için 

u u 
Erııu=3,68-;r = 0,7367? 

bulunur. Şayet küreler yekdi~erinden çok uzakta iseler Em.,.= 0,5 U/ R 
olaca~ından küreler yaklaşınca, ayni gerilimde, alanın daha şiddetli 
olaca~ı anlaşılır. Levhaları arasındaki uzaklık d - 2R = 0,6d ye, yani 
P1 ve Pı arasındaki uzaklı~a eşit olan paralel levhalı kondansatördeki 
üniform alan şiddeti Eo= Uj0,6d = 0,334 U/ R olaca~ından küre siste
mindeki alanın daha şiddetli oldu~u görülür. 
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lki küre tertibinden yüksek gerilim tekni~inde ölçü maksadiyle fay

dalanılır. 

19 - Toprak yüzeyi civarındaki küçük kürelerin alanı incelenecek-

tir. 
Bu problem de kürelerin toprağa nazaran imajlarını alarak incele

nir, şek. 72. Sistemin potansiyel katsayıları 

1 (1 1) 1(1 ı ) 
Pkk = ~ -;:;- - 2hk ' Pik = 4m: ~ - r'ıı, 

denklemleri yardımiyle hesaplanır. Şayet kürelerin yükleri biliniyorsa 

• 

1 ' • 
' }n ....... 
-Qn 

Şek . 72 

potansiyelleri 
Cj)ı = Plt Oı + Pi2 Q2 + ... pı. Q, 

olacaktır. (i=l,2, .... , n). Her hangi bir noktadaki potansiyel 

<p =-
4
1 ., [oı (l- .!.) + ... +o,(_!_-+)] 
1t.. r 1 r1 r ., ro 
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olacaktır. E~er potansiyeller verilmişse yükler yukarıdaki denklemleri 
çözerek bulunabilir. 

Şek. 73 de görülen küre-toprak sisteminde kürenin potansiyeli 

ep - u = _g_ (_!_ - .l.) 
47tE a 2/ı 

dır. Buradan küre ile toprak arasındaki kapasite için 

bulunur. Küre tek başına iken kapasitesi 47tEa oldu~undan, topra~ın ka
pasiteyi büyüttüğü anlaşılır. Bu ifade lı» a için C= 4ma şekline girer. 
Sistemin alanı, sıfır potansiyelindeki düzlem karşısına getirilen noktasal 
yük gibi incelenir . Kürenin yüzeyindeki yük da~ılışı, daha önce iki 
küçük küre için bulunan u2 ifadesinde Q1= - Q2= Q koymak ve endis
leri gözönüne almamak suretiyle elde edilir. Böylece yo~unluk için 

bulunur (k = aj2Jı). 

O' = _9_ ( 1 - 3 .fc2 co s o ) 47ta2 

Şek. 74 de görülen iki küre için 

"' .... l 
' c' ~ 1 1 

-~ ,.__ 

Şek. 73 Şek. 74 

" ' ' ı 
'-" 
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cııı = _!_(..!. - .!..)Qı + - 1
- (-

1 
- -ı-) Q~ • 4m a d 4m r1s r ıı 

olacaktır. Şayet Q1 = - Q2 = Q ise 

ul2 = cııı - <ı>ı = _g__ [(!.. + !_ - _2_) - ( -! + 2ıh, - _2_)1 4~E a b r 12 2h1 r ' u 

olacag-ından sistemin kapasitesi için 
47tE 

c = ( 1 1 2 ) ( ı 1 
Ci" + b - ru - 2h1 + 2hı - r~2) 

bulunur. 
20 - Toprag-a dik ve paralel olarak yerleştirilen üniform yüklü 

telierin (çubukların) kapasiteleri hesaplanacaktır (düşey ve yatay anten-

ler). 
Q yükünü taşıyan rotasyon elipsoidinin potansiyel fonksiyonu için, 

daha önce görüldüg-ü gibi 

Q l z+ c+ r 1 
cp= - n 8mc z - c -ı- rı 

yazılabilir, şek. 46. Eşpotansiyel yüzeyler rotasyon elipsoidleridir, şek. 75. 

f 

Şek. 75 

Elipslerin küçük yarı ekseni çok küçük oldug-u takdirde, yani a,.. c ah-
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nabildiği vakit, eşpotansiyel yüzeyler yaklaşık olarak uçları yuvarlak 
silindirler haline gelirler. Böyle bir elipsoidi, silindirik bir iletkenin eş
değeri olarak kullanmak kabil olur. 

Şek. 76 da 2c uznnluğundaki üniform yüklü çizgisel yük sıfır po
tansiyelindeki düzleme (toprak) dik olarak yerleştirilmiştir. Toprağın 

f 

Şek. 76 

tesirini hesaba katmak için çizgisel yükün imajını alalım. p- ekseninin 
orijinal yük için h+ c kadar sola ve imaj yükü için ayni miktar kadar 
sağa kaydığını gözönüne alarak P (p,z) noktasındaki potansiyel için 

ep - -- n - n ~-:-"-"--:-:=-_ Q ( 1 z-ho+c+r'1 1 z+ho+c+r'ı ) 
8~ec z-ho-c+ r'2 z+ h0-c+ r'2 

ifadesi elde edilir. Eşpotansiyel yüzeyler arbk ratasyon elipsoidi değil
dir ve toprağa yaklaştıkça bozulma artar. Bununla beraber çizgisel kay
nağın yakınlarıgda elipsaid şeklinden uzaktaşma o kadar büyük değil
dir. z = O düzlemi (toprak) sıfır potansiyelindeki eşpotansiyel yüzeydir 
(yukarıdaki ifadede z=O koyarak cp=O olduğu görülür). Uzunluğu l ve 
r=ho noktasındaki çapı d olan eşpotansiyel yüzeyle intibak eden bir 
telin kapasitesini yaklaşık olarak şöylece bulabiliriz: i» d olduğunu far
zedelim. P(ho,p) noktasındaki potansiyel 



dir. Tele yakın olan noktalarda p çok küçük olaca~ından bu ifadeyi 

Q 1 2c v2 1. -c ep =-- n- ''O 
4ntc p 2~ + c 

şeklinde yazabiliriz. Böylece p=d/2 koyarak telin potansiyeli için 

- _g_ ln 4c • /2ho - c 
<Pa - 41tEC d V 2 ho -1- c 
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elde edilir. Potansiyel ifadesinde cp=qı. ve p=O koyarak qı,=sab. yü
zeyinin z-eksenini kesti~i z1 ve ~ noktaları bulunabilir. Telin uzunlu
~u z

2
-z

1
=1 olacaktır. l»d oldu~ farzedildi~inden 1~ 2c ve ~=h+c 

alarak 

yazılabilir. Buradan telle toprak arasındaki kapasite için 

C '=- 2 1tE [ 

2l. /4h+l 
In TV 4h+3l 

ifadesi balunur. Büyük h de~erleri için bu ifade 

C -= 21tE J 
21 

In
d 

şekline girer. Bu ifade telin tek başına kapasitesini gösterir. 

Şayet h çok küçükse bu sefer 

yazmak kabil olur. 

C= 2ml 
21 

In dy3 
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Bir telle toprak arasındaki kapasitenin yarısı iki tel arasındaki ka
pasiteyi verecektir. Zira teller arasındaki gerilim 2cp. dir. Ayni sonucu 
seri bag-lı olan toprak kapasitelerinin ~deg-erini hesaplayarak da bula
biliriz. 

z=O düzlemi boyunca r1'=rı'= fh2+p2 ve r'z=r1' - y(h + /)2 + p2 

olacağını gözönüne alarak, toprak yüzeyinde tesirle meydana gelen yük 
dağılışı için 

bulunur. Alan şiddeti ise Ez = u/E olacaktır. Yog-unluk ve alan şiddeti 
p=O için maksimum olurlar ve 

dir. 

Q· ı 
Uaaz =- 21t Jı(h + /) 

Şek. 77 de görülen yatay tel için şu sonuçlar elde edilir: 

Şek. 77 

Sistemin alanında artık eksenel simetri yoktur. Orijinal yük ve .... 
imajı P(A,y,z) noktasında 



Q ( x + c ..ı... V {x+ c)2 +{y- h)2-f ı:2 

ep= 8mc In X- c+ v(x- c)2+(y- h)2+ zf 

~~; _ -:f.A. -1- c -1- {(x +c}f+(y+ h)2 + z
2J 

x - c+ v(x- c)2+{y-/ı)2+z2 
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~ 
potansiyelini meydana getirirler. Çizgisel kaynak yakınlarında eşpotan-
siyel yüzeyler uçları yuvarlak silindirler haline geleceklerinden böyle 
bir yüzeyi, uzunlu l ve çapı d olan bir telin eşde~eri olarak kabul ede· 
biliriz. P(O,Iı+p,O) noktasındaki potansiyel için 

= _g_lın c+ Jc2+p2 -ln c+ vc2 + (2h + p)2] 
q> 4r~c p 2h + p 

yazılabilir. p çok küçük oldu~u takdirde bu ifade 

<p = Q- ln 2c _ 2_h_~ 
4r.Ec p c + V c2 + 41ıı 

şekline girer. p = d12 koyarak l uzunluğundaki yatay Lelin potansiyeli 

için 
_ _g_

1
n 4c 2h 

ep, - 47tEC d C + v' c2+flhJ2 

bulunur. Potansiyel ifadesinde <;> = cp, ve y = h, z O koyarak cp, = sa b. 
eşpotansiyelinin g = h do~rusunu kestiği noktanın x = l 2 absisi elde 
edilir. l »d olduğu takdirde 2c :::. l alınabileceğinden 

ep. = 
Q 21 4h 

27tEl In d l + vf2 + (4/ı)Z 
ve 

elde edilir. Iki paralel tel arasındaki kapasite bunun yarısına eşit ola
cakbr. Şayet (4h)2»12 ise kapasite yaklaşık olarak 

c:::. 27tcl 

In~ 
d 

Elelctromaınetik Alan Teorisi F. 7 
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formülüyle hesaplanabilir. 

21 - Toprak yüzeyine paralel olarak yerleştirilen üniform yüklü 
toroidin alanı incelenecektir. 

lik önce toroid uzayda tek başına bulunduku vakit kepasitesini 
bulalım. Daha önce görüldüğü üzere, a yançaplı dairesel halkanın po
tansiyel fonksiyonu 

şeklindedir, şek, 16. Şek. 78 de dairesel kesitH loroid görülmektedir. 
Şayet d0 «a olduğu farzedilirse toroidin alanı çizgisel kaynağın alanı 
gibi incelenebilir. Toroid yüzeyindeki potansiyeli bnlmak için mesela 
z = O, p = a + r0 noktası seçilirse 

z ı ":P . cı----e --r-0
: 2• ~ p 

Şek. 78 

k'l- 4a(a + •ro) == 1 - (2a ....L r0)2 

olur. K (1) değeri sınırlı olmadığından k2 modülü yerine 

modülünü kullanmak elverişlidir. Bu yeni modül yardımiyle eliptik in
tegral için K == In ( 4/k') alınabilir. Toroid yüzeyinde 

k'l = 1 _ 4a(a + r 0) ... (.!:!!.)2 

(2a -r0) 2 2a 

yazılabileceğinden eliptik integral için K = ln(8a/r0) bulunur. Böylece 
Q yükünü taşıyan toroidin potansiyeli için 

Q In 8a 
qı, """ 41t2uz r

0 

elde edilir. Toroidin kapasitesi ise 



• 

2ıta 
C -2m-- -

ln 8a 
ro 

2ıtEl 

4 1 
ln --

1t ro 
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olacakhr (l=2r.a, toroidin uzunluğudur). Bu ifade, daha önce rotasyon 
elipsoidi için bulunan ifade ile karşılaştırılırsa yalnız log-aritmadaki 4/7t 
faktörü bakımından bir fark bulunduğu anlaşılır. 

Şek. 79 da toprak yüzeyine paralel olarak yerleştirilen toroid gö
rülmektedir. Toprağın tesiri, toroidin imajı yardımiyle gözönüne alına
bilir. Her hangi bir noktadaki potansiyel için 

_ Q [ K(k1} ___ K(k:) ı 
ep - 21t2E y(z- h)2 + (a + p)2 - V (z ~ h)2 + (a -f- p)2 

elde edilir. K(kJ ve K(k2), modülleri 

k 
2 

_ 4 a p k 2 _ 4ap 
ı - (z.- h)2 + (a p)2 ' 2 - (z + h)2 (a + p)2 

olan birinci nevi komple eliptik integralleri göstermektedir. 

z 

p 

Şek. 79 

Toprak yüzeyindeki yoğunluk (f = - E (a<ı> az) .. - o denklemi yardı
miyle hesaplanabilir. 

Toroid kendi yüzeyinde 
Q 

potansiyelini meydana getirir. p ~ a ve z ""' 2h alarak imajın toroid 
yüzeyinde meydana getireceği potansiyel için 
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_ Q 1 K(k) 
ep, - - 27t2E y 4a2 + 4h2 

bulunur. Modül 

P - 1 
- 1 ~ (h/a)2 

dir. Böylece toroidin potansiyeli için 

bulunur. Toroidle toprak arasındaki kapasite C= Q/qı. olacaktır. Iki pa
ralel toroid arasındaki kapasite ise bunun yarısına eşit olur. 

22 - Q1 ve Q2 yüklerini taşıyan iletkenler bir telle birleştiriliyor. 
lletkenlerin yeni yükleri ve ortak potansiyelleri hesaplanacaktır. 

lletkenlerin ilk potansiyelleri 

qıı = Pıı Qı + Pıı Qı 1 qı2 = Pts Qı + P22 Q2 

dir. Ortak potansiyel ep ile ve yeni yükler 9 1 ve 9t ile gösterilirse bir
leştirme telinin yükünü imal ederek 

<ı>= Pıı 9ı + Pt2 92 = Pı2 9ı -t- P22 92 

yazılabilir. Bu denklemleri çözerek 

ve 

<p = Pıt (P22 - P,ıı) + P12 (pıı - Pn Q 
Pıı + P22 - 2ptı 

bulunur. p11 ve p22 katsayıları p 12 den büyük olduA-undan 9ı ve 92 yük· 
leri Q yükünün işaretinde olurlar. Eğer p22 = pı2 ise (1 iletkeni 2 içinde} 
9ı - O ve qı .... <ı>ı olacaktır. 



Hesaplar c katsayıları yardımiyle yapılırsa 

9ı = {cıı -1- c12) qı , 9ı - (cıı + cıı) q> 

ve 91 + 92 = Q denklemleri yardım i yle 

ve 

<P = (cı ı_+ cn)<flı + (cıı + c12}<Pı 
Cu t C22 + 2cıı 

Jı cu +cıı 
9ı = cıı+cu 
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bulunur. cu=- c12 için (1 iletkeni 2 içinde) yine 9ı =O ve q>=q>2 elde 
edilir. E~er tesir katsayıları çok küçükse cıı=C1 ve en= Cı koyarak 

yazılabilir. Şayet Cı» C1 ise q, ""' O ve 9ı ~ Q olur. 

23 - Üniform alan içine sokulan iletken kürenin ve iletken silindi
rin alan üzerindeki tesirleri incelenecektir. 

1maj teorisinden faydalanarak bir elektrik alanı iç :ne sokulan ilet
ken cisimlerin alan üzerine ve alanın iletkenler üzerine yapaca~ı tesiri 
inceleyebiliriz. İlk önce üniform alan içine sokulan küredeki durumu in
celeyelim. Bunu, noktasal yükü karşısıha getirilen küre yardımiyle elde 
edebiliriz, şek. 52. Kürenin yüksüz oldu~u kabul edilirse, merkezine 
q'=-q'= Rq/d yükünü getirmek gerekir. Küre dışındaki q yükü, küre 
alan içine sokulmadan önce ve kürenin merkezinin bulundu~u yerde 

alanını meydana getirir. Şayet bu yük küreden uzaklaştırılır ve bu es
nada E0 alanı sınırlı de~erde kalacak şekilde yükün büyüdü~ü farzedi
lirse limitde d~ oo ve b~ O olaca~ından küre içindeki noktasal yükler 
bir dipol teşkil ederler. Di~er taraftan noktasal y~kten çok uzaklardaki 
alana üniform gözüyle bakılabilece~inden, q = 4r:Ed2E0 yükü küre civa
rında E0 üniform alanını meydana getirir. Bu suretle üniform alan içine 
sokulan küre problemine geçitmiş olacaktır. Küre içindeki dipolün mo
menti p = q'b=4nER3E0 dir. q>O için moment ı-ekseni yonündedlr. Böy-
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-lece E0 alanının küreye nazaran imajının momenti p olan bir dipol ol-
du~u söylenebilir. 

Küre dışındaki potansiyel primer üniform alanın potansiyeli ile di
polün potansiyelini süperpoze ederek bulunacaktır. Üniform alanın potan
siyeli cp0 = - E0z + k olaca~ından küre dışındaki potansiyel için, küre
nin potansiyelini sıfır alarak, 

ifadesi elde edilir. 

Küre yüzeyindeki alan şiddeti ve yo~unluk için E,= 3E0 cos O ve 
(1 = 3 E Eo cos a bulunur. Böylece a = o ve 1t noktalarında alanın 3Eo 
değerine yükselece~i anlaşılır. Şek. 80 de s istemin alaru görülmektedir. 
Küre yüzeyi gibi 6 = nl2 ve 3n/2 d üziemleri de sıfır potansiyeJindedir
ler. E~er bu düzlemler yerine il~tken yüzeyleri alınırsa, yanm küresel 
çıkıntısı olan bir düzlernin alanı elde edilir. Potansiyel ifadesinde 

Şek. 80 

r cos a = z koyarak düzlemdeki yo~unluk için 

a =- E(ôcp) = ( 1- R
3 )Eo 

ôz ı -o r3 

bulunur. Alan şiddeti ise 



ıoa 

olacaktır. r = R için Es = O olur (M noktası) ve küreden uzaklaştıkça 
alan E

0 
değerine yaklaşır. Küre yüzeyinde ise e= O için alan üç katı

na yükselmekte idi (P noktası), şek. 81. 

p i! 

Şelıc. 81 

yazılabilir. 

Küre yüklü olduğu takdirde, merkezine Qı. yü
künü getirmek gerekeceğinden potansiyel fonksiyo-

nu 

qı = - 2 -r E0 cos6 + -4-(
R3 ) Oı. 
r ~er 

şekline girer. Qı. = 4~e R <pı. koyarak 

(
R3 R 

q:ı = rı - r }Eo cos 6 + cpı.-;: 

Üniform alan içine sokulan sonsuz iletken silindir problemi de ben
zer şekilde incelenir. Şek. 58 deki silindir yüksüz olduğu takdirde ekse
nine ). yükünü getirmek gerekir. Silindir getirilmeden önce ). yükü ek-

senin bulunduğu yerde 
). 

Eo= -2 -d ne 

alanını meydana getirir. d~oo limitine geçilir ve bu sırada E0 sınırlı 
kalacak şekilde ). nın büyüdüğü farzedilirse silindir civarındaki alan 
üniform olur. Bu limite geçiş esnasında b~O olacağından silindir için
deki imaj yükleri bir çizgisel dipol teşkil ederler. Bu dipolün birim 
uzunluktaki momenti m= A. b= 27te R2E0 olacaktır. A.>O için moment 
z- ekseni yönündedir. Dipol, üniform alanın silindire nazaran imajıdır. 
Böylece ekseni üniform alana dik olarak yerleştirilen yüksüz silindirin 
dışındaki potansiyel için, silindirin putansiyelini sıfır alarak, 

elde edilir. 
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Silindir yiizeyindeki alan şiddeti Ep = 2E0 cos ep ve yoğunluk 
rr 2r. E0 cos ep olacaktır. Alan ş iddeti ep = O ve 1t için 2E

0 
değerine 

yükselir. 

Sistemin alanı şek. 80 gibi ise de küre için alan ratasyon s imetrik 
(yani ep ye bağlı değil) olduğu halde silindirde iki boyutludur (yani 
z - ye bağlı değil). Potansiyel ep -- r., 2 ve 3r- 2 düzlemlerinde de sıfıı 
olur. Eğer bu düzlemler yerine iletken yüzeyleri alınırsa, yan s ilindirik 
çıkıntısı olan bir düzlernin alanı elde ediiir. Düzlemdeki alan şiddeti 

olacağından p = R için Eı = O dır. Halbuki P noktasında alan iki katı
na çıkmaktadır. 

Şayet silindir yüklü ise eksenine aynca Aı. çizgisel yükünü getir
mek gerekir. Böylece potansiyel ifadesi 

şekline g irer. 

24 - Üniform çi7gisel yükün topraklanmış küreye tesiri incelene
cektir, şek. 82. 

e 
~---d--.... _j 

Şek. 82 
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Yo~unlu~u A. olan çizgisel yükün dÇ elemanında clq = A.dÇ yükü bu~ 
lunur. Noktasal gözüyle bakılabilecek olan bu yükün küreye nazaran 

imajı dq' = - Rdqfd dir ve imaj yükü b=R2/V eP + Ç2 noktasındadır. Böy~ 
lece kürenin toplam yükü için 

ı 

Qı. RA. f df, = - ..;aı +çı 
- l 

bulunur. l «d için Qk = - Rq/d olacaktır (q - 2l'A.). 



, 

I V. D ı E L E K T R ı K L E R 

ll. Dielektriğin polarizasyonu. 

DieJektrik veya yalıtkan denilen maddeler içinde, iletkenlerde oldu
~ gibi elektrik alanının tesiriyle hareket edebilen serbest yükler ya 
hiç yoktur veya varsa bile sayıları çok azdır. Bu sebeple iletkenin bir 
noktasına konan yük çok kısa zamanda bütün yüzeye dağıldığı halde 
dielektr iklerde dağılma ya hiç olmaz veya çok uzun bir zamana ihtiyaç 
gösterir. 

Elektrik alanı içine sokulan bir dielektriğin yüzeyinde pozitif ve 
negatif yükler belirir. Böylece dielektrik polarize olur, yani kutuplaşır. 
olaya polarizasyon veya kutuplaşma adı verilir. Bir bakıma polarizas
yon, elektrik alanına sokulan iletkenterin tesirle elektriklenmesine 
benzetilebilir. Bununla beraber görünürdeki benzerliğe rağmen bu iki 
olay birbirinden farklıdır. Tesirle elektriklenme serbest yüklerin 
hareketinden meydana geldiği halde, polarizasyonda bu çeşit bir hare
ket bahis konusu değildir. Polarizasyonda ortaya çıkan yükler molekül 
ve atom yapısına bağlı olan yüklerdir ve bunları iletkenlerdeki serbest 
yüklerle karıştırmamalıdır. Polarizasyon yüklerine bağlı yük adı da ve
rilir. 

Polarizasyonun atomik teorisine kısaca göz atmadan önce yüklerio 
ağırlık merkezini tarif edelim. Poziti f ve negatif yüklerden meydana 
gelen bir noktasal yük dağılışının sistemden çok uzakta meydana ge
tireceği potansiyel için yaklaşık olarak 

-+ ..... 

<ı> ""' - 9ı ı + -2-ı ~ ( Rı . r) 
41tEr r 

i 

yazılabilir, şek. 83. Şayet orijin L9ı Rı = O olacak şekilde seçilirse po

tansiyel ifadesi 

i 
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şeklini alır. Böyle bir orijine yük dağılışının ağırlık merkezi denilir. Bu 
ifadeye göre, çok uzaklardaki potansiyel, ağırlık merkezine konulan 

L9ı değerindeki noktasal yükün potansiyeline eşdeğer olmaktadır. 
i 

G 

Şek. 83. 

G ağırlık merkezinin her hangi bir orijlne göre yer vektörü 

olacaktır. Kartezyen koordinatlar xa, gG, ZG ile gösterilirse 

L9ıxı 
XG=-i __ 

L q, 
i 

bulunur. Şayet yüklerio toplamı sıfır yani 

L9iZi 
, ZG= _i_ 

L9ı 
i 

ise sistem için bir ağırlık merkezi bulunarnazsa da pozitif ve negatif 
yükler için ayrı ağırlık merkezleri tarif edilebilir. 

Bir nötr moleküldc yüklerio toplamı sıfırdır. Ağırlık merkezle
rinin karşılıklı durumuna göre molekülleri iki gruba ayırabiliriz. 
Poler moleküllerde pozitif ve negatif ağırlık merkezleri üstüste gelme
diğinden bu moleküller, boyutlarına nazaran çok uzak noktalar için bir 
dipol gibi davranırlar. Mesela HCl, H20, 502 molekülleri poler gruba 
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gier. Poler olmayan moleküllerde ise iki a~ırlık merkezi üstüste gel
idi~inden bunlarda dipol karakteri yoktur. Bunlara örnek olarak H2,02,N2 

molleküllerini gösterebiliriz. 

Poler olmayan moleküller elektrik aJanı içine girince pozitif yükler 
alan yönünde ve negatif yükler ters yönde kayarlar. Böylece a~ırlık 
merkezleri de kaymış olaca~ından molekül dipol haline gelir. Bu di
poller tatbik edilen alanın yönündedir. Dipallerin meydana gelmesini so
nuçlayan kaymalar, dielektri~in bir tarafında pozitif ve di~er tarafında 

(a} ( 6) 

Şek. 84 

negatif yüklerio belirmesine sebep olur. Olay, bir kayma polarizas
yonudur. 

Oipol karakterinde olan poler moleküller elektrik alanının içine gir
meden önce, ısı hareketlerinden dolayı, dielektrik içinde birbirini kom
panze edecek şekilde düzensiz bir da~ılışı halindedirler, şek. 84a. Mo
leküller alan içine girince dipoller dönerek dielektrik polarize olur, şek. 
84b. Olay, bir yönelme (oryantasyon) polarizasyonudur. 

Kayma polarizasyonu az çok her dielektrikte görülür. 

Bazı sıvılar elektrik alanı içinde iken dondurulursa, alandan çıka
rıldıkları vakit polarizasyonu muhafaza ederler. Bunlara elektret adı 

verilmektedir. Elektretlere sürekli mıknatısların elektriksel benzeri gö
züyle bakabiliriz. 

Polarizasyon mekanik tesirler sonucunda da meydada gelebilir 
(piyezoelektrik olay). 

Polarizasyondan dolayı şekil de~işmeleri de ortaya çıkar (elektro
st.riksiyon). 

Potarize olan dielektri~in birim hacmindeki bileşke dipol momen-
_.. 

tine potarizasyon adı verilir ve P vektörü ile gösterilir. Oielektri~in d V .... 
hacmindeki dipol momenti p ile gösterilirse 
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(55) 

-olacaktır, Dielektri~in dV hacmine, momenti P dV olan bir dipol gözüy-
le bakılabilir. Polarizasyonun MKSC - birimi C m2

' dir (p nin birimi 

Cm dir). 

12. Polarizasyon yoğunluklan. 

Dielektri~in dV hacmindeki dipol her hangi bir noktada 

d = PdV cos cı. = _ı_-p. rad (!..) 
<p 4 1t Eo r2 41tEo g r 

potansiyelini meydana getirir, şek. 85. Bu ifadede gradyanın, integras
yon bölgesinin koordinatlarına göre hesaplandı~ı kabul edllmiştlr. V 

Şelc, 85 

hacmi üzerinden integre ederek potansiyel için 

ep = 4~~ J P. grad(~) dV 
V 

bulunur. Di~er taraftan 
-+- -+-

P. grad (~) = div (~ ) - di; p 

yazılabilece~inden, potansiyel ifadesi 
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- -<ı>= __!_ Jdiv (!:)dv- ı_JdivP d V 
41teo r 41tEo r 

V V 

şekline girer. Birinci integrali diverjans teoremi yardırniyle yüzey in
tegraline çevirerek potansiyel ifadesi 

-= -ı-J·PodF __ 1 _ /divP dV 
q> 41teo r 41tea r 

F V 

şekline sokulabilir. Bu ifadede 

-Pp=- div P (56) 
koyarak 

= _1_ fO"pdF + _1_ /PpdV 
q> 41t€o . r 41tea r 

F V 
(57) 

elde edilir. Po, polarizayon vektörünün yüzeydeki normal bileşenid ir 
ve pozitif normal yönü dışarı doğrudur. Böylece dielektriğin her hangi 
bir noktada meydana getirdiği potansiyelin, yük dağılışı O"p ve pP olan 
bir s istemin potansiyeline eşdeğer olduğu anlaşılır. O"p ve Pp ye polari
zasyon yoğunlukları denilir. 

-Şayet P = sab. ise polarizasyon üniformdur. Üniform polarizasyon-

da Pp = - div P - O olacaktır. 

Oielektrik içindeki her hangi bir nokta için Gauss teoremini 

d . _..E P+Pp 
IV =--

Co 

şeklinde yazabiliriz. Zira gerek serbest yük yoğunluğu (p) ve gerekse po-

-larizasyon yoğunluğu (Pp) alanda rol oynamaktadır. Bu ifadede Pp= -divP 
koyarak - -div (Eo E + P) = p 

yazabiliriz. Nihayet - - -D=EoE+ P 
koyarak, kitabın başında görülen 

(58) 
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-+ 

div D=p - ....... 
diferansiyel denklemi elde edilir. Statik alanın rot E= O ve div D = p 
temel denklemlerine böylece, polarizasyonu belirten, (58) denklemi ek-
lenmiş olmaktadır. 

lzotrop bir ortam içinde potarizasyon alan şiddeti iıe oranblı oldu

~undan 
...... - ..... 
P='XE=r.oX,E (59) 

yazılabilir. Birimi F/m olan X ya mutlak elektrik süseptibilite ve bl
rimsiz bir sayı olan X,= X1r.o a da izafi elektrik süseptibilite adları 
verilir. (58) ve (59) yardımiyle deptasman için 

...... ...... 
D = r.o(X, ..ı. ı )E 

yazılabiJir. Bu ifadede 
(60) 

koyarak 
...... -+ -+ 

D =r.otrE = EE 

elde edilir. Boşluk için Er= ı ve X,= O dır. Son denkleme göre E, or
tamın dielektrik özelli~ini karakterize etmektedir . .. -

Şayet ortam izotrop de~ilse (kristaller) D ve E vektörleri ayni yön-
-+ _. -+- -+ 

de bulunmayacaklarından D=EE yazılamaz ve D-r.oE + P ba~ınbsı - -daha genel olur. Keza böyle bir ortamda P ile E de ayni yönde de-
~ildir. lzotrop olmayan ortamda bir tek skaler E sabiti yerine ck>kuz 
bileşeni olan Eiır. tansörü gelir deptasman ve alan şiddetinin bileşenleri 
arasında 

(i,k x,y,z) (61) 

ba~ınhları caridir. ...... 
Boşluk içindeki alan şidtedi E0 ile ve boşluk yerine dielektrik gel-

di~i vakit ortaya çıkan polariıasyonun meydana getirdi~i alan şiddeti 
...... 
EP ile gösterilirse dielektrik içinde her hangi bir noktadaki alan şidde-
ti 
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{62) 

-+ 
olur. Ornek olarak, boşluktaki üniform E0 aJanı içine ve alana noımat 
olarak sokulan dielektrik levhayı inceleyelim, şek. 86. Polarizasyon üni
form olaca~ından pp=O dır. 

- -3-

Şek. 86 

Sınır yüzeylerindeki sınır şartı ~E0 = ~E+P şeklinde olacağından 
(62) yardımiyle 

-+ -+ 

P=-~Ep, C'p =- ~P {63) 

.... .... 
bulunur. P- (e. -l)~E olduğunu gözönüne alarak da 

E - Eo _ E0 
- E; -T.+ ı {64) 

elde edilir. Dielektrik içindeki alan boşluktaki alana nazaran Er= X,+ l 
defa zayıflamaktadır {X,> O , Er> 1). Şayet dielektrik yerine bir ilet-

-+ 
ken alan içine sokulmuş olsaydı E = O olması gerekeceğinden, iletken-
lerio statik alanda e • ....,oo olan bir ortam gibi davrandıklarını söyleye
bıliriz. Bununla beraber iletkenlerde E, sınırlı değerdedir. 

Şek. 87 de görülen paralel levhalı kondansatörde levhaJar arasında 
başlangıçta boşluk bulunduğunu farzedelim, şek. 87 a. LevhaJar arasın
daki üniform alanın şiddeti E0 = 0'0/~ dır. Eğer, şek. 87 b de görüldü
ğü gibi, levhaların arasına o kalınlığındaki dielektrik tabaka sokulursa 
E=Eo+EP denkleminde E= E.fe., E0=C10/~ ve Ep = - C'p/ Eo koyarak 
potarizasyon yoğunluğu için 

C'p=C'o (ı-~) 
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bulunur. Polarizasyon yo~unlu~u kondansatördeki yo~unlukla orantılı
dır. ~>ı olduğundan <rP <<ro dır. Dielektrik yerine bir iletken levha so-

kulduğu takdirde <rp=o-0 olacaktır. 

1-- ·u~~ 
+ fo 

f - + 
Eo 

f - Go+ 

G',. + -.r;o r 

+ t-a' -i 
(a) (h) 

Şek. 87 

Levhalar arasına dielektrik sakulunca kapasitenin büyüyeceği ko
layca görülebilir. Boşluk halinde gerilim U0 E0d dir. Dielektrik araya 
girince, <r

0
- sab. kaldığını gözönüne alarak ao-r.of.'0=toE0' yazılabileceğin

den E
0
' = E

0 
olduğu yani boşluk kısmındaki alanın değişınediği anla

şılır. Buna karşılık dielektrik içindeki alan E- E0/E.= (<r0-P)! Eo değe
rini alacaktır. Levhalar arasındaki gerilim ise 

değerini alacağından küçülecektir. Kondansatörün kapasitesi birinci hal
de C ile gösteriliı-se Q0 =sab. kaldığından 

C U0 1 
Co = U = l- Ô Er ı 

d Er 

olacağı ve dolayısiyle dielektrik sakulunca kapasitenin büyüyeceği an

laşılır. 

Şayet dielektrik, levhaların arasındakı bölgeyi tamamen doldurursa, 

o=d olacağını gözönüne alarak 

U - Uo C C -~ • =Ero 

E.lektromngnetik Alan Teorisi F. 8 

, 
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bulunur. Yani Q0 =sab. için gerilimin ve alan şiddetinin E, defa küçül
melerine karşılık kapasite E, defa büyümektedir. Faraday, kapasitenin 
büyüyeceğini deneysel olarak tesbit etmiştir. 

Şayet dielektrik tabakası, kondansatör bataryaya bağlı iken levha
lar arasına sokulacak olursa şu sonuçlar elde edilir. Levhalar arasında 
boşluk varken E0 = <ToJEo = U0·d dir, şek. 88 a. Oielektrik sokulunca 
U0= sab. kaldığını ğözönüne alarak 

+ 

+ 

+ 

- - -uo-

--+--~111-_---
(o J 

Şek. 88 

+ 

.f. E' 
G o 

+ 

+ 

+ 

+ 
(o) 

U0 .... Eod = Eo'(d - ô) + Eo' ô 
Er 

yazılabilir, şek. 88b. Bu ifadede E0' , boşluk kısmındaki yeni alan şidde
tini göstermektedir. Buradan 

E Eo' = ·- _Q_ --
1 - ~ E,-_!_ 

d Er 

bulunur. O halde E0' > E0 olmaktadır. Levhaların yeni yükü ise 

<To u - EoE'o= --
l _i_ Er - 1 

d Er 

olacaktır. Böylece u> u0 olduğu anlaşılır. Potarizasyon yoğunluğunu 
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crP= -EQEp' yardımıyle hesaplayabiliriz. Bu suretle kondansatördeki yo
~unlu~un cr-cr0 =cıpd/ô kadar arth~ı kolayca gösterilebilir. Bu yük artı
şı batarya tarafından karşılanır ve devreye bir arnpermetre sokarak bu-

nu görmek kabildir. 

U0 - sab. oldu~undan C/Co oranı için yine 

c C1 ı 

Co = CT o = ı- _! (ı- 1 ) 
d Er 

sonucu bulunur. 

d=& özel halinde 
E' = Eo , C1 E,.C10 , C1- C10=(t:r-l)ao=C1p , C= ErCo 

bulunur. 
Şek. 89 a da dielektrik içinde ve ekseni alan yönünde olan uzun ve 

ince bir silindirik boşluk ıörülmektedir. Silindir yeter uzunlunlukta alın
dı~ı takdirde tabanlarındaki polarizasyon yüklerinin tesirini ihmal et
mek kabil olaca~ından, sınır şartı yardımiyle Eı-E bulunur. Böylece 
ince ve uzun boşluktaki alanın dielektrik içindeki alana eşit olaca~ı 
anlaşılır. 

(O) 

(b) 

Şek. 89 

Şek. 89 b de ise alana normal olarak yerleştirilen disk biçiminde
ki boşluk görülmektedir. Şayet diskin yarıçapının kalınlığına nazaran 
çok büyük olduğu farzedilirse sınır şartı yardım i yle D;=D (Eı =D/Eo) 
bulunur. Böylece disk içindeki dep! asmanın dielektrik içindeki deplas-
mana eşit olaca~ı anlaşılır. 
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Aşa~ıda dielektriklerle ilgili olarak çeşitli alan problemleri gözden 
geçirilıniştir. 

Örnekler: 

1 - Eksen yönünde üniform polaı ize dielektrik silindirin eksenin
deki alan hesaplanacaktır, şek. 90. 

+ 

ı-1 ·--..;...;;· ... ~ --~ 
Şek. 90 

Eksen üstünde her hangi bir noktadaki alan, yo~unJukları CTp = P 
ve - crP= - P olan disklerin alanlarının bileşkesi olaca~ından O<z<l 
için (silindir içinde) 

~ - .L!!_ J- _ P (c os o:1 + cos ~) ' i; 2~ 
bulunur. z > 1 ve z < O için 

p 
Ep= ± -2-- (cos o:1-cos o:,) 

Eo 

elde edilir. Pozitif işaret z > L için ve negatif işaret ise z<O için alı
nır. 

2-Şek. 91 de dielektrik sabiti E1 olan ortam içindeki q noktasal 
yükünün alanı incelenecektir. İki ortam birbirinden sonsuz genişlikteki 
düzlemsel sınır yüzeyi ile ayrılmıştır. 

Alanı imaj metodundan faydalanarak bulalım. Eı ortamı içindeki 
alanın 9 orijinal yükü ile düzleme nazaran simetri~i olan 9' imaj yükü 



117 

f 

q'~ o-0-+----o ~q" e 

Şeı.. 91 

tarafından ve E
2 

ortamı içindeki alanın da orijinal yukün bulundu~u 
noktaya getirilen q" yükü tarafından meydana getirild i~ini farzedelim. 

Iki ortam içindeki potansiyeller için 

1 ( q q') 
<ı>ı = 4m. ~ + --;:; 

yazılabilir. Sınır şartları 

yardımiyle yanlan 

denklemlerini çözerek 

, Eı-Eı 

9 -Eı+Eı q ' 

9" 
' <ı>ı = 4m; r 2 ı 

q- q'=q' 

bulunur. 9 ve q" yüklerinin ayni işarette olmalarına karşılık q' yükü 
E1 >tı için q ile ayni işaretli ve t 1<ta için ters işaretli olur. Şek. 92 de 
alan şekli görülmektedir. 

q yükü hava içinde bulunduğu takdirde E ı""" to ve E:! = ET Eo alarak 

q' 

, 
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bulunur. Bu durumda 9 ve 9' yükleri ters işaretlidir. 

f 

Şek. 92 

9 yüküne tesir eden kuvvet için 

ifadesi elde edilir. t:1>~ için F kuvveti pozitif olaca~ından 9 yükü düz
leme do~ru çekilir. 

t 1 .... ~=t: için iki ortam bir ortam haline geçer ve 9' =0, 9' = 9 olur. 
t 1=t ve ~~oo için 9'= -q ve 9'-29 bulunur. t: ortamı içindeki alan 
eşit ve zıt işaretli q ve -9 yükleri yardımiyle elde edilir. ~-+oo oldu
~undan 29 yükünün bu ortamdaki alanı sıfır olur. Alan, iletken düzlem 
karşısına getirilen noktasal yükün alanıdır. 

3 - Her hangi bir alanın dielektrik düzleme, dielektrik silindire 
ve dielektrik küreye tesiri incelenecektir, şek. 93. 

Şek. 93 de z > O bölgesindeki yük da~ılışının E1 ortamı içinde mey
dana getirdiği primer potansiyeli ep =q> (x,y,z) fonksiyonu ile gösterelim. 
z< O bölgesi E2 ortamı ile dolduruJunca primer potansiyel da~ılışı deği
şeckktir. E1 ve E2 ortamlarındaki yeni potansiyelleri 



qıı=q:ı(x,y,z)+kıq:ı(x,y, -z) , 

şeklinde gösterelim. qı(x,y,z) fonksiyonu 
gibi q:ı(x,y,-z) fonksiyonu da aq> = o 
denklemini sa~lar. kı ve kı katsayılarını 
sınır şartlarına uyacak şekilde tayin ede
lim. Sınır şartlarının z = O için <?ı = <rı 
ve Eı(aq:ıı/az) = Eı((.lq>:ı, ôz) şeklinde oldu
~UnU gözönüne alarak elde edilen 

denklemlerini çözerek 
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Şek . 93-

bulunur. Şayet E2 - oo alınırsa (iletken) k1 =- 1 ve k;ı=O olaca~ından 

q>1 == qı(x,y, z)- cp(x,y,- z) 

bulunur. 

Yukarıda incelenen problemde primer potansiyel 

oldu~undan 

- C'f Eı-Eı q 
qı,- 4m:

1
Vx2+y2 Ha-z)2- + Eı+E2 41te1Vx2 t-y2+ (a+ z)2 ' 

bulunur. Böylece e1 ortamı içindeki alanın q ve q' yükleri tarafından ve 
eı ortamı içindeki alanın da q" yükü tarafından meydana getirildi~i an-

laşılır. 



120 

Sıfır potansiyelindeki iletken düzlem karşısındaki noktasal yük 
problemini de bu yoldan giderek kolayca çözebiliriz. Primer pctansiyelin 

oldukunu gözönüne alarak 

Şek. 94 

elde edilir. 

Şek. 94 de görülen silindirik sınır 
yüzeyi için primer alanın iki boyutlu ol
duğu kabul edilirse primer potansiyel 
q>(p, <f>) olacaktır. Primer alan Eı orta
mı içindedir. E1 ve E2 ortamlarındaki po
tansi yeller için 

(
Rı 

<ı> ı= <p(p, <t>) +kı <ı> p ' 

<ı>2 = kacp(p, ep ) 

yazalım. cp(p, rp) fonksiyonu gibi cp(R2, p, rp) fonksiyonunun da Laplace 
denklemini sağladığı kolayca görülebilir. Sınır şartlarının p R için 9ı=<ı>:ı 
ve Eı(oıp11 Clr)=E2 (Clıp2 Clr) şeklinde olduğunu gözönüne alarak k

1 
ve 

k2 için yine ayni ifadeler bulunur. Mesela +x- ekseni yönündeki üniform 
alan içine sokulan iletken silindir probleminde primer potansiyel 

<p =- Eox = - EoP cos ep 
olacağından 

bulunur. 

Üniform alan içine sokulan di el ek tr ik silindir için, E
1 

"""Eo (hava) 
ve E:ı = Eo ET alarak 

( 
E -1 R2) 

<rı = - P + E:+ l . p Eo co s rf> 
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2 ,.~,. 2Eox 
cı>ı = - - - Eo p cos 'f-' = - - -Er+l Er + l 

elde edilir. Silindir içindeki alan şiddeti 

-+ dcı>ı: 2 E : 
E=- grad <Pı-- dx z =Er+~ ı= sab. 

olacaktır. Silindir içindeki alan üniformdur ve primer alan gibi +x-ek
seni yönündedir. Deplasman ve polarizasyon vektörleri için 

bulunur. Polarizasyon üniformdur. 

Şek. 95 de görülen dielektrik küre için 
primer potansiyel cı> (r,a, cb) olduğuna göre Eı 
ve E2 ortamlarındaki potansiyeller için 

R (Rı Qı = q> (r, a, ep) + kı Q ) a, ep) ' r r 

<Pı =kı Q (r, a, ep) 

yazılabilir. Zira ep (r, O, ep) fonksiyonu gibi 

~ q> (~2, a, ep ) fonksiyonu da harmoniktir. 

Sınır şartlarından faydalanarak 

Şek. 95 

bulunur. k2 = 1 + k1 dir. E2 = co için (iletken küre) k1 =- 1 , k2 = O 
olur. Üniform alan içine getirilen kürede primer potansiyel qı=-Eorcos O 
olduğundan 
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elde edilir. cp2 = O dır. 

Üniform alan içine sokulan dielektrik küre için 

Eı- ~ k _ 3 Eı 
-E + 2 E- ' ı- "2+2"1 2 t .. ., 

bulunur. Böylece S1 === Eo (hava) ve E2 =s. Eo alarak potansiyeller için 

(
E -1 R3 ) 

<ı>ı = ~ + 2 r 2 - r E0cose , 

3 
cı>a = -Er+ 2 Eor COS0 

ifadeleri bulunur. z= rcosO koyarak küre içindeki alan için 

'* dqı - E -+ 

Ea=- dz
2 

k = E,+ı Eok 

elde edil ir. Küre içindeki alan üniformdur ve E2<E0 dır. 

Şayet Eı=E,EQ ve E2"'"Eo alınırsa (dielektrik içindeki küresel boşluk) 

( 
1-E 

CJ'ı = 2Er ..ı. l Rl ) ,:ı - r E0 cos O 

3Er E 
q>l = - 2Er + İ o% 

elde edilir. Küre içindeki alan 

dır. Alan yine üniform olmakla beraber bu sefer E2 > 1;0 dır. 

Şek. 96 da E1 =Eo , E2 = E,EQ için alan şekli görülmektedir. Küre 
içindeki potarizasyon için • 



Şek. 96 

-+ -+ <ı""(E - 1) _.. 
P=(~ -l)EoEl = -'91- • Eo 

~ + 2 

- ......... 
ve potarizasyon alanı için E1 = E0 + Ep yardımiyle 

... 
- - ... p E = E1 -Eo-- -

p 3Eo 

elde edilir. Küre yüzeyindeki potarizasyon yo~unlu~u için 

_.. _.. ~(E,-1) 
qP = Po=P. n= Pcos6- E, + 2 - E0cos9 

bulunur. 

123 

Dielektrik kürenin dışındaki potansiyel fonksiyonu incelenirse kü
renin, merkezine getirilen ve momenti 

'"-4 R3 Eo(~ -l) _..Eo 
p- ~ E,+2 

olan bir dipol gibi davrandıg-ı ve böylece dışarıdaki alanın, bu dipo
lün alanı ile üniform alanın süperpozisyonundan elde edilebilece~i an-

laşılır. 

Üniform çiz~isel yükün alanı içine sokulan dielektrik veya iletken 
silindir problemi ile noktasal yükün alanı içine sokulan dielektrik veya 
iletken küre problemi de benzer şekilde incelenir. 
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Şek. 97 de üniform çizgisel yüke paralel olarak yerleştirilen die· 
lektrik silindir görülmektedir. Primer potansiyel için, birim yarıçaplı si
lindirin potansiyelini sıfır alarak, 

yazabiliriz. k 1 ve k2 

?.'' )( 

Şek. 97 

_ 1-E, 
kı - 1+e, ' 

2 k. = -
w l+t, 

olduğundan silindir dışındaki ve içindeki potansiyeller için 

).. (ı n r + 1-e, In • /~ + d2- 2R2dcosct>-\ 
2ıtE0 1 1+ıı, V P2 P } 

)., 2 
cp2=- 2ıt!o 1 +e, In rı 

bulunur. Şek. 97 yardımiylc b=R2/d uzaklığından faydalanarak silindir 
dışındaki polansiyeli gösteren ifade 

<Pı =- )..(ı + 1-e:, 1 r 2d ) n 1·1 -- n--
2ıtıı0 1 +E, p 
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veya 
A ( 1-E, 1- E, ) 

cp1= -
2
-- ln r1 + -1+ ln ra- 1-+ In p +<ı>o 
'ltBo E, S, 

şekline sokulabilir (cp0 =-). ln d 2r.ö0 =sab.). Bu ifadeye göre, silindir 
dışındaki potansiyeli, x==d noktasında bulunan ). oriıinal yükü ile, biri 
x= b= R2 d noktasında ve diğeri x=O noktasında bulunan A.' =k1A ve 
-}.'.:=-k

1
). imaj yüklerinin fo ortamı içinde meydana getirdikleri potan

siyelleri süperpoze ederek bulmak kabildir. Silindir içindeki potansiyel 
ise, orijinal yükün bulunduğu x=d noktasına getirilen )."=k2). imaj 
yükünün e

0 
ortamı içindeki potansiyelinden ibarettir. Şayet bu imaj yü

kü )."=k
2
e,). şeklinde alınırsa, silindir içindeki potansiyeli hesaplarken 

E ortamını gözönüne almak gerekecektir. Literatürde her iki gösteriş 
tarzı da kullanılmaktadır. f .~ oo alındığı takdirde sıfır potansiyelinde 
tutulan iletken silindirle paralel çizgisel yük sisteminin potansiyeli elde 
edileceği kolayca görülebilir. 

Şek. 98 de görülen iletken küre ile noktasal yük sisteminde primer 

potans iyel 
q 

ve k
1
= -l, k2= 0 dır. Böylece küre dışındaki potansiyel için 

~1 : E., 

Şek. 98 

<ı>ı= 
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veya h=R2/d uzaklıg-ından faydalanarak 

cı>ı = _9_(_!_ _ R ı ) 
47tfo rı d -;:; 

elde edilir. q>2 = O dır. Bu ifadeye göre küre dışındaki alan, 9 orijinal 
yükü ile z=b noktasındaki 9' = - 9R/d imaj yükü yardımiyle elde edil
mektedir. Oielektrik küre problemi de benzer şekilde incelenir. 

4 - İki paralel dielektrik düzlem arasındaki noktasal veya çizgi
see! yükün alanı incelenecektir, şek. 99. 

Şelc. 99. 

Problemi çözmek için leorik olarak sonsuz sayıda imaj almak ge
rekir. 2 ve 3 ortamlarının ayni cinsten oldug-unu ve orijinal yükün sı
nır yüzeylerinden eşit uzaklıkta bulunduğunu farzedelim. ı bölgesindeki 
alan, x = O noktasındaki q yükü lle x = ± 2nh (n - 1, .. . , oo) nok
talarındaki q .. ' imaj yükleri yardımile elde edilir ve 9 .. ' = k

1
nq dür. 2 

bölgesindeki alan, x = O noktasındaki 9'1 imaj yükü ile x = 2(n - l)h 
noktalarındaki 9.' = k,k,u-ıq imaj yükleri yardımiyle ve nihayet 3 böl
gesindeki alan, x=O noktasındaki 91' imaj yükü ile x=- 2(n - 1)h nok
talarındaki q .. ' imaj yükleri yardımiyle elde edilir. k

1 
ve k

2 
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dir. Çizgisel yük için 9 ler yerine A. lar alınır. 
Orijine getirilen ve a yarıçapı çok küçük olan bir iletken kürenin 

potansiyeli, bu kürenin taşıdı~ı Q yükünün meydana getirece~i orijinal 
potansiyel ile 1 bölgesindeki potansiyelde payları olan imaj yüklerinin 
küre yüzeyinde meydana getirecekleri potansiyelleri toplayarak bulunur. 
Böylece a« h için kürenin potansiyeli 

ep = __g_{ _!_ + 2 ~~)=~[..!_ - J In (1-kı)l 
-41te

1 
\ a I.J 2nh 4m1 a h 

n= l 

olacaktır. Kürenin kapasitesi ise 

olur. e,>Eı için kapasitenin her hangi bir dielektrik içindeki kapa
siteden büyük olacağı görülmektedir. E 2~oo için k 1 = -1 olacağından 
iki paralel iletken levha arasındaki küçük kürenin kapasite ifadesi elde 

edilir. 



V. S T A T 1 K E L E K T R 1 K A L A N I N D A K 1 
ENERJI VE KUVVETLER 

13. Noktasal yük dağılışının potansiyel enerjisi. 

Statik a landa her haagi bir P goktasındaki potansiyelin 

p 

r-+ ... 
ep=- . E. ds 

R 

integrali ile hesaplanabilece~ini biliyoruz. R, potansiyeli şıfır seçilen 
noktayı yani referans noktasını göstermektedir. Bu ifadeyi 9 yükü ile 
çarparak 

p 

qcp -:- - qE . ds f 
-+ • 

R 

- -+ bulunur. 9 yüküne tesir eden alan kuvveti F = q E olduğundan bu denk-
lemin sağ tarafı, q yükü referans noktasından P noktasına gelinceye 
kadar alan kuvvetlerine karşı yapılan işi gösterir. Şayet bu iş pozitifse 
dış kuvvetler alan kuvvetlerine karşı bir iş görmüş ve negatifse alan kuv· 
vetleri tarafından bir iş görülmüş olacakbr. Eger P noktasına gelen yük 
serbest bırakılacak olursa bu iş tekrar kazanılabil ir. Böylece P nokta
sında bulunan 9 yükünün 

p 

W= 9<P = - F . ds ! 
.... -.. 

(65) 
R 

potansiyel enerjisini kazandığı anl~ıhr. Şayet R~a:J seçilirse P nokta
sındaki potansiyel enerji, q yükünü sonsuzdan bu noktaya getirmek 
için alan kuvvetlerine karşı görülen işe idantik olur. q = + 1 için W= ep 
olacağından, P noktasındaki potansiyelin pozitif birim yükün potansi
yel enerjisine eşdeğer olacağı anlaşılır. 
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Noktasal yük da~ılışının potansiyel enerjisini hesaplamak için baş· 
langıçta yalnız q1 yükünün bulundu~unu ve di~er yükterin sonsuzda ol
du~unu farzedelim. q2 yükünü sonsuzdan r11 uzakJı~ına getirmek için 

W=~ -
41t€Tı1 

işi görülür, şek. 100. Iki noktasal yükün potansiyel enerj is ini gösteren 

bu denklemi 

cı2 

~ q1 "Zf3 '13 

Şek. 100 

şeklinde yazabiliriz. Bu ifadede cp1 ve cp2, yüklerio bulundu~u yerlerde 
di~er yükün meydana getirdi~i potansiyeli gösterir. 

q3 yükü sonsuzdan itibaren, 'lı ve q, yüklerinden r 13 ve r23 uzaklı· 
~ında bulunan noktaya getirilince sistemin potansiyel enerjisi 

w= 9ı92 
4itETıı 

de~erini alacaktır, şek. 100. Ilk terim esasen iki yükün sahip oldu~u 
potansiyel enerjiyi, ikinci ve üçüncü terirolerin toplamı ise q3 yükünü 
bu noktaya getirmek için aJan kuvvetlerine karşı görülen işi gö ter ir. 
Bu ifadeyi de yukarıda yapıldı~ı gibi 

ı w= 2 (9ı<l>ı + 9ı<P2 + q,cp,) 

şekline sokabiliriz. cp1 , cp2 ve qı3 , yüklerio bulundu~u yerlerde di~er 
yüklerio meydana getirdi~i potansiyeli göstermektedir. 

Elektromagnetik Alan Teorisi F. 9 
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Böylece devam ederek bütün yükler yerini aldıg.ı vakit potansiyel 
enerjinin 

n 

w= ~ ~ lJ;qı; (66) 

i = 1 

olacatı anlaşthr. ep; , 9; yükünün bulunduğu noktada dig-er yüklerin 
meydana getirdiA-i potansiyeli göstermektedir. 

(66) denklemi statik alandaki potansiyel enerjiyi alanın kaynağı 
olan yükler cinsinden ifade etmektedir. Bu sebeple denklem t uzaktan 
tesir teorisi, ne u yınaktadır. Alan teorisinden önce yerleşmiş olan bu 
teoride mesela iki yük arasındaki kuvvet tesiri bir uzaktan tesirden 
ibarettir ve aradaki ortamın bir rolü yoktur. Kuvvet tesirinin kayna
g.ı yalnız elektrik yükleridir. t Uzaktan tesir teorisi) veya alan teorisin
de ise yükler yokken ortam normal durumda bulunmakta ve yükler 
getirilince ortarnada fiziksel değişiklikler ortaya çıkmaktadır. Statik ve 
stasyoner aJaniarda bu iki teori arasındaki fark bir rol oynarnamakla 
beraber bilhassa hızlı değişen alanların incelenmesinde alan teorisinin 
deg-eri ortaya çıkar. 

Enerjinin nerede yerleştiği sorusu (66) denklemine göre, potansiyel 
enerjinin yüklere bag-lı ve her yükün enerjideki payının q; cpi/2 oldug-unu 
söyleyerek cevaplandırılır. Alan teorisine göre ise enerji alan içinde yer 
alır ve ortamın her hacim eieınamnda 

enerjisi ve bütün alanı içine alan V bölgesinde 

enerjisi bulunur. Bu ifadeden kolayca yukanda bulunan sonucu elde et
mek kabildir. Bu maksadla yüklerio her hangi bir noktada meydana 

- -+ 
getirdikleri aJanları E1 , E2, ••• , En ile gösterelim. Bileşke alan 

- ..... -+ 
E = Eı + E2 + . . . + En 

olacağından 
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_...._,...-+-+ __... ............. -+ 

E2 = E . E = (Eı + E2 + ... + En). (Eı + E2 + ... + Eo) 

_,.. ~ ~ _.,.. 
= E1 . (E2 ..ı.. E3 ••• + Etı) 

..... ..... .. 
+ E2 . (Eı + E, . .. _,_ En) 

+ ... 
-+ -....,.. -+- _... 

+ En. (Eı + E2 ... + E .. - ,) 

buluruz. Enerjinin hesabına geçilirse ilk sıradaki terimierin yüklerin 
karşılıklı durumlarına bag-lı olmadıg-ı görülür. Genel olarak 

; fEı2 dV 

enerjisi, q, yükünün self enerjisisini gösterir ve gerçek noktasal yük 
için bu enerji sonsuz olur. Self enerjilerin toplamı W. ile gösterilirse 

n 

W.= i .r~Eı2 d V , 
Vi= l 

yazılabilir. 

Ikinci sıraya tekabül eden enerjiyi bulmak için 

..... - -E2 ı E3+ ... ıEo =- gradcp1 

koyalım. qı1 , qı yükünden başka yüklerin meydana getirdikleri potan
siyeli göstermektedir. Böylece ikinci sıra için enerji 

- ; _( ("Eı . gr ad qı1 ) d V 

V 

olur. Birinci Green formülü yardımıyle bu enerjiyi 

- ; [ f cııı Eıa dF - f ( cııı d iv i:) d V ı 
F V 
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şekline sokabiliriz. V bölgesinin sonsuz küre ile q1 yükünü kuşatan kü
çük bir küre tarafından sınırlandı~ı farzedilirse, sonsuzdaki küre yüze
yi için integral sıfır olur. Oi~er taraftan küçük kürenin yüzeyinde 
q>1 = sab. kabul edilebilece~inden 

koyarak 

- EfEıo dF ~ qı 
F 

bulunur. Bu işlemi bütün sıralar için yaparak 

n 

w= w.+- ~ ~ qı<pı 
i = l 

(67) 

elde edilir. Bu ifadenin ikinci terimi sonsuzdaki yükleri toplamak için 
görülen işe eşittir. Birinci terim ise yükleri vücuda getirmek için sar
fedilen seJf enerjiyi göstermektedir. 

14. Sürekli yük dağılışının potansiyel enerjisi ve enerji yoğunluğu. 

Hacimsel yük dagılışında q; yükü yerine hacim elernamndaki p d V 
yükü ve toplam yerine integral gelece~inden potansiyel enerji için 

1 ;· W= T pıpdV 
(68) 

V 

integrali elde edilir. Bu integralde q>, hacim elemanının bulundug-u nok
tadaki potansiyeli göstermektedir. Yüzeysel ve cizgisel dağılışlar için 
benzer integraller bulunur. 

-4 

(68) denkleminde p div D koymak ve 

..... ..... ..... 
div (ep D)=cp div D + D . grad q> 

idantikliğinden faydalanmak suretiyle 
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1 f - 1 r -W = 2" div(cpD)dV -y. (D . grad rp)dV 

V V 

yazılabilir. Birinci integrali diverjans teoreminden faydalanarak yüzey 
-+ 

integraline çevirip E = - grad q> koyarsak 

ı. 1 · --W=2_f<ı> D.dF + 2 J (D . E)dV 

F V 

elde ederiz. Toplam potansiyel enerjiyi bulmak için integrasyonun son
suz uzay üzerinden yapılması gerekir. Sonsuz uzaklık için yük daA-ılışı
na noktasal yük gözüyle bakmak kabil olduA-undan <p potansiyeJi 1/r 
gibi ve Do normal bileşini ı r 2 gibi sıfıra yaklaşırlar. Buna karşılık yü
zey elemanı ,:ı gibi sonsuza yaklaşacaA-ından integral altındaki ifade 
1/r gibi sıfıra yaklaşır. Böylece birinci integral sıfır sonucunu verece-

A-inden potansiyel enerji için 

w= ; j (D . E) d V 

V 

bulunur. dV elemanındaki enerji 

d W = P......:.__§ dV 
2 

dir. Buradan birim hacimdeki enerji, yani enerji yoA-unluA-u için 

..... -
dW D. E 

w= dV = --2-

bulunur. V hacmindeki enerji için 

W - jwdV 

'yazı labilir. -lzotrop ortamda D E E koyarak 

(70) 

(71) 
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EEl D 2 DE 
W=2=2e= - 2- (72) 

yazabiliriz. V hacmindeki enerji ise 

Eo r ı 1D2 
W= ErE'ldV = - - dV 

2 ~ 2Eo Er 
V V 

(73) 

olacaktır. Ortam homogen olduğu takdirde E, integral dışına çıkarıla
bilir. 

(69) denklemi potansiyel ener jiyi alan büyüklükleri cinsinden ifade .... .... 
etmektedir ve enerjinin w = D . E/2 yoğunluğu ile dağıldığını belirtir. 

Şek. 101 de görülen sistemde iletken yüzeylerindeki yoğunluklar 

_.;;...-:----- -..... -...... 
/ ' / 

/ " / \ 

/ ~ \ 
\ -;- f 
\ ~ / 

\ F.t 1 ' / ' / ' / 
....... __ _...,. 

---
Şek. 101 

a, ile ve ortam içindeki yoğunluk p ile gösterilmiştir. Bu sistemin po
tansiyel enerjisi için 

W=+ / pfPdV + ~ f arp dF 
V F1+ ... + Fo 
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yazılabilir. Birinci integral sonsuzdaki küre ile iletken yüzeyleri üzerin· 
den hesaplanacaktır (V bölgesinin sınırları), yukanda görüldü~ü gibi 
sonsuzdaki yüzey için integral sıfırdır. Di~er taraftan iletken yüzeyle
rindeki pozitif normal yönleri içeri do~ru oldu~undan DD = - u dır. 
Böylece potansiyel enerji için yine 

w= ; I (D . E) d V 

V 

-bulunur. lletkenler içinde E = O oldu~undan enerji sıfırdır. Enerji ilet-
kenlerin daldırıldı~ı ortam içindedir. Bu sebeple integralin bütün uzay 
üzerinden hesaplanmasında bir sakınca yoktur. 

Şimdi boşluktaki enerji ile her hangi bir dielektrik içindeki enerji-
.... --+ 

yi karşılaştıralım. Boşluktaki alanı E0 , 0 0 ile ve dielektrik içindekini 

- -de E , D ile gösterelim. Boşluk yerine elielektrik getirildi~ i vakit po-

tansiyel enerji 

W - Wo = ; I {D. E- D0 .E0)dV 

V 

kadar de~işecektir. Bu ifade 

_..._.... .... -+ _....-+- ......... _..... ~ 

D. E- Do. Eo = E. (D - Do)....-Do.(E-Eo) 

koyarak sadeleştirilebilir. Sa~daki birinci teri m için 

f l .(İJ -D0)dV =- /(grad cp) . (D- D0) dV 

V v 

=- I div lcp(D- Do)J dV -ı- I <pCÜV (Ô-D0)dV 

V V -yazılabilir. p= sab. oldu~u takdirde div D= div D0 = p olaca~ından 
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ikinci terim sıfırdır. Birinci terimi yüzey integraline çevirerek sonsuzda· 
ki yüzey üzerinden sıfır sonucu bulunur. Böylece 

ı/-+ -+ -+ W = Wo+ 2 D. (E -E0)dV 

V 

elde edilir. Di~er taraftan 

ı/-+ - -+ 2 E0 • (D -E0)dV=O 

V 

yazılabilece~inden bunu son denklemden çıkararak 

ı! -- -+ -+ W=Wo +
2 

(E.Do-E0 .D)dV 

V 

- -+ bulunur. lzotrop ortamda D= f-at. E koyarak 

Eo! - .. ı f - -+. W = W0 - 2 (tr-ı) E. E0dV= W0-2 (P. E.0) dV 

V V 
bulunur. Integral pozitif bir sonuç verece~inden, iletkenterin yükleri sa· 
bit tutuldu~u takdirde boşluk yerine dielektrik getirilince potansiyel 
enerjinin azalaca~ı anlaşılır. Daha genel olarak E1 ortamı yerine E2(>E1) 

ortamı alındı~ı vakit enerjinin azalaca~ını söyliyebiliriz. 

ıs. İletken sisteminin potansiyel enerjisi. 

Bir iJetken sisteminde her hangi bir iletkenin potansiyel enerjisi 
' 

Wı= ~ fuıcpı dFı 
Fı 

olacaktır. ep; = sab. oldu~unu gözönüne alarak 

W ep; J. dF Oı cpı 
ı = 2;C1ı ı=- 2 

Fı 

yazılabilir. Böylece sistemin enerjisinin 
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n 

w- ; ~Q;cp; (74) 

i= l 
olacağı anlaşılır. 

lletken sisteminin enerjisini p ve c katsayıJan yardımiyle de ifade 
edebiliriz. <p; ve Qı yerine 

koyarak 

ifadeleri elde edilir. 

(74) denkleminde 

W - ~ ~~PıkQıQk J 

i k 

Qı = ~aıdFı = -Ef :~ dFı 
F1 F1 

koyarak 

W =- ;-~fq>ı ~~~ dFı 
i F1 

(75) 

(76) 

buluruz. Fı yüzeyi boyunca cı>ı = sab. olduğundan q>ı integral içine so
kulabilir. Bu ifadeye sonsuzdaki F yüzeyi için yazılan 

_!_ ,h q> ocı> dF = O 
2 j an 

F 

integralini ekliyebiliriz. Böylece iletken yüzeylerindeki pozitif nor
mal yününü içeri doğru alarak 

W = _:_J_ ep ocı> dF + _:_J_ ep ()ep dF 
2 j an 2'j ôn 

F Fı+ .. t-F. 
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elde edilir. F ve Fi yüzeyleri tarafından sınırtanan V bölgesinde .:icp = O 
(p= O) olduğunu gözönüne alarak bir inci Green formülü yardımiyle 

w= ; .f<gradq>)2dV= ; _( EJdv 
V V 

elde edilir. 

Jletken sisteminin ilk önce boşlukta bulunduğu farzederek her han-
-+ -+ 

gi bir noktadaki alanı E0 , 0 0 ile göstereJim. Bu durumda enerji yoğun-
luğu w0 = €()

2E0
2/2 olacaktır. Şimdi boşluk yerine E, ortamı getirilince ener-...... 

ji yoğunluğunun alacağı değeri bulalım. Dielektrik içindeki alanı E, D 
ile gösterelim. Şayet Q; =- sab. tutulursa 

Qı 

yazarak 

... -D= D0 ve 

bulunur. Enerji yoğunluğu ise w = wo/Er olacaktır. Keza 

ep=- E .ds ! 
... -+ 

integrali yardımiyle hesaplanan potansiyel de E, defa küçillecektir. So
nuç olarak, yükleri sabit tutulan izole iletkenlerin içinde bulundukları 
ortarn bir dielektrikle doldurulunca enerjinin, alan şiddetinin ve potan
siyelin E, defa küçülecekleri anlaşılır. Keza kuvvet tesirleri de Er defa 
küçülecektir. Bu esnada kaybolan potansiyel enerji dielektriğin alan içi
ne çekilmesi için sarfedilir. 

Şayet ep; = sab. tutulacak olursa (iletkenleri üreteclere bağlayarak) -E = E0 ve D = Er D0 olur. Böylece w = Er w0 ve 

Qı = fon dF = E, fo on dF = E, Qıo 
F; F ; 
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bulunur. lletkenterin potansiyelleri sabit turuldu~u taedirde enerji, dep
lasman ve yükler E, defa büyür. Kuvvet tesiri de E, defa artar. Her han
gi bir iletkenin yükündeki artış Q; - Q;o = Q;o (E,- 1) olaca~ından üre
teç tarafından ep; Qıo (Er -1) işi görülür. Bütün sistem için sarfedilen iş 

A = (Er - 1} ~Qi Q;o 

i 

olur. Di~er taraftan 

Wo - ~ ~Q;o<Pi-J wo d V 
V 

oldu~u gözönüne alınırsa 
A - 2(tr-1) Wo 

yazılabilir. Sistemin enerjisindeki artış (Er- 1) W0 oldu~undan üreteçler 
tarafından görülen işin yarısı alanın enerjisini yükseltmek için sarfedilir. 
Bu işin ikinci yarısı dielektri~in alana g irmesi esnasında kazanılır (di-

elektrik alan içine çekilir). 
Sabit tutulan yüklerio statik alanı içine nötr iletkenler sokuldu~u 

takdirde alanın enerjisi azalır. lletken getirilmeden önceki alanı 
-+~ _....__,... 

E, D ile ve getirildikten sonraki alanı E', D' ile göstereli m. Enerjideki 

de~ iş me 

w- W'= ~J(ô .1:)dv- ~((o' .e') dv 
V V 

olacaktır. Integraller alanın işgal etti~i bütün uzay üzerinden hesaplanır. 
Ancak iletkenler içinde alan sıfır oldu~undan bu bölgelerin integralde 
payları bulunmayacaktır. lletken alan içine sokulmadan önceki hacmi 
(n ilet}<enin dışında kalan bölge) V ile ve nötr iletkenin işgal etti~ i hac
mi de V

0 
ile gösterelim. V'= V - V0 , nötr iletken alan içine sokulduk

tan sonra alanın işgal etti~i hacim olacaktır. Bu suretle 

w- W'= ~_(<i5. E)dv + ~fü5. E- D' . E')dV 
V

0 
V' 
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ı;· ı/ - _. e / - - -= "2 EE2 d V + 2" E( E- E')dV + E' . (D- D')dV 

~ ~ ~ 

- -yazılabilir. Son integral sıfır sonucunu verir. Zira div (D-D')=O oldu-
kunu gözönüne alarak 

-+ ....... ~ -+--+- -+ ~ 
E'. (D -D') =- - grad ep'. (D- D') ... - div[qı' (D- D')] 

elde ediJir. Diverjans teoremi yardımiyle 

1 E'. ü5-n')dv = .f div{qı'(D' -D)]dv 
V' V' 

=~ep;' fen'. - D.)dF 

i F1 

bulunur. Q; = sab. kaldıkı kabul edilirse 

f D'ndF = fn"dF = Qı 
Fı Fı 

alacakından son integral sıfır olur. Böylece 

ı . ıf- -W-W' = 2.1 EE'ldV -L ı E(E- E')'ldV 

V0 F' 

yazılabilecekinden W> W' olacakı anlaşılır. Zira sak taraf pozitiftir. 

16. Thomson teoremi. 

Bir iletken sistemindeki iletkenlerin yüzeylerinde, sistemin potansi
yel enerjisi minimum olacak şekilde bir yük dağılışı meydana gelir. Bu 
teoremi şöylece ispatlayabiliriz : lletken yüzeylerinde ve dielektrik için
de 

Q; = f DndF (a) , div D = p 

Fı 

dir. Statik alanı karakterize eden şartlar ise iletken yüzeyleri için 

(b) 
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-cpı = sa b. (E;= O) (c) 

ve her hangi bir nokta için 

- -rot E= O (E = - gradcp) (d) 

şeklindedir. Şimdi yalnız (a) ve (b) şartlarını yerine getiren ikinci bir 
.... 

D' = E E' alanını gözönüne alalım. Bu alan statik de~ildir ve Tlıomson 
teoremi W' > W olacag-ını belirtmektedir. W ve W' enerjileri 

w= ~J(ö.e) dv . W' = tf(o'.E')dv 
V V 

dir. W'> W olaca~ını ispatlamak için 

_. _... _.,. -+- -+ -+ 

E' = E + E' ve D' = D + D' 

koyalım. (a) ve (b) şartlanndan dolayı 

fD/dF = O, div. D'-0 

F; 

olacaktır. Böylece statik olmayan alanın W' enerjisi için 
t z_ -. 

w' = w tiJ.l u. "E·) d v + ~f(o. E.· + u . "E) d v 
V V 

- - -yazılabilir (D' - E E'). Son integralde E = - gr ad qı koymak ve 

- - -div (cpD') =cpdiv D' + D'. grad cp 

ba~ıntısını gözönüne almak suretiyle 
-+ -+ --+- .... 

D'. E=-D'. grad qı = ep div D'- div (ep D'') 

yazabiliriz. lletken içinde alan sıfır oldug-undan son integrali yalnız di-
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elektriğin işgal eltiği bölge üüerinden hesaplamak yetecektir. Bu bölge-
~ 

de div D' = O olduğundan diverjans teoremi yardımiyle 

bulunur. Böylece 

W'= w ; .r EE'2 dV 

V 

elde edilir. Sağ tarafta ikinci terim pozitif olduğundan W'> W olacağı 
-~ -;. 

anlaşılır. Alan içinde her hangi bir bölgede E' :rf= E olduğu takdirde W' 
enerjisi W enerjisinden büyük bir değer alır. Bu suretle statik denge 
durumunda potansiyel enerjinin minimum olacağı ispatlanmış olur. 

Ayni minimum prensibi yerçekimi (gravitasyon) alanında da cari
dir. Yerçekimi alanında cisiınler ancak potansiyel enerjinin minimum 
değer aldığı konularda kararlı denge halinde bulunurlar. Bu analoji, W 
enerjisinin mekanikteki potansiyel enerji gibi rol oynadığını gösterir. 

Yukandaki açıklamalardan ayrıca belli bir yük dağılışı için yalnız 
bir tek çözümün bulunacağı da ortaya çıkar. Zira yalnız (a) ve (b) şart-

-+ 

larını sağlayan ve dolayısiyle statik karakterde olmayan her E' alanı 
-+ 

için W' > W olacaktır. Şayet E' alanı statik karaklerde ise ayrıca 

W> W' olması gerekir ki bu mümkün değildir. 

Statik alan içinde bulunan yüklü cisimler yalnız alan kuvvetlerinin 
tesiri altında bulundukça kararlı dengede kalamazlar (Earnshaw teoremi). 
Zira yüklerio yapacağı her deptasman alan enerjisinin azalmasına sebep 
olur ki bu da cismin kararlı dengede kalamayacağını gösterir. 

17. Statik alan kuvvetleri. 

Statik alan içinddki kuvvetleri enerji fonksiyonu yardımiyle hesap
lamak ekseriya daha elverişlidir. Bir iletken sisteminin potansiyel ener
jisi için 
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bulmuştuk. Ilk önce iletkenterin izole oldu~unu ve dolayısiyle 
Q

1
= sab. kaldı~ını farzedclim . Alan kuvvetleri tarafından dA işi görül

dü~ü takdirde enerji prensibine göre d W + dA=<> olacaktır. Böylece po
tansiyel enerjideki de~işme için 

d W = ~ ~ Qı d ep; = - dA 
ı 

bulunur. dA>O oldu~undan dW<O dır ve dolayısiyle Q; - sab. için sis
temdeki potansiyel enerjinin, alan kuvvetleri tarafından görülen meka
nik iş kadar azalaca~ı anlaşılır. 

Şayet kayma esnasında iletkenler enerji kaynaklarına ba~lı kalacak 

olurlarsa qı; = sab. olaca~ından 

d W= ; ~qı1dQ1 
i 

yazılabilir Q;=sab. iken dA işi görülünce potansiyeller <pı -d<Pı de~erini 
almakta ve cııı = sab. iken ayni iş görülünce yükler Q; +- dQ; değerini 
almaktadır. Green karşıtlık teoremine göre 

~ Qıcııı = ~(Qı + dQ,)(qı; + dc;ı;) 
i i 

yazılabilece~inden sonsuz küçük terimi ihmal ederek 

:L ıp,dQı = - ı:o,dcp; 
i i 

bulunur. Böylece q>; = sab. için 

dW - ; ~ Qjdqıı - dA 
ı 

yazılabileceği anlaşılır. dW>O olacağından ep; = sab. için potansiyel ener-
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jinin, alan kuvvetlerinin gördüğü mekanik iş kadar artacağı görülür. 
Sistemin enerji bilançosu 

dW, = dW + dA =2dW= LqııdQ, 

şeklindedir. dW., enerji kaynaklarının sisteme verdiği enerjiyi göster
mektedir. 

- - -+ ds kayması için görülen iş dA = F. ds olacağından Q1=sab. için 
-+- -+ _... -.. 

dW= -F . ds ve cı>ı =sab. için d W: F. ds yazılabilir. Böylece mesela 
F. - bileşeni için 

F =-(aw) 
• dA Q =sab. 

F + (aw) • - ax ep =sa b. ı (77) 

ifadeleri elde edilir. Fy ve F.- bileşenleri için de benzer ifadeler ya
zılabilir. Bu ifadeleri 

ı "" "" a Pü< F • = - 2 LJLJ ax Qı Qıc ' 
i k 

F ı """" d C; ı. • = + 2 LJLJ ax <pı <ı>ıc 
i k 

şekillerine sokabiliriz. 

ı 
i 

(78) 

Şayet iletken bir eksen etrafında dönebiliyorsa. alan kuvvetlerinin 
bu eksene ğöre momentini M ile göstererek eksen etrafında dıı açısı 
kadar dönme için görülen iş dA=Mdıı olacağından 

M=--(aw) 
aa. Q =sab. 

M- +(aw) 
- aıı qı = sa b. 

(79) 
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elde edilir. 
Paralel levhalı kondansatör yardım i yle Q = sab. için dW <0 ve 

qı = sab. için dW > O olaca~ını kolayca görebiliriz, şek. 102. Kondansa-

törün yükü ve enerjisi için 

yazılabilir (U ~ qı 1- qı2). Q = sa b. için 

Q2 1 dC 
dW - - - dC=-- W --- 20 2 c 

bulunur. Levhalar yekdi~erini çekti~inden 
dC > O ve dolayısiyle dW<O dır. 

ep= sab. için 

d W- _.!.UldC - 1 W ~C - 2 - 2 c 

olaca~ından dW>O dır. 
Kuvvet için Q= sab. halinde 

aw Q2 ac 
F =- - - --" ôx 2 C2 ax 

ve qı -... sab. halinde 

F 
_ aw _ uı ac 

,. - - - - -ôx 2 ax 

u 

X 

- X 

Şek. 102 

bulunur. Q =- CU yardınıiyle iki ifadenin ayni oldu~u kolayca görüle

bilir. C=tS/.'l koyarak 

U2 ES 
F = -- -" 2 x2 

bulunur. F,. negatif oldu~undan bir çekme kuvvetidir. E= U!x ve 
u = E E koyarak birim yüzeye düşen ku vv vet !çin 

u2 
p=-2E (80) 

Elektroınagnetik Alan Teorisi F . 10 
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elde edilir. Buna elektrostatik basınç adı verilir. Basınç formülü iletken
lerin şekline ba~lı de~ildir. Bu formüJü genel olarak şöylece bulabiliriz. 
lle tken yüzeyindeki dS yüzey elemanının dışarı do~ru ve normal do~
rultuda da kadar kaydag-ı farzedilirse bu esnada d V= dS da hacmin
deki 

-+ 
enerjisi yokolur, şek. ı03. Zira iletken içinde Eı = O dır. Bu kay· 
ma esnasında görülen iş dF da oldu~undan birim yüzeye düşen kuvvet 
için 

dF ı D2 r;2 
p = - = - tE2 = - =-dS 2 2E 2E (Sı) 

elde edilir. Basınç kuvveti daima pozitif oldukundan iletkenin pozitif 
normali yönünde yani dışarı do~ru tesir eder. dS elemanına tesir eden 
kuvvet için 

Şek. 103 

- r;2 - ı-
dF = 2E n dS = yEr; dS 

yazabiliriz, Böylece bütün iletken yüzeyine tesir eden kuvvet için 
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{82) 

integrali elde edilir. 

Basınç denklemi şu şekilde de bulunabilir: tıetken yüzeyinde 
dQ = a dS yük elemanına tesir eden kuvvet için 

- -+ -dF = E'dQ =E' adS 

.... 
yazılabilir. Bu ifadede E' , dQ yükü hariç olmak üzere iletken yüzeyin-
deki yük dag-ılışının ve uzaydaki diğer yükterin dQ elemanının bulun
duğu yerde meydana getirdikleri bileşke alanı göstermektedir. dQ ele-.... 
manının kendi alanı E, ile gösterilirse iletken yüzeyinin hemen dışındaki 

...... -+ _.. ~ _.. ~ -+-... 

alan E = E' + E, ve içindeki alan ise Eı = E' - E, olacağından E. = E' 
.... ~ a-+ 

= E/2 bulunur. Böylece E = n koyarak 
E 

.... a2->-

dF = itndS 

yazılabileceğinden basınç formülü tekrar elde edilir. 

a = sab. için basınç boşluktaki p0 = a2/2Eo değerine nazaran E, defa 
küçülür. Buna karşılık ep = sab. tutulacak olursa yoğunluk E, ~ değe
rini alacağından basınç E,. defa büyüyecektir. 

18. Hacimsel kuvvetler ve Maxwell geritme tansörü. 

Statik alanın iç kuvvetlerini kuvvet yoğunluğu yani birim hacme .... 
düşen kuvvet yardımiyle ifade edebiliriz. Kuvvet yoğunluğu f ile gös-

.... -terilir se d V elemanına tesir eden kuvvet dF = fd V olacaktır. d V elema--nı ô s virtüel kaymasını yaptığı takdirde görülen iş 

ôA = j<J. ô-;) d V 

V 
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olur. Bu sırada potansiyel enerji ôW kadar azalacakından enerji prencıi
bine göre 

o w + ~( (f. s7) d v o 
V 

yazılabiıir. Buradan mesela x- bileşeni için 

/
. aw 
/.dV =-ax 

V 

elede edilir. Di~er bileşenler için benzer denklemler yazılabilir. Potan
siyel enerji için 

• 
koyarak 

Jt.dV= -1(P;: dV-~t (E. ~:· + E1 g_;; 
V V V 

+E aE.) dV 
ı ax 

bulunur. rot E - O ve 

.r gr ad F d V = ~ F-; dS 
V S 1 

ba~ıntılarından faydalanarak (F, her hangi bir skaler fonks iyonudur) 
ikinci integral 

şekline sokulabilir. Ea, alanın normal bileşenidir. Yüzey integral, bütün 
alanı içine alan sonsuzdaki yüzey üzerinden hesaplanırsa E.Ea çarpımı 
1/r 4 gibi sonsuz küçüğe gideceğinden bu integral sıfır olur. Böylece j. 
için 

ı at 
/.= pE. - - El -

2 a. 



149 

elde edilir. Benzer denklemler diğer bileşenler için yazılabileceğinden 
kuvvet yoğunluğu vektörü için 

- - ı /=PE - 2 E2 gradE (83) 

ifadesi yazılabilir. Birinci terim p yüküne tesir eden alan kuvvetini gös
terir. Ikinci terim ise dielektrik sabiti değiştiği takdirde ortaya çıkan 
kuvveti göstermektedir. Değişme sürekli veya sınır yüzeylerinde olduğu 
gibi atlama şeklinde de olabilir. Bu suretle sınır yüzeylerinde ortaya 
çıkan kuvvetlerin sebebi anlaşılmış olur. 

V hacmindeki kuvvet 

F =fJdV 
V 

integrali ile hesaplanacaktır. Maxwell geritme tansörü yardımiyle bu 
hacimsel kuvvetler yerine yüzey kuvvetlerini almak kabil olur. Şimdi 
bu konuyu kısaca gözden geçirelim. Alan içinde bir S kapalı yüzeyi 
alalım. Bu yüzey ortamı iki bölgeye ayırır. Dıştaki bölgenin iç bölgeye 
yapacağı kuvvet tesirini yukarıdaki integralle hesaplayabiliriz. Maxwell 
bu kuvvetin bir yüzey kuvveti yardımiyle hesaplanabileceğini göstermiş-

~ 

tir. dS yüzey elemanına tesir eden kuvveti p dS şeklinde gösterirsek - ~ (p, birim yüzeye isabet eden yüzey kuvvetidir) F kuvvetini 

F =f7 dV=p-;dS (84} 

V S 

şeklinde, yani bir yüzey integrali ile hesaplamak kabil olur. Bu çevir
meyi yapabilmek için Gauss teoremine göre kuvvet yoğunluğunun bile
şenlerini bir diverjans şeklinde ifade etmek laz ımdır. Bunun için de 

1 = aT11 + aTıı + aT13 1 • ax ay az , 

1 
_ }Tıı__ -+- aTıı + ôT23 

.,- ax ay az , (85) 

Iz = aTın -'- aT32 + aT33 
ô;ı: ay az 
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olacak şekilde T11 , Tı2, • • , gibi büyüklüklerin bulunması gerekir. Bu 
büyüklükler, matris notasyonu ile yazılan, 

{86) 

şeklindeki Maxwell gerilme tansörünün bileşenleridir. Bu bileşenler bu
lununca yüzey kuvvetinin bileşenleri 

p.= Tıı cos cı.+ T12 cos ~+ T 13 cos r , ı 
p1= T21 cos cı.+ Tu cos ll+ T 23 cos r , 
p.= T'Jı C.>S cı.+ T'Jı cos ll+ T 'J'J cos y J 

{87) 

denklemleri yardımiyle hesaplanır (mekanikte görüldü~ü gibi). cos cı., 
cos ~ ve cos y, yüzey normalinin yön kosinüsleridir, Tansör bileşenle-

.... 
rini bulmak maksadiyle /. ifadesinde p = div {E E) koyarak 

-yazalım. rot E=O oldu~unu gözönüne alarak yazılabilecek olan 

E E ( aE. _ aE1 ) + E E. ( aE. _ aE. ) = 0 
'1 oy ax az ax 

denklemini yukarıdaki ifadeye ilave ederek 

bulunur. Benzer şekilde Ir ve /,.- bileşenleri için 

a a[E ] a 
/ 1 = ôx (tE. Er)+ ôy 2 (- E.2 + E/ -E.2) + ôz(tE1E.), 

/. = a: (tE.E.) + ô~ (E EyE.) -r a:[; (- E.ı - El+ E,2)] 
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elde edilir. Bu denklemleri (85) ile karşılaştırarak geritme tansörü için 

r~ E.E
1 

1/2(-E/+E./-E.2) E1E. ( 8'8 
(

t):(E.2-E12-E.2) E.E1 E.E. ) ) 

E.E. EyE.. 1/2 ( -E.2-E./+E/·) 

bulunur, Maxwell tansörünün simetrik oldu~ görülmektedir. 

Maxwell geritmelerinin anlamını kolayca görebilmek için alanın po
ıit is x-ekseni yönünde bulundu~unu ve ı-ekseninin yüıey elemanının 
normaline ve alana dik oldu~unu farzedelim, şek. 104. Alan yönü ile 
normal yönü arasındaki açı yı e ile gösterelim. Bu durumda Ey .: E .. = O, 
E.=E, cos ıı=COS e, cos ~=sin e, cos y = O olaca~ından tansör bileşen-
leri için 

Şek. 104 

bulunur. Di~er bileşenler sıfırdır. Böylece yüıey kuvvetinin bileşenleri 
için 
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e r:2 o - E E2 • a - o Pı: = 2 c.- COS , Pr - - 2 s ın , P• -

bulunur. Yüzey kuvvetinin mutlak değeri p = eE2/2 olduğundan yüzey 
elemanının alana nazaran durumuna bağlı değildir. Normal yönü ile -p vektkrü arasındaki açı, alan yönü tarafından iki eşit parçaya bölün-- -mektedir. 0=0 için E ve n paralel olacaklarından bir çekme gerilmesi 

.... 
ortaya çıkar, şek. 105. 0=45° olunca p vektörü yüzey elemanı ile 
aynı düzlemde bulunur ve bir kayma gerilmesi meydana gelir. Nihayet - -0=90° için p vektörü n ye antiparalel olacağından bir basınç kuvveti 
ortaya çıkar. 

-p 

Şek . 105 

Yukarıdaki incelemelerden Maxwell gerilmelerinin tesiri ile alan çiz
gileri yönünde bir çekme kuvvetinin ve buna dik yönde de bir basınç 
kuvvetinin ortaya çıkacağı anlaşılır. Iki noktasal yükün alanını incele
yerek bu tesirler kolayca görülebilir, şek. 106 . 

• 

Şek. 106 

Örnekler : 

1 - Silindirik kondansatörün uzunluk birimindeki enerji buluna-
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cak tır. 
Iç ve dış yarıçapları a ve b ile göst~relim. Silindirler arasındaki 

alan Ep = }..f2rce.p oldug-undan uzunluk birimindeki enerji için 

a 

bulunur. İki silindir arasındaki gerilim yardımiyle W ) .. U/2 yazabiliriz. 

Uzunluk birimindeki kapasiteyi gösteren C 2m/ ln ~ ifadesinden faydalaa 

narak enerjiyi W = )..2/2 C denklemi yardımiyle de hesaplayabiliriz. 

2 - Şek. 107 de görülen paralel levhalı kondansatör lerde Q = sa b. 
için iki dielektrik arasındaki sınır yüzeyine tesir 1eden kuvvet buluna-

caktır. 

Şek. 107 

Şek. 107 a daki kondansatörde enerji yog-unluk.ları 

, e.ı E ı e.ı E 2 
Wı = 2 1 , Wı = 2 \ 

dir, ı1 E ı = tı E
2 

oldug-unu gözönüne alarak toplam enerji için 

yazılabilir. Buradan kuvvet için 

dW 1 
F1=-~ = 2 E1E2S(ı2-t1) 

... 
lti 
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bulunur. Birim yüzeye düşan kuvvet ise 

p = ; EıEı(E2- Eı) = ; (EıEl-EıEı2) 

olacaktır. Eı> E1 için F 1 > 0 olacağından Eı dielektriği E1 ıçıne çekilir. 
Genel olarak kuvvet daima dielektrik sabiti büyük olan ortamdan kü
çük olan ortama doğru yönelir. 

Şek. 107 b de ise E1 = E2 =E, Q=(ı:.1S1 +EıS2)E olduğunu gözönüne 
alarak 

bulunur (S=S1 +S2). Kondansatörün kağıt düzlemine dik olan üçüncü 
boyutu h ile gösterilirse S2 = x h olacağından 

ve 

bulunur. E2>~1 için F.>O olacağından yine E2 dielektr iği Eı içine doğ
ru çekilir. 

-+ 
Şayet ~ı ortamı içindeki E1 alanı sınır yüzeyinin normali ile her 

hangi bir a. açısı yaparsa p yi bulmak için yukarıdaki sonuçlar süper
poze edilir, şek. 108. Sınır yüzeyinde Eıt = /:,'2ı = Eı ve E1 E1n = e2 E2n 

(D1n= D2a, cr=O) olduğunu gözönüne alarak 

Şek. 109 
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P = ~ [sı.E2ıo-!E2ıo+(tı-Eı)Eı2] = Eı 2 Eı( Eı2+ :: E2ın) 
veya E12=Eı2+E2ırı ve Eıo = Eı cos cı koyarak 

P = Eı 2 Eı Eı2 ( 1- Eı ~ Eı cos'cı ) 

bulunur. cı = O ve cı = rt/2 için yukarıda incelenen özel haller elde edi-

lir. 
Sınır yüzeyindeki kuvveti şu şekilde de bulabiliriz: Sınır yüzeyinde 

dielektrik sabiti sıçrama şeklinde değişmektedir. Birim yüzeye isabet 
eden yüzey kuvvetinin (gerilme) 

~ 1 -(~ -+) ı [- (- - )] p = 2E D . n + 2 DX EXn {89) 

şeklinde yani iki vektörün bileşkesi olarak hesaplanacağı kolayca gö-- -rülebilir. Birinci vektör E alanı yönünde ve ikinci vektör ise E ile n -nin meydana getirdikleri düzlemde ve D vektörüne dik yöndedir. lkin-
-+ _. -+- -+ -+ -+ 

ci vektör icin (D. n)E-(D. E)n yazılabileceğinden 
-+ -+- -+--+ _... 
p = (D . n)E - n w 

..... -+ -+- _. 
elde edilir (w = D. E/2) . D ile n arasındaki açı cı ile gösterilirse 

- - -p = D cos cı E - n w 

-yazılabilir. Buradan p nin mutlak değeri için p = w bulunur. Şek. 109 

~-E(D} - - -yardımiyle p ile n arasındaki açının E tarafından -- -iki eşit açıya ayrıldığı görülür. n,E ve p vektörleri 
-+ -

ayni düzlemdedirler. a. = O ve a. = re için p=n w bu-
-+ 

lunur. p nin yönü alan yönüne bağlı değildir ve 
normal yönünde yani dışarı doğrudur. cı=rt/2 için 
_.. -+ _.,. 
p = - n w olur. p nin mutlak değeri ayni kalmakla 
beraber yönü içeri doğrudur. 

-+- ....... 
Şek. 109 lki dielektriği ayıran sınır yüzeyinde p = p1 -p2 
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olacaktır, şek. 108. Böylece 

........ --+ -+ -+ _.,.. -+ ...... -+- -+ -+ -+ -+- --+ 

2p=Eı (Dı . n) - E,(D,. n)+ DıX(E1 X n)-D2X(EıX n) 

elde edilir. Bu ifadede ilk iki terim için 

~ ........ -+- ... -+ -+--+ _,.. ~-+ __... 

(Eı + E2) [(Dı - D,) . n 1 + Eı(Dı . n) - E,(Dı . n) 

ve son iki terim için de 

-+ _.. ........ -+- -+ ._. -+- -+ _,.. -+ -+ -+ -+- _..._ ~ _,.. 

E2(Dı. n) - Eı(D2 . n) +(Dı+ D2)X[ (Eı - E2) X n J+ (D
2

• E
1

- Dı. E2)n 

yazılabileceğinden, sınır şartlarına göre 

-+ ........ ...... -+ ...... 

(Eı - Eı) X n = O , (Dı - D2) • n - cr 

olduğunu gözönüne alarak 

__,... u _.. .... -+- -+ _.. -+ -+ 

P = 2 (E ı + E,) + (D, . Eı - Dı . E2) n - ............ 
bulunur. Son terim (E2-e1) (E1 • E2) n şekline sokularak 

-+ U -+ -+ ~-E -+ -+ -+ 
P = 2 (Eı + E,) -r T (E1 • E2) n (90) 

-elde edilir. Şayet 2 ortamı iletken ise E2=0 koyarak 

-+ ..... uE _,. 
p =y = nw1 

bulunur. İki dielektriği ayıran sınır yüzeyinde serbest yük yoksa (u=O) 

-+ ~-E -+ -+ -+ 
p = T (Eı . Eı) n 

-olacaktır. p vektörü sınır yüzeyine diktir ve E2>E1 için 1 ortamı içine 
doğru yönelir. Bu ifadede 
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koyarak daha önce bulunan formül elde edilir. 

3 - Şek. 110 da ô kaJınlı~ındaki dielektrik levhayı içeri çeken 
kuvvet bulunacakbr (U=sab.). Levhalar dikdörtgen şeklinde olup di~er 
kenar b dir. Kenar tesirleri ihmal edilecektir. 

Şek. 110 

Bu sistemde E = U/d , E'= E' fe, ve 

E' (d- ô) + E' ô = U 

oldu~unu gözönüne alarak toplam enerji için 

+ 

X 

W~ ; '< (E'( a- x )db+ E"(d- 5)x b+ <,E" X bS ı 

= 1 Eo b ıP [ad x + ô+:.(;-ô)] 

yazılabilir. Buradan dielektrik levhaya tesir eden kuvvet için 

F _ d W --= ~(Er- 1) bô U2 

x- d X 2d[e,d-{E,-l)Ô] 

bulunur. Fa>O oldu~undan levha içeri çekilecektir. 

ô = d olması halinde 

F = Eo{E,-1) b lj2 
• 2d 

olacaktır. 
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4 - Sıfır potansiyelindeki iletken düzlem karşısına getirilen nokta· 
sal yüke ve paralel çizgisel yüke tesir eden kuvvet bulunacaktır, şek. 
36 ve 48. 

Noktasal yük halinde düzlemdeki yoğunluk 

olduğundan basınç 

dir. Düzlemdeki yüzey elemanı dS = 21tpdp olacağından 

bulunur. F.>O olduğundan düzleme tesir eden kuvvet sağa doğrudur. 
Dolayısiyle q yükü bu kuvvetle sola doğru çekilir. 

Üniform çizgisel yük halinde yoğunluk 

u=- aA. 

dir Buradan uzunluk birimine düşen kuvvet için (z- ekseni boyunca) 

bulunur. 

4 - Bir ilielektrik düzlem karşısına getirilen noktasal ve çizgisel 
yüklere tesir eden kuvvetler bulunacaktır, şek. lll. 

Noktasal yük halinde q yüküne tesir eden kuvvet 
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Şek. 111 

olacaktır. e
1
<Et için F.<O dır ve q yükü sınır yüzeyine doğru çekilir. 

e 1>Eı için F.>O olacağından q yükü sınır yüzeyinden itilir. Eı-+ 00 için 
iletken düzlemle noktasal yük sistemindeki kuvvet formülü elde edilir. 

Ayni şekilde çizgisel yükün uzunluk birimine düşen kuvvet için 

-- ~' ı 
F" = 2mı(2a) ~ = 2m1 

bulunur. e1 <E2 için çekme ve E1>e2 için itme ortaya çıkar. e2-+co için 
iletken düzlem ve çizgisel yük sistemindeki -
kuvvet formülü elde edilir. E 

6 - Üniform olmayan alan içinde nok
tasal dipole tesir eden kuvvet hesaplanacak
t ır. 

Kuvveti enerjiden giderek bulmak elve
rişlidir. Şek. 112 yardımiyle dipolün potan
siyel enerjisi için 

w= q( ep + dep) - qep = qdep 
Şek . 112 

yazabiliriz. <ı> ve ~ + dq> , - q ve q yüklerinin bulundukları noktalarda--ki potansiyelleri göstermektedir. Bu ifadede dq> = dh . grad ep koyarak 
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-+ -+ -+ 
W = q dh .gr ad <ı> = - p . E = - p E cos a (92) 

-+ -+ 
bulunur. Dipole tesir eden kuvvet F ile gösterilirse ds kayması için 

ı 

-+ -+ -+ 
d W= - F. ds alacatından d W= grad W. ds koyarak 

-+ -+-+ 
F = - gr ad W = grad (p . E) (93) 

-+ 

elde edilir. p = sab. oldutu gözönüne alınırsa mesela F.- bileşeni için 

bulunur. Diter bileşenler için de benzer denklemler yazılabilir. Üniform-
-+ -+ -+ 

alanda E=E0 = sab. olacatmdan F =O bulunur. 

Vektör analizde görülen 

~-... ~ -+ ~ ~ -... -....-+ -+ 

grad (A. B) = AXrotB+ BXrotA+(A.grad)B+(B.grad)A idantikli--+_... _..,.....,. ~ _... 
tinde· A = p ve B = E koyarak ve p =s ab., rot E = O olduğunu hesa
ba katarak 

-+ --+ _,.. 

F = (p .grad)E {94) 
yazabiliriz. 

Kuvvet formülünü şöyle de bulabiliriz : Alanın, -q yükünün bulun
dutu noktadaki x - bileşeni E. ile gösterilirse q yükünün bulunduğu 
noktadaki bileşen E. + dE. olur. Böylece F. için 

-+ -+ 
F.=-qE.+ q(E.+dE.)=qdE.=qdh .gfiJdE.=p. iradE. 

-+ _,.. 
yazılabilir. Benzer şekilde F 1 = p • gr ad E1 ve F. = p . gr ad E .. elde edilece-

-+ -+ _,.. 
ğinden F = {p.grad) E olacaktır. 

-7 - Q yükünü taşıyan iletken küre E0 üniform alanı içine sokulu-
yor. Küreye tesir eden kuvvet bulunacaktır, şek. 113. 



Potansiyel 
(' 

için daha önce 

Şek. 113 

9 = ( ~: -r )Eo cos e + 

bulunmuştur. Buradan E. ve Eo için 

R' ) . Ea = ( ---;=3 -ı E0 s ın 6 

bulunur. Küre yüzeyindeki yog-unluk ise 

Q 
rr ... 3EE0 cos 0 + 41tR2 

olur. Küreye tesir eden kuvveli 

. ı J, .. 
F= 2jErrdS 

s 
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--Eo 

integrali yardııniyle hesaplayalım. Simetriden dolayı kuvvetin yalnız 
F .. bileseni bulunacag-ından 

.. 
F .. = ; frr E. cos O (2ı.R2 sin Od6)- Q E0 

o 
Elektromaınetik Alan Teorisi F. 11 
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- -elde edilir. Vaktörel olarak F = Q E0 olacaktır. Kuvvet alan yönünde 
tesir eder ve yarıçapa ba~lı de~ildir. Kuvvet ifadesini basmç formülü 
yardımiyle de bulabiliriz Basınç p = cr2 2E oldu~undan yine 

bulunur. 

.. 
Fz = n~

2 ! ( 3!E0 cos e+ 4nı2 r cos e sin 6d6=QEo 

o 



VI. S I N I R D E G E R 1 P R O B L E M L E R 1 

19. Sınır değeri prcıblemleri ve nevileri. 

Alan teorisinde ekse.·iya rastlanan problem, potansiyel denkleminin 
sınır şartlarına uyan çszümünü bulmaktır. Sınır şartlarının oynadığı 
önemli rolden dolayı bu problemlere sınır degeri problemi (Boundary- • 
value problems, Randw{~rtaufgabe) adı verilir. Bir sınır değeri proble-
mi çözülüp potansiyel fonksiyonu bulunduktan sonra alan vektörü bir 
türev işlemi ile elde edilir. 

Potansiyelin sınır y:izeylerinde aldığı değerler verildiği takdirde 
problen:e birinci nevi sınır değeri problemi veya Dirichlet problemi 
adı verilir. Şayet sıntr yüzeylerindeki acp/ôn normal türevleri (E. bileşe

ni veya u dağılışı biliniyorsa problemc ikinci nevi sınır degeri problemi 
veya Neumann problemi .;ı,dı verilir. Sınır yüzeylerinde kısmen potansiyel 
değerlerinin ve kısmen de normal lürev değerlerinin verilmesi balinde 
üçüncü nevi veya kanşık bir sınır degeri problemi bahis konusu olur. 

Bu babiste, sınır de:teri problemlerini çözmek için kullanılan çeşit
li metodlar gözden geçirilecektir. Daha önce gördüğümüz imaj metodu 
bu metodlardan biridir. 

Laplace denklemi lineer oldugundan <p11 ep~, ••. , <Pn gibi harmonik 
fonksiyonlar yardımiyle elde edilen 

fonksiyonu da harmonik olacaktır (c = sab.) 

Bir sınır degeri probleminin bir tek çözümü vardır veya iki çozum 
ancak bir sabit kadar farkedebilir (teklik teoremi). Şek. 114 de bir 
iletken sistemi görülmektedir. lletken yüzeylerindeki ep veya ôcp/ ôn 
değerleri verilmiş olabilir. Ayni sınır şarlıru yerine getiren cı>ı ve ~ı 
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--------------,~.r----------------· 

,.....----..:...... ......... 
/ ' / 

/ ' / \ 
1 \ 

1 F \ -

{ ~ ~ r-17 
\ If%/ • ~F11 J 
\ • • 1 

\ ~F2 / 

' / ' ~ ' / ',~ _____ __,tlfl' 

Şek. 414 

gibi iki hannonik fonksiyonun bulundukunu farzedelim. Bu fonksiyon· 
lar için acp1 = O ve .6ıp2 - O olacağından .6{cp1 - cp2) = O yazılabilir. 
Green teoremi, bütün sistemi kuşatan çok büyük yarıçaplı küre yüzeyi 
ile iletkenterin yüzeyleri tarafından sınıriandırılan bölgeye tatbik edilir· 
se 

( q> :: dF =.({grad cp)2dV 

F+Fı+ ... +Fo V 

elde edilir (qı=ç1 -cp2). R~oo için qı (}ep, an çarpımı 1/R3 gibi sonsuz 
küçüğe ve küre yüzeyi ise R2 gibi sonsuz büyüğe yaklaşacakından küre 
yüzeyi için integral sıfır olur. Böylece 

;· <p ~: dF- J' (gr ad qı )2dV 

F1+ ... + F.., oo 

yazılabilir. Hangi sınır şartı yerine gelirse gelsin soldaki integral sıfır 
sonucunu vereceğinden 

00 

olacaktır. Integral altındaki fonksiyon poıitif olduğundan bu integralin 
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sıfır olabilmesi için grad cp=O veya 

ı;>= <p1 - q>2 -= sa b. 

olması gerekir. Bir Oirichlet probleminde sabitin sıfrr olaca~ı ve bir 
Neumann probleminde ise sabitin sıfırdan farklı olabileceg-i kolayca gö
rülür. Bununla beraber sabit sıfırdan farklı olsa bile yog-unluk ve alan 
vektörü türevle elde edildiginden çözüm yine tektir. Poisson denklemi 
için de benzer sonuçlar elde edilir. 

netkenterin potansiyelleri yerine yükleri bilindiği takdirde iletkenler 
dışında Laplace denklemini sağlayacak ve iletkenlerin yüzeylerinde 

Qı = - E f ~: dF; 

Fı 

olacak şekilde bir harmonik fonksiyonun bulunması gerekir. Daha ge
nel olarak iletkenlerden bazılarının potansiyelleri ve diğerlerinin yükleri 
verilmiş olabilir. Bu genel halde potansiyel fonksiyonu, bazı sınır yü
zeylerinde sabit deg-erieri alacak ve di~er yüzeylerde ise yukarıdaki şar
tı yerine getirecek şekilde tayin edilecektir. 

20. Koordinat sistemleri. 

Sınır de~eri problemlerinin çözümlerini st?deleştirmek için incelenen 
sisteme uygun olan bir koordinat sistemi seçilir. Bunun için de koordi
nat yüzeylerinden biri sınır yüzeyine intibak eden bir koordinat sistemi 
seçilmelidir. Aşa~ıda çeşitli ortogonaJ koordinat sistemleri kısaca göz
den geçirilmiştir. 

Bir noktanın genel koordinatları u, v , w ile gösterilirse bunlarla 
kartezyen koordinatlar bir bi ·· ine 

x = x(u,v,w) , g = g(u, v, w) , z = z(u, v, w) (95) 

fonksiyonları ile ba~lı olurlar. Bu denklemlerde u = sab, 'l.' = sab. ve 
w= sa b. koyarak elde edilen yüzeylere koordinat yüzeyleri adı verilir. 
Koordinal yüzeylerinin kesişme eğrilerine ko-,rdinat çizgisi denilir. Koor
dinat yüzeyleri yekdeg-erini (u, v, w} noktasında keserler. Koordinat 
yüzeyleri yekdig-erine dik olan sisteme ortogonal koordinat sistemi adı 
verilir. Pratikte genel olarak bu sistemler kullanılır. Her hangi bir vek-
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-+ __.. __.. 

törün bileşenleri uu,uv,uw birim vektörleri yardımiylc tayin edilir. Sa~ __.. 
sistemde uuXuv= uw dir. Ortogonal sistemlerde birim vaktörler her nok
tada birbirine dik kalınakla beraber yönleri genel olarak noktadan nok
taya de~işir. 

Genel koordinatlar nadiren uzunlukları gösterirler. Şek. 115 de gö

Şek. t ıs 

rülen hacim elemanının kenarları yani 
du, dv, dw de~işmelerine tekabül eden 
uzunluklar için 

yazılır. Metrik katsayı denilen h katsayı
lan genel olarak koordinatların fonksi
yonudur. Bu katsayıları 

(96) 

şeklinde hesaplamak kabildir. lıv ve hw ifadeleri u yerine 'll ve 'lU koya
rak elde edilir. 

Ortogonal koordinatlarda uzunluk ve hacim elemanları 

_..,. _... ~ -... 
ds = (lı .. du}u., -1- (lıvdv}uv+(lıwdw)Uw 

d V = hulıv~dudvdw 
. } (97) 

dir. 

__.. 
Kartezyen koordinatlardak i bileşenleri A., Ay, A. olan A vektörü

nün her hangi bir ortogonal sistemdeki Au bileşeni 

A = 1 ( A ax + A ay +A az). 
u lıu • au y au 1 au (98) 

ifadesi yarduniyle bulunur. Di~er bileşenler için u yerine v ve w alınır. 

grad <p nin bileşenleri 



1 oc;> 
grad. <j> = h., au ' 

1 Ô<p 
grad .. <p = h.. av ' 

denklemleri yardımiyle hesaplanır. 

-A vektörünün diverjansı 

ı Ô<p 
grad,.q> =-

hw ()w 
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(99) 

div A =h. h~ hw [ a: (h. h .. A.) + aav (h. h .. A .. ) + -a: (~ı. h. A,.)] (100) 

-+ 

şeklinde ve rot A nın bileşenleri ise 

rot.A = h .. ~ .. [ :v ( h.A .. ) - !3~ (h .. A.)] , 
rot .. A- hu~w [ :w( h. A.) - :u (h,. A .. )] 

1 

rot .. A= h.~ .. [ :u (h. A.) - aav (h. A.) ı 

ifadeleri yardımiyle bulunur. 
Potansiyel fonksiyonunun laplasiyeni 

(101) 

A<p= _ l_ l_ô_(hv h~ ap) + _!(lıw lı._ oq> )-.- Ô (huhv ~q>w ,) l (l02) 
h. hv h.. au h. ôu ôv h.. av ôw h.. u 

ifadesi yardımiyle hesaplanır. 

Yukarıda da belirtUdiği gibi sınır değeri problemi çözülürken, in
celenen teı tibin sınırlarına uyan bir koordinat sistemi seçmek elverişli
dir. Mesela u=sab. koordi nat yüzeyi sınır yüzeyine uyacak şenilde se
çilmişse <p (u,v,w) harmonik fonksiyonunun sınır yüzeyindeki normal 
türevi ocp/ôu ve teğetsel türevleri ise oq>/ov, Ô<p/ aw olacaktır. 

Aşağıda çeşitli ortogonal koordinatlar özetlenmiştir. 

-Kartezyen koordinatlar : Birim vektörler i ,j ,k ile gösterilir. h.=h, 
-h.= 1 dir. Koordinat yüzeyleri x = sab.,y- sab. ve z= sab. düzlemle
ridir. 

Dairesel silindirik koordinatlar: Koordinatlar u=p, v= ep, w =z 
-+- -ve birim vektörler up, uc/> , k dır, şek. 116. x= p cos ep, y = p sin ep 
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dir. Koordinat yüzeyleri p = sab. silindirleri, 
z = sab. sonsuz düzlemleridir. Metrik 
katsayılar hp=lıa=1, h</> = p dur. 

Eliptik silindirik koordi.ıatlar: Elip
tik silindirik koordinatlar 

x=c Ch Ç cos T) , } 

y=c Sh ~ sin rı J 
{103) 

denklemleri ile tarif edilir (c = sab.). 
Üçüncü koordinat z dir. Bu denklemler 
arasında rı ve Ç yi yokederek 

X 

y2 
- - = 1 

(c sin rı)2 

</> "' sab. yarı sonsuz ve 
z 

P(P,(1. 2 ) 

Şek. 116 

bulunur. Birinci denklem Ç = sab. için büyük ve küçük yarı eksenleri 
a= c Ch Ç, b=c Sh ~ olan ortak odaklı elipsleri ve ikinci denklem 
rı=sab. için a= c cos 1), b=c sin rı olan ayni odaklı hiperbolleri göste
rir, şek. 117. P noktasının FJJ Fı odaklarından uzaklıkları rl> r

2 
ile gös

terilirse r1+r1 =c Ch Ç ve r 1-r2 =2 c cos rı bulunur. Ç ve rı koordi-

• 

Şek. ll7 



• 
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nallarının de~işme sınırları ı;~o ve 21t ~ 11 ~O dır. !;=O için elipsler 
odakları birleştiren do~ruya dejenere olurlar. Hiperboller ise rı=O ve 
TJ=2n için F2 noktasının sağında kalan do~ruya ve T)=1t için F1 nok
tasının solunda kalan do~ruya dejenere olurlar. T) 1t 2 ve T)=3r./2 için 
x =O d üziemi üstündeki noktalar e!de edilir. Koordinat yüzeyleri ı;= sa b. 
eliptik süindirleri, rı= sab. hiperholik silindirleri ve z =sab. düzlemleri
dir. 

Metrik katsayılar 

he, =hrı=c V Chl!; - coslr) , h. : 1 (104) 

d ir. 

Parabolik silindirik koordinatlar: P noktasının poler koordinatlan 

p, cf> ile gösteriliTse parabolik silindirik koordinatlar 

. rr;: q, . ,- . cJ> 
ı;=v ~P cos 2 . TJ=v 2p sın 2 (105) 

şeklinde tarif edilir. Üçüncü koordinat z dir. ı; .sab. ve rı = sab. için 
ortak odakları orijinde bulunan iki parabol ailesi elde edilir, şek. 118 . 

.f ::0 

j:: Sob ~=So],. 

Şek. 118 
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Koordinat yüzeyleri parobollik sitindirler ve z=sab. düzlemleridir. Pa
raboller ~=O için -:ı:- eksenine ve TJ = O için +x- eksenine dejenc
re olurlar. ~ ve TJ için değişme sınırları - oo ile -1- oo arasındadır. ~ ve 
TJ nın işaretleri ep açısının değeri ile belli olur. 

(104) yardımiyle 

(106) 

bulunur. Metrik katsayılar 

hç=hrı = ...; Ç2 + T)2 , h.=1 
dir. 

(107) 

Bipoler koordinatlar: x - ekseni üstünde A (- a,O) ve B (a,O) nok
talarını alalım, şek. 119. Ç ve 'l1 parametre olmak üzere yazılan 

7=0 

ş~ıc. 119 

,; 2+(y-a ctg ~)2= ( si~ ç r ' 
(x-a Cth TJ)2-l-y 2 = (-a-)2 

ShTJ 

(108) 

• 



171 

denklemlerinden birincisi yardımiyle ~=sab, için merkezleri y-ekseni 
üstünde buuJunan ve A,B noktalarından geçen daireler ve ikincisi yar
dımiyle 'TJ= sab. için merkezleri x-ekseni üstünde bulunan daireler el
de edilir. Ç,'T), z ye P noktasının bipoler koorclinatları denilir. Koordi
natlar için değişme sınırları O ~Ç~ 2 n , - oo < 'Tl<+ oo 1 - oo <z< +co 
dir. Ç ve Ç ..ı.n için ayni daire elde edileceğinden bu koordinatı bir de
ğerll yapmak için Ç<n değerleri x - ekseni üstünde kalan daire yayları 
için ve diğer değerler de alt taraftaki yaylar için kullanılır. A noktası 
'T)=-oo değerine ve B noktası 'T)= +oo değerine tekabül ed~r. 'T] -=0 
için daireler y-eksenine dejenere olurlar. 

(108) yardımiyle 

a Sh l) 
X -

-Ch l1 cos ç 

bulunur. Metrik katsayılar 

asin Ç 
' y ~ -:::.,...---_..:,.-:::-

Ch 'Tl - cos; 

a 
h~ =hrı-= Ch 'T)-COS Ç • hz = 1 

dir. 

(109) 

(110) 

Küresel koordinaUar : Koordinatlar u r, v=O, w= c/> ve birim 
-+ ~-+ 

vektörler u.,ua,ucj> dir, şek. 120. Kartezyen koordinatlarla küresel koor-

dinatlar arasında x=r sin o cos cl> 1 y - r sin e sin cfı ' z=r cos e bağınh
ları vardır. Koordinat yüzeyleri r=sab. küreleri, O=sab. konileri ve 
ep = sab. yarı sonsuz düzlemleridir. Metrik katsayılar h, l,h6 - r 1 

hep =r sin e dır. 

X 

Şek. 120 
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Dipoler koorJina tlar: Bu sistemin ~ ve rı koordinatları ile z ve p 
koordinatları arasında 

a Sh rı 
z= - -

Ch rı-cos ~ 
a s in Ç 

P = -Ch rı-cos Ç (lll) 

bağıntılan vardır. Üçüncü koordinat <P açısıdır, şek. 121. Koordinatların 

p 

Şek. 121 

() 
J 

x =f cos tj> 

'U- = f sin <1> 

!değişme sınırları O ~ Ç ~ 1t, - oo < rı < + oo, O ~ <P ;;a 21t dir. 
rı = sab. yüzeyleri A veya B noktasını kuşatan kürelerdir. ~ = sab. yüzey
leri ise ~=1t değerleri için masura biçimindedirler ve Ç=O civarında 
ise kürelere yaklaşırlar. if> =sab. yüzeyleri ise düzlemlerdir. Metrik kat
sayılar 

a 
lı;= hrı =- Ch ı: 

rı - cos., 
h _ a sin Ç 

• if> - Ch rı-cos Ç (112) 

dir. 

Sferoidal (eliptik) koordinatlar : Bu koordinatlar ortak odaklı elips
leri eksenleri etrafında döndürerek elde edilir. Dönme küçük veya bü
yük eksen etrafında olduguna göre iki türlü sferoidal koordinat meyda
na -gelir. 
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Yassılaşmış (oblate) sferoidal ~ordinatlar elipsleri küçük eksenleri 
etrafında döndürerek elde edllir, şek. 122. Ç ve '11 koordinatları 

z 

Şek. 122 

z=c Sh Ç cos '11, p=c Ch Ç sin 'll 

şeklinde tarif edilir. Üçüncü koordinat ep açısıdır. Bu denklemler ara
sında '11 ve Ç yi yokederek 

bulunur. Birinci denklem yardımiyle ı;-sab. için yarı eksenleri a = c Chl; 
(p-ekseni doğrultusunda) ve b = c Sh ı; (z - ekseni doğrultusunda) 
olan ortak odaklı elipsoidler elde edilir. Elipsoidler Ç= O için z=O düz
lemindeki c yarıçyplı daireye dejenere olurlar. Ikinci denklem yardımiy
le '11=sab. için ayni odaklı hiperboloidler elde edilir. Hiperboloidler 
'11 7t/2 için c yarıçaplı dairesel deliği ihtiva eden z - O düzlemine deje· 
nere olurlar. s ve '11 koordinatlarının değişme sınırlan O<!;<oo, 0~'11~'1. 
dır (küresel r, O koordinatları g ibi). Metrik katsayılar 
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dir. 
h~- hTJ =cv C!'?Ç - sin2rı , h ep = p (114) 

Uzamış (prolate) sferoidal koordinatJar elipsleri büyük eksenleri et
rafında döndürerek elde edilir, şek. 123. Ç ve rı koordinatları 

z=c Ch Ç cos rı , p=c Sh Ç sin rı {115) 

şeklinde tarif edilir. Üçüncü koordinat yine cfı açısıdır. Bu denklemler 
yardımiyle 

(c sin rı)2 ı 

bulunur. Ç=sab. için ortak odaklı elipsler ve rı=sab. için ayni odaklı 
hiperboller elde edilir. Elipsleri z-ekseni etrafında döndürerek uzamış 
(prolate) elipsoidler elde edilir. Elipsoidlcr t;= O için odakları birleştiren 

p 

~=0 

z 

Şek. 123 

do~ruya ve Ç-+oo için kürelere dejenere olurlar. Hiperbolleri z-ekse
ni etrafında döndürerek hiperboloidler elde edilir. Hiperboloidler rı=O 
ve rı=ıt için z-ekseninin odakların sa~ında ve solunda kalan kısımla-
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rına dejenere olurlar ve rı= /2 için z=O düzleml haline gelirler. ~ ve 
rı koordinatlarının deg"lşme sınırları r, O koordinatları g ibidir. Metrik 

katsayılar 
(116) 

dır. 

Paraboloidal koordinatlar: Bu koordinatlar parabolleri eksenleri et
rafında döndürerek elde edilir. ~ ve rı koordinatları 

(117} 

şeklinde tarif edilir. Üçüncü koordinat ep açısıdır, şek. 124. ~ ve rı 

J = sab. 

Şek. 124 

koordinatları nın deg-işme sınırları O ;;! ~ < oo , O ;;! rı < oo dır. ~ = sab. 
ve rı=sab. için odakları orijinde bulunan paraboller elde edilir. Metrik 
katsayılar 

(118) 

dir. 

Elipsoidal koordinatlar : Yarı eksenleri a,b,c (a>b>c} olan elipso
irlin denklemi 
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dir, şek. 125. p parametresine göre yazılan 

Şek. 125 

x 2 1121 .z2 
+ " + - = 1 a 2 + p b2 + p c 2 -+ p 

denklemi p- ;> -d2 için elipsoidleri, -c2> p - rı>- b2 için bir yaprak
lı hiperboloidleri ve - b2>p= 'Ç> -a2 için iki yapraklı hiperboloidleri 
gösterir. Hepsinin odakları şek. 125 de görülen elipsoidin odaklarııia 
intibak eder. Uzayda her noktadan bu tip yüzeylerden biri geçer. Böy
lece Ç, rı, ~ ya, belirtilen değişme sınırları için, uzaydaki bir nokta
nın koordinatlan gözüyle bakılabilir. Koordinat yüzeyleri ~=sab. elipso
idleri, rı -= sab. hiperboloidleri (bir yapraklı) ve 'Ç= sab. lıiperboloidleri
dir (iki yapraklı). 

se 
p yerine ı;,~.rı koyup, elde edilen denklemler x ,y,z ye göre çözülür-



2 (a2+~) (a2+ıı) (a2+s) , \ "- = (a2- c2) (a2-b2) 

2 (b2+~> (b2+ıı> (b2+ s> , 
y = (al-62) (c2- b2) 

z2 - (c2+~) (c2+ ıı) (cl-rl;) 
- (a2-c2) (b2-c2) 

bulunur. Metrik katsayılar 

dir. Rp (p-E,,ıı.Q, 

h;= 2~r. v<e.-ıı> <e.-~> 

h'I'J = 2~T) v<ıı-:. r.> <ıı-Ç> 
ı 

hr.- 2Rr. v <r.- e.> <~-ıı> 

Rp ~ \ f(p+ a2) (p+b2) (p '-cl) 

kısaltınasını göstermektedir. 

Toroidal koordinatlar: Bu sistemde Ç,ıı koordinatları 

c sin ıı c Sh Ç 
z = Ch Ç-cos ıı ' P = Ch Ç-cos ıı 

177 

(120) 

(121) 

(122) 

(123) 

denklemleri ile tarif edilir, şek. 126. Üçüncü koordinat ep açısıdır. Bu 
denklemler yardımiyle 

( )

2 • 
z2-t (p-Cth Ç)2 = S~ ç 

(124) 

(z -cctgıı)2 tp2=(-c )
2 

sin ıı 

yazılabilir. Birinci denklem Ç = sa b. için merkezleri p-ekseni üstünde 
bulunan ve yarıçapları a ct Sh Ç olan daireleri gösterir. Daireler Ç = O 
için z - ekseni ve Ç = oo için F noktasına dejenere olurlar. Daireleri 
z-ekseni etrafında döndürerek toroidier elde edilir. Toroidler Ç= oo 

için c yarıçaplı daireye dejenere olurlar. Ikinci denklem ıı sab. için 
daire yaylarını gösterir. Bu yayları z-ekseni etrafında döndürerek kü
resel kepler elde edilir. Metrik katsayılar 

Eleldromagnetik Alan Teorisi F. 12 
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r c 

IJ=o 

'r~ 
.. 
z 

b 

Şek. 126 

c 
M, h rı= Ch !;- cos 'Tl ' h ep --= P {125) 

dir. 

21. Ortogooal fonksiyon sistemleri. 

ep o {x) fonksiyon sistemi, m ve n tam sayı olmak üzere m =/= n 
için 

b 

J p(x) cf> m(x) cf> o(x)dx=O {126) 
a 

şartını yerine getiriyorsa bu sistemin (a, b) aralığında ve p(x) ağırlık 
fonksiyonuna göre ortogonal olduğu söylenir. Mesela sin nx ve cos nx 
trigonometrik fonksiyonları {-Tt, n) aralığında ortogonal bir sistem 
teşkil ederler. Zira m=/=n için 

r. n 

/sin mx sin nx dx =O , Jcos mx cos nx dx =O 
-n - n 
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dır. A~ırlık fonksiyonu ise p(x)= 1 dir. Bessel ve Legendre fonksiyon· 
ları da ortogonallik şartını yerine getirirler. 

m= n için (126) integrali 

b 

No = j[ep o(x)Fdx (127) 
a 

şeklini alır. Buna sistemin normu denilir. Trigonometrik fonksiyonların 
normu n dir. 

Dirichlet şartlarını sa~layan bir f(x) fonksiyonu 

00 

/(:c) = ~ Aa ep n{.\') (128) 

n= l 

şeklinde bir ortogonal fonksiyon serisine açılabilir. Serinin katsayıları 
cb o(x) sisteminin ortogonallik özellig-inden faydalanarak kolayca bulu
nur. Serinin iki tarafı </> 11(x) dx ile çarpılıp a,b arasında integre edilirse 

b 

Ao = ~n I f(x) ep 0 (x) d :t (129) 

o 

elde edilir. 

Fourier serisi ve integrali : Fourier serisi pratikte çok kullamlan 
özel bir ortogonal seridir. Periyodik f(x) fonksiyonu 

00 

f{x) = ~o 1- ~ (ao cos n.l'+bu sin rıx) 

n= l 

Fourier serisine açılabilir. Bu serinin katsayıları 

~ ~ ~ 

(130) 

a0 = -.; f(x)dx, ao = -;:; /{x) cos nx dx, bn =-;- f(x) sin nx dx (131) 1! ı;· 1! 
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integralleri yardımiyJe hesaplanır ( -1t ve 1t yerine O ve 21t de alınabi
lir). Şayet /(:c) f( - x) ise (çift fonksiyon) bn O ve 

1t 

ao = ! .r /(x)dx , 

1t 

a .. = ; f!( x ) cos nx dx 

o 

(t3ı) 
o 

ve /(x)= -/( -x) ise (tek fonksiyon) a0=0, aD O ve 

b. = ! jj(x) sin nx dx ( l$j) 
o 

olur. Böylece çift fonksiyonu kosınüs serisine ve tek fonksiyonu ise 
slnüs serisine açmak kabil olur. x-değişkeni bir uzunluğu gösterdiği 
takdirde uzunluk peridyonu 2/ ile gösterek 

00 

/( ) _ a0 ~ ( n1tx b n1tx ) 
X - T + I..J On cos -~- + n sin -~-

n= l 

ı K ts · t ll · d · 1 · n1tx 1 yazı ır. a ayı ın egra erın e 1t yerıne ve nx yerıne -
1
- a ınır. 

Sınır değeri problemlerinin çözümünde bir fonksiyonun belli bir 
aralık içindeki değişimi bizi ilgilendirir. Bu aralık dışında fonksiyonun 
bir çift veya tek fonksiyon gibi devam ettiğini farzedek bir kosinüs 
veya sinüs serisine açmak kabil olur. 

Aralık sonsuza gittiği takdirde Fourier serisi yerine Fourier integ
rali kullanılır. Fourier integrallnden periyodik olmayan fonksiyonları 
göstermek için faydalanılır, /(x) fonksiyonunun - oo <x< oo aralığında
ki Fourier integral ifadesi (reel şekiJ) 

00 00 

/(x) - ~ J dm J /(s) cos m (x-s) ds (1~) 
O - oo 

dir. Şayet 
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00 

U(m) - ; J f(x) sin mx dx 

-oo 
(135) 

00 

W(m) '"'" ; J f(x) cos mx dx , 

- oo 

konursa 
00 

/(x) = J [U (m) sin mx + W( m) cos m x ı dm (136) 

yazılabilir. 

f(x) çiftse 

o 

00 00 

f(x) = ! J dm J /(s) cos ms cos mx ds 

o o 

(kosinüs integrali) ve tekse 
00 00 

f(x) = ! J dm J /(s) sin ms sin mx ds 

o o 

(137) 

(138) 

(sinüs integrali) yazılabilir. Bunlar sonsuz aralık için kosinüs ve sinüs 

serilerinin yerine geçerler. 

f(x) çift oldu~u vakit U(m) ~ O ve 
00 

W(m) - ; J f(x) cos mx dx 

o 

olur. /(x) tek oldu~u vakit de W( m) = O ve 

olacaktır. 

00 

U(m) = ! J f(x) sin m x dx 

o 

(139) 

(140) 
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Şayet bizi yalnız (O,oo) aralı~ı ilgilendiriyorsa /(x) ister çift, i-;ter 
tek olsun veya hiç biri olmasın bir kosinüs veya sinüs integrali ile 
gösterilebilir. 

Fourier integralinin kompleks şekli 

00 00 

/(x) = ..!.. r eim• f" /(s) eim• ds dm 
2r. . . 

-oo - oo 

dir. Iç integrali g (,.) şeklinde göstererek bu integrali 

00 

/ (x) - 2~ .r g(m) eim• dm ' 

-00 

00 

g(m) = J /(x) e- im• dx 

-oo 

(141) 

(142) 

şeklinde iki integrale ayırmak kabil olur. lotegraller ayrı yazıldı~ı için 
ikinci integralde s yerine x konmuştur. Bu integrailere Fourier trans
formasyonları den ilir. f (x) integralinde jm = p koyarak 

joo 

f(x) = 2!j J g(p)eP" dp 

-jco 

(143) 

yazılabilir. Bu kompleks integral rezidülerden faydalanarak hesaplana
bilir. 

g(m) integralinde e- i nı•=cos mx+ j sin mx koyarak 

g(m) =- r.[W(m)-j U(m)] (144) 

bulunur. Bunu f (x) integralinde yerine koyarak (136) ifadesi elde edilir. 

Fourier integralinin kompleks şekli ile çalışmak elverişlidir. Zira 
f (x) ve g (m) yi karşılıklı olarak veren cetveller düzenlenmiştir. . 
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S tu rm-Liouville problemi : Sınır de~eri problemlerinin çözümünde 

ddu[r(u) d: cp{u) ı.- rq(u) +)..p{u)]cp{u)=O (145) 

tipinde diferansiyel denkleme rastlanır. ).. bir parametredir ve ileride 
görülece~i gibi problemin sınır şarları ancak belli ).. değerleri için sa~
lanabilir. Bu ).. de~erlerine problemin karakteristik de~erleri (eigenwer
te, eigenvalues) ve bu de~erlere tekabül eden çözümlere karakteristik 
fonksiyonlar (eigenfuktionen, eigenfunctions) adı verilir. Şayet u = a 
ve u = b sınırlarında k1cp(a) + k2 cp' (a) = O,k3 cp(b) -+- k4 cp'(b) = O 
(kı ... k4 = sab.) şeklindeki homogen sınır şartları sa~lanırsa (145) 
denkleminin çözümleri p(u) a~ırlık fonksiyonuna göre ortogonal bir 
fonksiyon sistemi teşkil ederler. Bu sınır şarları her üç nevi sınır de
~eri problemini içine alır. Zira k2=k4= 0 için 1. nevi, k1=k3=0 için 
2. nevi ve k lar sıfırdan farklı ise 3. nevi bir sınır de~eri problemi ha
his konusu olur. Böylece ) •• , )..n gibi iki karakteristik de~ere (m=Fn) 
tekabül eden karakteristik fonksiyonlar ep ,.(u) ve ep 0 (u) ile gösterilirse, 
homogen sınır şartlarından biri gerçeklendi~i vakit 

b 

J p(u)cp" u) ~u) du= O 
Q 

olacağı anlaşılır. (139) diferansiyel denkleminin homogen sınır şartları
nı sağlayan çözümlerini bulmaya Sturm - Liouville problemi denilir. 

Bessel ve Legendre fonksiyonları : Laplace denkleminin silindirik 
koordinatlardaki çözümünde 

p- p - t (m2p2-n2)R - O d ( dR ) 
dp dp 

{146) 

şeklindeki Bessel diferansiyel dnnklcmi ile karşılaşılır. m ve n (>0) 
parametrelerdir ve n denklemin basama~ını gösterir. R = R(p), yalnız 
p-de~işkeninin fonksiyodunur. :~ mp koyarak denklem 

d2R ..... _!_ dR + (ı- nı )R=O (147) 
dx2 x dx .ı-2 

şekline sokulabilir. Bu denklemin çözümlerine Bessel fonksiyonları (si
lindirik fonksiyonlar) denilir. Genel çözüm x argümamna göre 
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(148) 

şeklindedir. A ve B, integrasyon sabitleridir. }a(x), n. basamaktan 1. 
nevi ve Ya(x) ise ayni basamaktan 2. nevi Bessel fonksiyonlarını gös
terirler. Literatürde Nn(x) şeklinde de gösterilen 2. nevi Bessel fonksi
yonuna Neumann fonksiyonu adı da verilir. Bu fonksiyonlar seriler yar
dırniyle bulunur. 

1. nevi Bessel fonksiyonları n=1,2, . . . için orijinde sıfır olurlar 
ve } 0 (O) = 1 dir. Bessel fonksiyonlarının de~işmeleri sönen titreşimleri 
andırır ve sonsuz sayıda kökleri vardır. 2. nevi fonksiyonlar x-+0 
için - oo olurlar. Bu sebeple p = O ekseni çözüm bölgesine girdi
~i vakit Neumann fonksiyonu kullanılamaz ve genel çözüm yalnız bi
rinci terimden ibaret olur (B - 0). 

(146) da m 2 yerine -m2 alınırsa çözüm 

şeklinde olur. Dolayısiyle Bessel fonksiyonlarının argümaru imajinerdir. 
Modifiye Bessel fonks iyonJan yardımiyle 

yazıla bilir. ln(x) ve Knf x), 1. ve 2. nevi modifiye Bessel fonksiyon
larıdır. x-+ O için Ko(x) ve x-+ oo için l n(x) sonsuz olur. Bu sebeple 
p =O ekseni çözüm bölgesine girince yalnız birinci ve p-+ oo çözüm böl
gesine girince de yalnız ikinci terim kullanılır. 

3. nevi Bessel fonksiyonlan (Hankel fonsiyonları) 

Hn<1>(x) - }n(x)+ j Yn(x) 1 ı 

H n<2>(x)= }n(x)-j Y"(x) 
(149) 

şeklinde tarif edilirler. Bu fonksiyonlar sınır de~eri problemlerinde pra
tik faydalar sa~larlar. 

Bessel denklemi 

~( p ~)+(- nı +m2 p) R=O dp dp p 

şeklinde yazılarak Sturm-Liouville tipi ile karşılaştırılırsa karakteristik 
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de~erlerin ).. = m2 ve a~ırlık fonksiyonunun p(p)=p oldu~u görülür. Ho
mo gen sınır şartları sa~landı~ı vakit Bessel fonksiyonları ortogonal bir 
sislem teşkil ederler. Özel olarak JD(m~~. p) partiküller çözümleri, p = O 

için 

şartı gerçeklenirse, O ~ p ~ a aralı~ında ortogonal bir sistem meydana 

getirirler. Sistemin normu 

a 

Nn f P]n2(mt1. p) dp 
o 

integrali yardımiyle hesaplanır. Böylece k2=0 (1. nevi) için 

ve kı = O için (2. nevi) 

bulunur. kı ve k2 sabitler i sıfırdan farklı oldu~u vakit 

(150) 

elde edilir. 
a ~ p ~ b aralı~ında ı. ve 2. nevi homogen sınır şartları için normlar 

formülleri ile bulunur. 
Bessel fonksiyonlarının ortogonalli~inden faydalanarak /(p) fonksi

yonunu 
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00 

f(p) = ~ Aa;} .. (ma.p) (151) 

«=1 

şeklinde Fourier-Bessel serisine açmak kabil olur. ma. değerleri sınır 
şartianna uyan karakteristik de~erlerdir. Serinin katsayıları 

a 

(152) 

integrali yardımiyle hesaplanır. 

Laplace denkleminin küresel koordinatlardaki çözümünde 

1 d ( . dT) sin e Cfe sın O dO -l- n(n+ l) T = O (ı53) 

Legendre diferansiyel denklemine rastlanır. n tam sayıdır ve T= T(O) 
dır. ı-t = cos e koyarak Legendre denklemi 

(ı54) 

şekline sokulabilir. Legendre denkleminin genel çözümü 

{155) 

dir. P .. {ı-t) 1 1. nevi Legendre fonksiyonudur. [P .. O(ı..t) şeklinde de ya
zılırJ. Bu fonksiyona Legendre polinomu (veya yüzey zonal harmoniki) 
denilir. Mesela 

1 P0 (ı.ı.) = l, Pı(ı-t)=ı-t, P2 (tJ.) = 
2 

(3ı;.2-1) 
1 

ı ı 
P3 {ı-t) = 2(5ı-t3-3ı-t) 1 P4(ı..t) = S(35ı-t4-30ıı2+3) 

dir. Legendre polinomları 1J. = ı için (6 = O) P,. (1) = 1 de~erini alırlar . 

Q .. (ı-t)1 2. nevi Legendre fonksiyonudur. [Qn°{ı-t) şeklinde de yazılır]. 
Mesela 
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ı ı +ı.ı. Qo (p.) -= 2 In t=j7 , Qı (p.)=Pı(p.)Q0(p.) - 1 , 

3 
Q2(p.(= P2{p.)Qo(p.)- 2 IJ. , 

5 2 
Q3(p.) = P3(p.)Qo(p.)- ıı.ı.2- 3 

dir. İkinci nevi Legendre fonksiyonları p.= ± 1 (8- 0 veya 1t) için loga
ritmik olarak sonsuz olduklarından poler eksen çözüm bölgesine girin-

ce bu fonksiyonlar kullanılamaz (B = O). 
Legendre denklemi St u rm-Liouville tipi ile karşılaştırılırsa )..=n( n+ 1) 

ve p(p.)= l olduğu görülür. Legendre polinomları - 1 ~ p.~ 1 aralığın
da ortogonal bir sistem teşkil ederler. Zira m:r/=n için 

dır. Sistemin normu 

+1 
f P ,.(p.) Pa (p.) dı,.ı = O 
-ı 

+1 
No= I [Po{P.)]2dp.=2n~1 

-1 

(156) 

dir. 
Dirichlet şartlarını yerine getiren bir 1 (p.) fonksiyonu ( -1,1) ara

lığında 
00 

l(p.) = LAnPo(~~} (157) 

n =O 

Legendre serisine açılabilir . Serinin katsayıları 

+1 
2n+ 1 r Aa= 2 ~ 1 (ı,.ı} PafıJ.)dı.ı. (158) 

-1 

integrali yardımiyle hesaplanır. Şayet fonksiyon 1 (O) şeklinde verilmiş
se seri 

00 

/(8) = L AnPn (cos 8) 
n =O 
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şeklini alır ve katsayılar 
1t 

2n + t/· . Aa =-2- /(O)Pn(cos O) sın OdO (159) 
·o 

integrali ile hesaplanır. 

Legendre diferansiyel denklemi 

1 d ( . dT) [ m2 ] sin O (i'ij'"' sın O de + n (n+ 1) - s in26 T = 0 (160) 

asosye Legendre denkleminin m ==O için özel halidir. m ve n tam sayı
lardır. J.l == cos e koyarak 

(161) 

yazılabilir. Genel çözüm 

T = A P n m (p.) + B Qa"' (J.l) (162) 

dir. Po m (p.) , n. basamaktan ve m. dereceden ı. nevi aşsosye Legendre 
fonksiyonudur (m = n). Mesela 

p,ı (ı..ı.) = y1- J.L2 , 

p,ı (ı..ı.) = 3 ı..ı. V1-ı..ı.2 ' Pz2 (ı..ı.) = 3 (1-ı..ı.2) , 

P.}(ıı.) == ; (5ıı.2- ı)y1 -ı..ı.2 , Pi (ı..ı.) = 15ı..ı. (1- ı..ı.2), P33 (ı..ı.)=l5, 1 -ı..ı.2J3'2 
dir. Pn"' (1)=0 dır. 

Qnm (ı..ı.), n. basamaktan ve m. dereceden 2. nevi asosye Legendre 
fonsiyonudur, Bu fonksiyonlar ı,ı. = ± ı için sonsuz olduklarından poler 
eksen çözüm bölgesine g irince kullanılamazlar. Mesela 

Q.l(ı..ı.) = r Qlıı.> + ı ~..~.~..~.2Jvı -ıı.2 

dir. 



(161} denklemi Sturm-Liouville tipi ile karşılaştırılırsa 
).. - n (n + 1) , p (ıı.) - 1 

veya 
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alınabileceği görülür. Yalnız 1. nevi asosye Legendre fonksiyonları 
( -1,1) aralığında ortegonal bir s istem teşkil eder. Zira cı::;':~ için 

+1 +1 f p:_ <ıı> p~ <ıı.> dıı.-0 , Ip: (ıı.) p~ <ıı.)dıı =o 
-1 -1 

dır. n basamağına göre norm {m= sab.) 

N,.._ _ı:_ {n+m) 1 
2n+1 (n-m} 1 

olur. 

{163} 

Legendre denklemlerine potansiyel denkleminin sferoidal koordinat
lardaki çözümünde de rastlanır. Bu koordinatlarda ıı. değişkeni O~IJ.~ oo 

sınırları arasında değişir. Oblate koordinatlarda rastlanan 

d~[(1+1J.2) ~:ı - [n (n + 1)- 1~
2

1J.21F=O (164) 

denkleminin çözümleri imajiner argümanlıdır. F = F (IJ.) dir. m= O için 
Legendre fonksiyonları P. (jiJ.) ve Q,. (jiJ.) olur m+ O için P"',. (jiJ.) ve 

Q,."' (jıı.} elde edilir. Mesela P0(jıı) = 1, P1 {jiJ.) = jiJ., P1
1 (j~J.)=V 1 +IJ.

2
, 

QoUıı.)=-arc ctg 1J. dir. 
Ortegonal fonksiyonlar hakkında daha etraflı bilgi verrneğe kitabın 

hacmi müsait olmadığından bu hususta literatüre müracaat tavsiye edi-

lir. 



VII. D E G 1 Ş K E N L E R E A Y I R M A M E T O DU 

22. Genel bilgi. 

Potansiyel fonksiyonu, simetriden dolayı, bir değişkene bağlı oldu
ğu takdirde Laplace denklemi adi bir diferansiyel denklem haline gele
ceğinden çözüm direkt integrasyonla kolayca bulunur. Bu çeşit problem
lerden bir kaç örnek daha önce görülmüştür. Diğer örnekler daha ile
rideki babisierde görülecektir. 

Potansiyel fonksiyonu iki veya üç koordinata bağlı olduğu vakit 
sınır değeri problemlerini çözmek yani sınır şartlarını sağlayan harmo
nik fonsiyonları bulmak için çeşitli metodlar vardır. Sunlan şöylece sı
ralayabiliriz : Değişkenlere ayırma, konform tasvir, enversiyon, imaj 
(daha önce görüldü), Green fonksiyonları, integral denklemleri. varyas
yon hesabı, diferans denklemleri (nümerik metod), grafik, deney (ano
lojik). 

Bu babiste değişkenlere ayırma metodu gözden geçirilecektir. Me
todun esası parsiyel diferansiyel denklemleri adi diferanslyel denklemle
re ayırmaktan ibarettir. Bu ayırma işlemi gördüğümüz koordinat sis
temleri için mümkündür. Çeşitli koordinat sisternlerinde ayırmanın nasıl 
yapılacağı aşağıdaki balıisierde görülecektir. 

Iki boyutlu problemlerde potansiyel fonksiyonu bir eksene göre de
ğişmez ve mesela a;az = O dır. Bütün z = sab. düzlemlerinde alan ayni 
şekildedir. Eşpotansiyel yüzeyler silindirik yüzeylerden ve eşpotansiyel 
çizgiler ise bu yüzeylerin z = sab. düzlemlerindeki izlerinden ibarettir. 
Bir sınır değeri problemine iki boyutlu gözüyle bakabilmek için incele
nen sistemdeki tertipierin sonsuz uzunlukta olması gerekir. Bu sebeple 
pratik bakımdan ideal bir iki boyutlu alan elde etmek imkansızdır. Bu
nunla beraber sınırlı uzunluktaki tertiplerde bazı şartların yerine gelmesi 
halinde (mesela iletkenterin uzunlukları, aralarındaki uzaklık yanında çok 
büyükse) kenar tesirlerini ihmal ederek problemi iki boyutlu gibi ince
lemek kabil olur. İki boyutlu problemleri de prensib olarak değişkenle-
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re ayırma metodu yardımiyle çözebilirsek de bu problemler için kon
form tasvir metodu çok daha elverişlidir. 

23. Poisson denkleminin integrasyonu. 

Laplace denklemi, elektrik yükleri iletken yüzeylerine da~ıldığı ve
ya ortamda noktasal veya çizgisel karakterde konsantre yükler bulun
duğu vakit kullamlır. Zira ortam içinde sürekli bir yük dağılışı yoktur
Buna karşılık sürekli yük dağılışı için .6.qı=-pfE Poisson denkleminin çö
zümlerioi araştırmak gerekecektir. Homogen olmayan bu parsiyel <liferan
siyel denklemin genel çözümü, partiküller çözum ile homogen denklemin 
çözümünden (tamamlayıcı fonksiyon) teşekkül eder. Bir koordinata göre 
değişen problemlerde çözüm direkt integrasyonla kolayca bulunur. Mese
la kartezyen koordinatlarda ()/ ()y=()/ ()z=Ü için yazılan d2qıfdx2= -p/E 
denklemi p=p0=sab. için integre edilirse 

qı{x) Ax+B- 1... x2 
2E 

buıunur. Ax+ B, homogen denklemin (Laplace denklemi) çözümünü ve 

- ;E x2 ise partiküler çözümü göstermektedir. A ve B integrasyon 

sabitleri problemin sınır şartları yardtmiyle bulunur. 

Poison denkleminin partiküler çözümü ikinci Green teoremi yardı
miyle bulunabilir. Partiküler çözüm daha önce p d V yük elemanının r 
uzaklığındaki P noktasında meydana getirdiği dqı = p d V /4 n Er potansi
yelinin integrasyonu ile bulunmuştur ve 

dir. Poison denkleminin Green çözümünü bulmak için faydalanılacak 
olan ikinci Green formülü daha önce görüldüğü gibi 

.r (rp .6.qı - qı.6.cp) d V= p (ep :~ - q> aa: )dF 
V F 

şeklindedir. ep = l f r seçilirse r ~O için cf:> ~ oo olacağından, P nokta
sını, yarıçapı a olan çok küçük bir küre ile kuşatarak bu noktayı integ-
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rasyon bölgesi ' dışında lutmak suretiyle yok edelim, şek. 127. Green 
teoremi kürenin f yüzeyi ile her hangi bir F kapalı yüzeyi tarafından 

-1'1 

Şek. 127 

sınırianan V bölgesine tatbik edilirse ~cp =tl{l/r)=O olduğunu gözönü
ne alarak 

J ~fP d V= ~[ ~ ~~ - fP aan (~)]dt r ~[; ~~ -~ a~ (;)] dF 
V / F 

yazılabilir. f yüzeyi için pozitif normal yönü V bölgesinden dışarı ya ni 
kürenin P merkezine doğru olduğundan 

;! - ~~ ' :n ( ; ) = ;2 
dir. Böylece r=a koyarak 

~ = - _!_ h.~/-ı f qıdf 'f a .r ar a2 .Cf-
1 1 1 

elde edilir. qı ve aqı;ar nin f yüzeyi üzerinden hesaplanan ortalama de-
ğerleri qı ve (acp;ar) ile gösterilirse 

~ =- 41ta ( ;~ ) -4n q) 
1 

yazabiliriz. a-+-0 limitine geçilirse bjrinci teri m sıfır ve qı-qıp olur. Böy
lece P noktasındaki potansiyel için, tlqı = - p/E olduğunu da gözönüne 
alarak 
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cpP = 4~ı .rp~V + 4; f[; ~~ - ıp aan ( + )] dF (165) 
V F 

ifadesi bulunur. Birinci terim F içindeki yüklerio ve ikinci terim ise 
F dışındaki yüklerio potansiyeldeki paylarını gösterir. Şayet F yüzeyi 
bütün yük dağılışını içine alacak şekilde seçilirse ikinci terim sıfır olur. 
Ayni sonucu F yüzeyini, merkezi P de bulunan R yarıçaplı bir küre 
gibi düşünmek ve R-+ oo limitine geçme suretiyle de görebiliriz. Zira 
R-+oo için yüzey integrali içindeki terimler 11R3 gibi sıfıra ve kürenin 
yüzeyi R2 gibi sonsuza gideceğinden çarpımJarı 1 R g ibi sıfıra gider. 

(165) denkleminde birinci terim Poisson denkleminin partiküler çö
zümünü ve ikinci terim ise Laplace denkleminin çözümünü gösterir. F 
yüzeyindeki qı ve aqı;an değerleri bilinecek olursa yüzey integralini he
saplamak kabil olur. 

24. Kartezyen koordinatlarda analitik çözüm. 

Ilk önce iki boyutlu Lapface denkleminin çözümünü görelim. a/az=O 
için iki boyutlu LapJace denklemi 

aıcp + aıcı> - o 
axı ayı -

şeklindedir. ep (x,y) yerine 
ep (x,y) = X(x) Y(y) 

şeklinde yalnız x ve yalnız y değişkenine bağlı olan iki fonksiyonun 
çarpımı alınırsa Laplace denklemi (XY ye bölerek) 

1 d2X ı d2 Y 
X dx2 t Y dy2-=0 

şekline girer. Birinci terim yalnız x değişkenine ve ikinci terim ise yal
nız y değişkenine bağlı olduğundan bu denklemin gerçeklenebilmesl için 
terimierin sabit olması gerekir. Böylece ikinci terimi m2 ye eşit yazarak 

d2X d2Y --+ m2 X :a O -- -m2 Y = O dx2 dy2 

denklemleri elde edilir. Parsiyel diferansiyel denklem iki adi diferansi
yel denkleme ayrılmıştır. m ye ayırma sabiti denilir. Bu sabitin alaca
ğı değerler sınır şartları ile belli olur. Birinci denklem Sturm-Liouville 
denklemi ile karşılaştırılırsa r(x) = ı, q{x)-0, p(x)=ı ve A.=m2 olduğu 
görülür. Sınır şartlarına uyan her hangi bir karakteristik değer m11 ile 

gösterilirse bu diferansiyel denklemlerin çözümleri 

Eleldromagııetilc Alan Teoriai F. 13 
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·Xf1. = A 11 sin m11 x + Bf1. cos m11 x , 

Yo: = Co: Sh m11 y + Da. Ch m11 y 

olur. Y11 için Y 11 = C-x em:J.Y + D11 e-mııy üste! şekli de alınabilir. Harmoni k 
fonksiyon x(l. y(l. ve genel çözüm 

dir. Toplam ıx üzerinden yapılır. Karekteristik deg-erler sürekli bir spek
trum teşkil ettiği takdirde toplam yerine 

q> (x,y) = /f(m)Xa Ya. dm 

integralini almak gerekir. 

m 2 yerine -m2 alınırsa X ve Y fonksiyonlarının rolleri değişir. 

m=O için çözümler X0=A0 x+ B0, Y0= Co9+ D0 şeklinde yani line
er olur. Harmonik X0 Y0 dır. Bunu k 1+k2x+ kgy+ k4xy şeklinde yazabi
liriz. Problemin şartları gerektirirse bu barmoniği de hesaba katmak 
icap eder. 

Üç boyutlu Laplace denklemi 

aıcp aıcp aıcp -
'Tx'2 + ayı + ---a;r- o 

dir. Eğer 

ayırması yapılırsa 
ep (x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z) 

1 d2X 1 d2Y 1 d2Z 
X dx 2 + Y dy2 + Z dz2 = O 

elde edilir. Birinci terimi - m2 ye ve ikinci terimi - n2 ye eşit yazarak 

d2X d2Y d2Z 
dxı 1- m2X = O , dy2 -ı- n 2 Y = O , dz2 - (m2 1- nı)z O 

diferansiyel denklemleri bulunur. Sıoır şartlarını sag-layan karakteristik 
değerler ma ve n~ ile gös terilirse çözümler 

Xa.= A a sinma x -ı- Ba. cos ma. x , 

Y~ - C!i sin n~ y +D~ cos n~ y 

Za..~ = Ea.,(3 Sh vma.2+n(3 2z + Fa.,(3 Ch vma.2+n~2 z 
olur. Harmonik Xa Y~ Za.,~ ve genel çözüm 



<P (x,y,z} - ı:ı:x(7. y ~ z(7.,~ 
(7. ~ 
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dir. Toplamlar a. ve ~ üzerinden yapılır. Sürekli spektrumda toplam
lar yerine integraller gelir. 

m veya n den biri sıfır olursa çözümlerden biri lineer karakterde 
olur ve çift toplam basit toplam haline gelir. m n= O halinde harmo
nik (_AoX + 80) ( Co9 + D0) (E0z+ F0) olacaktır. 

Yukandaki çözümlerde integrasyon sabitleri sınır şartlan yardımiy
Ie tayin edilirler. 

Örnekler: 
1 - Sonsuz uzun dikdörtgen kesitH tübün kenarlarındaki potansi

yeller bilindiğine göre potansiyel fonksiyonu bülunacaktır, şek. 128 

- -
b -'-5"- o 

o a X 

Şek. 128 

ataz~ olduğundan problem iki boyutludur. Sınır şartları ıp(O,y)=O 
q;(a,y)- 0, q;(x,b)=O ve cp(x,O)= V1= sab. dir. X için üste! çözüm alınır
sa X(O)=O şartından B=O ve X(a)= O şartından A Sh ma=O bulunur. 
A O almak gerekeceğinden bu çözüm kullanılamaz. X için trigonomet
rik çözüm alınırsa X(O) - O dan B= O ve X(a)= O dan A sin ma = O bu
lunur. Buradan m(7. = a.r. a (a.= 1,2, ... ) değerlerinin alınacağı anlaşılır. a. 
için negatif değerler alınırsa potansiyel fonksiyonunun yalnız işareti deği
şir. Y(b) = O şartından C4 , D(7. = - Cth m(7.b bulunur. Aa. D(7. = Ka. koya-

rak genel çözüm için 
Sh _a._n (b - y) 

qı(x,y) = L K(7. sin a.: x ---S:;:__a._ıt __ b_ 

a. a 
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Ifadesi elde edilir. V11 (O,a) aralıg-ında Fourier slnüs serisine açılırsa 

bulunur. Ma. katsayıları 

Q 

M 2 v. r . " 1t x d = -- sın -- x cı a a 
o 

integral i yardımiyle hesaplanır ve Ma. = 4 Vıfcx1t (cx =tek sayı) dır. Ge
nel Çözüm cp(x,O)= Vı şartı yardımiyle 

V ~ K . CX1tX 
ı= [J o. sın-a-

a 

şekline girecekinden bunu V1 serisi ile karşılaştırarak Ka= 4VJ cx'lt ol
dug-u görülür. Böylece potansiyel için 

t9 (x,y) 
Sh ~(h- y) 

~ 
4 V1 • cx 1t x a 

... -- s ın-- -----: 
cxr. a Sh cx 1t h 

cı(tek) a 

serisi elde eldilir. 

Dikdörtgenin y - h kenarının V2 potansiyeli verildig-i takdirde (di
g-er kenarlar sıfır potansiyeJinde) problem benzer şekilde çözülür. 
X( O)= X(a)=Y(O)= O şartları yardımiyle genel çözüm için 

<p(x,y)= Ka. sın - - Sh ~ 
. CX1tX CX'lty 

a a 

ifadesi bulunur (Ka. = A11 Ca.). Fourier s inüs serisi ile karşılaştırarak 
son sınır şartı yardımiyle 

ve potansiyel için 

4 v, 
Ka = ---=-cx- 1t---:-h 

CX1t Sh-
a 



L 

q>(x,y) - - sın--~ 
4V2 • a.1tx 
ct1t a 

cı( tek) 

bulunur. 

Sh~ 
a 

Sh a.1tb 
a 
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Şayet x=O kenannın V3 potansiyeli verilirse X ve Y fonsiyonları· 
nın rollerini dekiştirrnek gerekir. Analiz sonunda 

a.1t 

4v Sh -b (a-x) 

( ) ~ 
s . a.1ty 

qı x,y = -sın-- - - - --
tı1t b Sh a.na 

Ct b 

bulunur. x=a kenarının V4 potansiyeli verildigi takdirde benzer ana

lizle 

( ) 
~ 4 V4 • cıny 

qı x,y = ~ a.n sın- b-
cı 

Sh cınx 
b 

Sh a.na 
b 

bulunur. Bir kenann potansiyel daA-ılışı f(x} veya /(y) şeklinde yani 
x ve y değişkenlerinin fonksiyonu olarak verilirse Fourier serisinin kat· 

sayıları 
a 

2 f . tı'l"'..X dx M11= - /(x) sın-
a a 

o 

integrali yardımiyle hesaplanır. /(y) fonksiyonu için a yerine b ve x 
yerine y alınacaktır. 

Yukarıdaki çözümleri süperpoze ederek kenarların potansiyel daA-ı
lışiarı ne olursa olsun çözümleri elde etmek kabil olur. Mesela y=O ve 
x=a kenarlarının V1 ve V4 potansiyelleri verildiA-i takdirde (diker ke· 
narlar sıfır potansiyelinde) çözüm yukarıda üç kenarın potansiyelleri sı
fırken elde edilen sonuçları süperpoze ederek elde edilir 

2 - Şek. 129 da görülen sistemlerin potansiyel fonksiyonları bu

lunaktır. 
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00 

o S4.fM o 

(O} 

Şelc. 129 

--
1 
~ .. f'(xl -X 

foJ 

(a) daki sistem için X(O)=O ve X(a)= O şartları yardımiyle B=O 
ve m 11 = a:rcf a bulunur. Diğer taraftan 

Y = Cemg + De- mg 

üstel şeklinden kolayca görüleceği gibi C= O almak gerekeceğinden 

O.'It,ll 
~ - - CX1tX 

cp(x,g) = IJKo. e a sin 7 
o. 

bulunur. ep (x,O) = f (x) şartı yardımiyle 

/(x)= ~ Ka. sin cx:x 

cx 

bulunacağından Ka. katsayıları 

a 2/ ( . CX1tX Ka. =- f x) sın --dx 
a a 

o 

integraü yardımiyle hesaplanır. 

{b) deki sistemde X(O) = O şartından B = O bulunursa da sin ma = O 
yazılamaz. Zira a ~ oo için sinüsün limiti yoktur. Sonuç olarak m her 
değeri alabileceğinden sürekli bir spektrum elde edilir. Y(b) = 0 şartın
dan CfD=-Cth mb bulunacağından harmonik için 

j 



XY=K sin mx Sh m(b-y) 
Sh mb -

yazılabilir. Genel çözüm 

00 

r . Sh m(b-y) 
<p (x,y) = • K (m) sın mx -sh mb - dm 

o 

şeklindedir. q> (x,O) ""' f (x) şartından 

00 

f (x) = J K(m) sin mx dm 

o 
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bulunnr. x <O bölgesi problemin sınırı dışındadır. f (x) in Fourier si

nüs integrali 
00 

K(m)= ~ J / (x} sin mx dx 

o 

şeklinde olduğundan genel çözümün Fourier integrali 

00 00 

2 f f Sh m(b-g} 
<p(x,g) =it /(s)ds sin mx sin ms Sh mb dm 

o o 

olacakhr. 
3 - Şek, 130 daki sistemlerin potansiyel fonksiyonları bulunacaktır. 

(a) daki sistemde y>O bölgesinde 

a.rty 
~ --- • a.rt.t' 

<p (A,y) = l.JKu. e a sın 7 

dır. y<O bölgesinde pozitif işaret almak icap eder. K« nın nasıl bulu

nacağı yukarıda görülmüştür. 

(b) deki sistemde x>O bölgesinde 
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00 

0 rt.foo 0 

.. C)() 

-oo-

Q 

Şelc. 130 

Gt'ltx 
--b-

rp (x.gf = L Ka. e sin a.;y 

a. 

dır. x>O bölgesinde pozitif işaret alınır. 
4 - Şek. 131 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

y 

alf/Jy=o 

~~-o 
(j}::f'(x} J( 

Şek. 131 

X(O) =O Ve X(a) =O şartları yardımiyle B= O ve mcx = a.1tja bu
bulunur. (arpjay)9=b= O şartına göre Y' <b)=O olacağından Ca.IDa. = 
- Th mcx b bulunur. Genel çözüm 



.. 

Ch _cı"'(b-y) 
ep (x,y} = ~ Ka. sin ct"'ax _ _ a_""""b-

[J Ch ~ 
« a 

dir. ep (x,O) = f (x) şartı yardımiyle 

bulunur. 

o 
2 f . ct1tX Ka.=- f(x) sın- dx a a 

o 
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5 - Şek. 132 deki ~istemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

V ı -V2 Vz -\/2 

:;:ı T_oo -- a 
-00 

1 
ı 1 =-

Vr -\-1 o 
~ -VI X 

Şek. 132 

Problem süperpoıisyonla çözülebilir. Süperpoıe edilecek sistemler 
şek. 133 de görülmektedir. (a) daki sistem için 

e 1 
~ 

1 oı ? -v. ~ 

(Cl J 

- ·v., 
.... (/.() o 

(b) 

Şek. 133 
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cı>ı (x,g) = {1 !~ l.J cı7t 
a (telc) 

Sh cı1t (b - g) 
a sin~ 

Sh cı1tb a 
a 

ve (b) deki sistem için 

· Sh cı1tg 
<pı(x,g) = {1 4 Vı - - ~ sin cı1tx 

l.J cı1t Sh cı 1t b c 
a c 

bulunur. Orijinal problemin çözümü q> " cp1 +cp2 dir. 

6 - Topraklanmış paralel levhaların arasına üniform çizgisel yük 
getiriliyor, Şek. 134. Sistemin potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

'i 

fi<D 

~ - ...,-
~ % h -oo 

d 

~.o o X 

Şek. 134 

Problem iki boyutludur. Sınır şartları <p (x,O) = O, <p (x,b) = O, 
cp( ± oo ,g)=O dır. X için üste! çözüm ve Y için trigonometrik çözüm alı 
nırsa Y(O)=O şartından D=O ve Y(b) =0 şartından ma -= cı1tjb (cı= 1,2, ... ) 
bulunur. q>( ± oo,y)=D şartı yardımiyle x > O için C- 0 ve x<O için D=O 
bulunur. Böylece bu bölgedeki potansiyel fouksiyonları nı cp1 ve q> l ile 
göstererek 

ıt1tx 

- b-
{~ K . cıng ( O) cp1 = l.J a e sın - b- x> , 

cr. 

{1 - ~ . a.1tg 
cp2 = l.J Pa e b sın - b - (x<O) 

cı 
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elde edilir. x=O için qı1=<ı>ı olacağından Ka. = Pa. dır. x=O düzlernin

deki yük dağılışı için birim impuls fonksiyonu yardımiyle 

cr(y) = A.ô (y- d) 

yazılabilir. Bu fonksiyon için 

b b ) 
fö(y- d)dy = 1 , JJ(y)ô(y - d)dy--:: / (J 
o o 

dir (O<d<b}. x=O düılemindeki ikinci sınır şart ı 

şeklinde olacağından 

A. ö (y - d) _ ~K 2a.1t 1 'E!JL 
Eo I.J a. b sn b 

elde edilir. Buradan 

b 

K 
).. f . a.1ty ).. . rJ.1td 

a. = -- ô(y-d) sın -b- dg = -- sın -b-
a1t!o <ıT.Eo 

o 

bulunur. Aranan potansiyel fonksiyonları 

<ı1tX 

~ 
)... . rJ.1td - b- . a;1ty 

qıı(x,y) = --sm- e sın - b , 
rJ.1tE() b 

<ı1tX 

( ) ~ 
).. . ocr.d - - b . ar.y 

cp2 x,y = -- sın - 6- e sın-6-<ıitEo 

dir. 
7 Şek. 135 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 
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r-

Şek. 135 

1 ve 2 bölgelerindeki potansiyelleri q>1 ve qı2 ile gösterelim. X(O)=O 
şartından B= O ve X(a) =O şartından mu.= an/ a bulunur. Bu bölgeler
deki harmoniider için 

(cu. Sh mu.Y + du. Ch mu.y) sin m
11 

x 1 

(eu. Sh mu. y + /11 Ch m11 y) sin mu. x 

yazılabil ir. y = O için ep = O olduğundan eu.ff u. = - Cth m
11 

b bulunur. 
Genel çözümler. 

q>1 (x~y) = ~(c11 Sh ma. y + da. Ch mu. y) s in mu. x 1 

cr. 

"' (x y) = ~/ Sh mıı (b-y) sin my x 
,..z 

1 L.. a. Sh ma. b ~ 
cr. 

şeklindedir. y =O için q>ı(x10) = q>0 = sab. olduğundan 

yazarak 

~ d . fl.'ltX 
<ı>o = LJ a. sın -;;-

a. 

d11 = 4
1l'o (a -= tek sayı) 

fi.Tt 
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bulunur. Iki dielektrik arasındaki sınınır yüzeyinde sınır şartları y =O 
Için q:ıı = <p

2 
ve E1 (ôq:ı 1/ôy) = E2 (ôqı2/ô.ll) şeklinde oldug-undan 

Sh mcı (b-c) 

Sh mcı b 

_ Ch ma. (b-c) 
Et (ca. Ch ma. c + da. Sh ma. c)=-t2/ a. --Sh mcı b 

denklemleri yazılabilir ve bunları çözerek katsayılar bulunur. 

8 - Şek. 136 daki kutunun içindeki potansiyel fonksiyonu buluna
caktır. z =O yüzeyindeki potansiyel dag-ılışı <p =-f (x,y) dir ve diğer 
yüzler toprakJanmıştır. 

z 

Şek. 136 

X(O) = O şartından B=O, X(a) =O şartından ma.= a.rtfa, Y(O)=O 
şartından D = O, Y(b) = O şartından n~= ~1tjb bulunur (a.,~ = 1,2, ... ). a. 

ve~ için negatif değerleri alınağa lüzum yoktur. Zira bunJar fonksiyonu 
değiştirmezler. Xa. ve Y~ çözümleri Xa. = Acı sin mcı x, Y~ = C(i sin n~y 
şeklindedir. Za..~ ise 

Zcı.~ = Ea..~ Sh V m cı 2+ nli2 z + Fa..~ Ch V mcı2 + n~2 
z 
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şeklindedir. Z (c) - O şartından F a ,~!Ea,~ = - Th Vma2 + n~2 c bulu
oacakından 

Sh v' m 2 + n ~2(z-c} 
Za.~ = Ea,~ / sin m a. x sin n~ y 

Ch mi + n~2 c 

sin ma. x sin n~ y 

dir (Ka..~ = Aa C!3 Ea.~). 

1 (x,y) fonksiyonu bir çift Fourier serisine açı labili r. Aralıklar x-de
kişkeni için (O,a) ve y - dekişkeni için (O,b) oldukundan 

1 (x,y) =LL Ma,~ sinma x sin n~ y 
a !3 

serisi elde edilir. Ma.~ katsayıları 

a b 

Ma,~= ~ . ~ j_{l(x,y) s in m a. x sln A e y dx dy 

o o 

çift lntegrali yardımiyle hesaplanır. z = O için cp(x,y,O) = 1 (x,y) oldukun
dan 

l(x,y) = - LLKa.,(J Th v'ma.2 -t n~ 3 c sin m o. x sin n13 y 
a. ~ 

yazılabilir. Bunu Fourier serisi ile kaşılaştırarak 

K o. 6 = - =:-~M=a.=. f3~=-
• Th Vma2+na 2 c 

bulunur. Potansiyel fonksiyonu 

... 
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dir. 
Şayet diğer yüzlerio potansiyel dağılışiarı bilinirse benzer analiz 

yapılır. Keza süperpozisyondan faydalanarak her hangi bir potansiyel 

dağılışı problemi etüd edilebilir. 
c~oo olduğu takdirde Z fonksiyonu üste! olarak yani 

vmo.ı+n~l z + F e-Vmo.ı+n~ı z 
Z=Ee 

şeklinde yazılırsa E=O almak gerekti~i görülür. Genel çözüm 

-Vmo.2 +n~ı z 
qı(x,y,z) = L,L,Mo.,~ e sin mu. .\ sin n~ y 

a. a 

dir. a~oo ve b~ oo için seri yerine Fourier integrali kullanılır. 

25. Dairesel silindirik kootdinatlarda analitik çözüm. 

Silindirik koordinatlarda a;az = O için iki boyutlu Laplace denk-

!emi 

a ( aqı) a2qı 
P ap P ap + a ep ı :=o 

şeklindedir. qı(p, cp)=R(p) F(cp) koyarak 

ı ( 2 d2R dR ) ı d
2
F 

R P d"iT + P dP + F dcf> 2- = 0 

elde edilir. ikinci terim -m2 ye eşit yazılırsa 

d2F . 
2 

. d2R dR 

d
ri..

2 
+ m F= O , p2 - d 2 -1 p --- m

2 R-=O 
't' p dp 

diferansiyel denklemleri bulunur. m+O için çözümler 

F =A sin m ep ..LB cos m ep , 

dir. m=O için çözümler F0 = A0 cp +80, R0= C0lnp • D0 şeklinde olur. m 
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nin alaca~ı de~erler sınır. şartlarına ba~lıdır · Ekseriya rastlandı~ı gibi 
rp(p,ep)=cp(p,ep +21t) ise m ye tam sayı deg-erieri vermek ve Ao=O almak 
icap eder. Harmonik RmF m şeklindedir ve dairesel harmonik adını alır. 
Genel çözüm 

rp(p, ep)== LR ,.F"' 
m 

dir. Harmoni~in derecesi m dir. Sıfırıncı dereceden harmonik 
k1+k,c/> +k.,lnp+k.eplnp şeklinde de yanlabilir. m deg-erieri sürekli oldu
g-u vakit toplam yerine 

integrali alınır. 

m2 yerine -m2 alınırsa çözümler 

F A Sh mep + B Ch m ep, 

R=C cos {mlnp).-D sin (mlnp) 
şeklinde olur. 

Üç değişkenli Laplace denklemi 

şeklindedir. cp(p, ep ,z)-R(p)F( ep )'Z(z) koyarak 

p d ( dR ) 1 d2F p2 d2Z _ 
R dp P ap + F dcp2 + z dz2 - 0 

yazılabiür. Ikinci terimi - n 2 eşi t yazarak 

(a) 

bulunur ve Laplace denklemi 

1 d ( dR ) n2 1 d2Z 
pR dp p """'di) - p2 + Z dz2 -= O 

şekline girer. Son terimi m2 ye eşit yazarak 
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(b) 

(c) 

diferansiyel denklemleri elde edilir m+O ve n+O Için (a), (b), (c) denk· 

lemlerinin çözümleri 

F=C sin ne/> +D cos ne/> 

Z= MSh mz+ NCh mz 

olur. Silindirilc harmonik RF Z dir. Genel çözüm 

qı (p,cp, z) = L 'LRFZ 
.. n 

olarak bulunur. 

m=<> için çözümler 

R= Ap•+ Bp- D 

F= C sin ne/> + D cos ne/> , 

Z= Mz + N 

ve genel çözüm 

qı(p,cp ,z) = LRF Z 
n 

dir. n=O için çözümler 

R= A}0 (mp)+B Y0 (mp) 

F- Ccp+D 

Z- M Sh mz+N Ch mz 

olur. Genel çözüm 

qı (p,</>,z)= LRF Z 
m 

Elektrornaıootik Alan T.orisi F. 14 
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dir. rn= n=O için çözümler 

olur. 

R ..,. A In P+B , 

F=Ccp ..ı..N 

Z=Mz J-N 

m2 yerine -m2 alınırsa 

R=AI~(mp)+B Kn(mp) 

F C sin ncp+D cos ne/> 

Z- M sin mz+ N cos mz 

çözilmleri elde edilir. /D ve KD, modifiye Bessel fonksiyonJandır. 

m değerleri sürekli olursa toplamlar yerine integraller alınır. 

Eksenel (rotasyon) simetrik sistemlerde simetri ekseni z-ekseni ol
duğuna göre ô/ôc/> = 0 olacağından 

diferansiyel denklemleri elde edilir. m=f=-0 için çözümler 

R= A } 0(mp)+B Y0fmp) 

Z=MSh mz+NCh mz 

dir. m=O için harmonik (A0 In P+ B0) (M0z+N0) dır. 

m2 yerine -m2 alınırsa 

R = AI0 (mp) + BKo(mp) , 

Z - JIIsin mz +N cos mz 

çözümleri elde edilir. 
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Örnekler: 

1 - Sıfır potansiyelindeki sonsuz iletken silindir üniform elektrik 
alanı içine sokuluyor, şek. 137. Potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

X 

Şek. 137 

Üniform alanın pvtansiyeli için Eo= -dcp,dx yardım i yle cru= -E0-ı:+k 
=-E

0
p cos m+k veya x=O için ep~ = 0 seçerek q>;ı = - EoP cos c/> bulunur. 

Alan iki boyutludur (al a z-=0). Genel çözüm için 

m 

yazalım. x=eksenine göre simetriy i ğözönüne alarak tek fonksiyon olan 
sinüslü terimler kullanılmaz. Böylece Bm C,. = a.,. ve B.,Dm = b .. koyarak 

<P (p,cfı) = Ao In P-+- Bo + l)aın Prn t-bmP-"') cos mc/> 
m 

bulunur. Çok uzaklarda iletken s ilindirin üniform alan üzerine yadtığı 
bozucu tesir kaybolacağından potansiyel - E0 p cos q, değerine yaklaşır. 
Böylece p » R için Ao = B0 =O, a1 =- F0 ve m> 1 için am =O almak 

gerekeceğinden potansiyel fonksiyonu 

rp (ı-,<h l = - Eo P COS c/> + L b,. p-"' COS mc/> 
m 

şekline girer. p = R için ep (R,c/>) = O olacağını gözönüne alarak 

0=- E0 R cos ep+ "f..b ... R- m cos mc/> 
m 
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yazılabilir. Bu ifadenin if> açısına ba~lı olmaması için m = 1 almak ge
rekeceg-inden b1 = R2E0 ve m::fl için bm = O bulunur. Potansiyel fonksi· 
yon u 

dir. 

R2 
<p (p,(p) = - (p - -) Eo cos ep 

p 

2 - Sonsuz uzun dielektrik silindir üniform elektrik alanı içine so· 
kuluyor, şek. 138 Potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

--c o 

X 

Şek. 138 

Silindirin dışındaki ve içindeki potansiyelleri qı0 ve <pı ile göstere
lim. qı0 için yukarıda görüldüg-ü gibi 

00 

<ı>o=- Eo p cosif> + L bm p m cos m ep 
m= l 

yazılabilir. Zira çok uzaklarda polarizasyonun te~iri kaybolacaktır. p - O 
ekseninin çözüm bölgesine girdi~ini gözönüne alarak <pı için 

00 

<Jlı = L Cm pm cos mc/> 
m= l 

yazabiliriz (AmCm = cm)· Silindir yüzeyindeki sınır şartları p = R için 
cı>ı=ıvo ve E, ôrpı/ôp= aı:ro/ôp şeklinde olacaktır. Böylece 
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LCm Rm COS m ~J = - Eo R COS tP+ })mR "'COS m ep 
r~ /1)~ m 

t,,L.tc, R m-l COS m<h = - Eo COS c/>-~ ... R ,m+l ). COS m c/>, 
m 

,. 

bulunur'. Diğer taraftan 

L A ... cos m ep = ı:s ... cos m c/> 
m 

eşitliğinde A, = Bm olacağından ancak m = 1 değerlerinin alınabileceği 
görülür. Bu suretle 

b bı 
c1R=-EoR + R, f.,cı =-Eo- Rı 

yazarak 

b f,- 1 RlE 
ı = •.+ l o , 

bulunur. Potansiyel fonksiyonları 

2E0 
Cı = --

t, +-1 

<ro = - (p- ::+ ~ ~
2 

)Eo cos ep , q>;=-
2E0 p cos ep 

t,+1 

dir. 
3 Dielektrik kılıflı sıfır potansiyelindeki sonsuz uzun silindirik 

iletken üniform alan içine sokuluyor, şek. 139. Potansiyel fonksiyonu 

bul unacaktır. 

Şelc. 139 

.. 
-+E o 

X 
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Silindir dışındaki potansiyel için 

cı>o =- Eo P cos ep+ _La ... p-ın cos mc/> 
m 

yaıılabilir. Kılıf içinde p=O ve p= oo değerleri bahis konusu olamaya
cağından 

crı = L(bmpm + CıııP-m) cos mc/> 
m 

yazabiliriz. p = a ve p = b için sınır şartları yardımiyle 

m 
(a) 

- Eo b COS ep+ L amb m COS mc/> = L (b .. bm-+- C18b- "') COS mcp 
1 

(b) 
m m 

m m 

denklemleri elde edilir. m+t için bu denklemler ancak 

a. b-m= bm brtı + Cmb-rtı 

oldü~u vakit saglanabilir. (/) yi b ile çarpıp (e) ye ilave ederek 

(Er + 1) bm, = (Er - 1) Cmb- 2'1\ 

(d) 

(e) 

(/) 

(g) 

bulunur. (d) ve (g) nin ayni zamanda sağlanabilmesi için ya b ... = O, 
c,= O veya 

Fr+ 1 = _ ( a )2m 
Fr-1 b 

olması icap eder. E, ile yarıçaplar birbirine bağlı olınadı~ı ndan son şart 
sag-lanamaz. O halde bm=- c"'= O almak gerekir. (e) den am= O buluna-
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ca~ından m+l için om= bm - Cm = O olaca~ı anlaşılır. m =- 1 için yazılan 

Ct b1 a - - = 0 
a 

denklemlerini çöıerek 

2a2b'lE0 

cı - (t,+ı>h2+(&;-=ı>a2 

bulunur. Potansiyel fonksiyonları 

G>o = (- Eo P -1... ~~ ) cos ep , 

qı, -= (bı p + ~ ) cos </> 

dir. 

Özel haller: a= O için yarıçapı b olan dielektrik silindirin potansi
yeli bulunur. e, = 1 yapılırsa yarıçapı a olan iletken silindirin potansi 
yeli bulunur. lletken silindirin potansiyeli, dielektrik silindirin potansi· 
yelinde f,~oo koyarak da bulunabilir. 

4 - Dielektrik boru üniform alan içine sokuluyor, şek 140. Potan

siyel fonksiyonları bulunacaktır. 

Sınır şartları p : a için G>ı=G>J• Eı ocııı /op=EJOql:ı op ve p=b için 9ı=cııı 
Eıoqıl/op =Eıocp, ap şeklindedir. Ayrıca p~oo için •Pı = - EoP cos 4ı olmak 
zorundadır. Simetrid! n dolayı sinüs terimlerini bırakarak 
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Şek. 140 

<ı>ı ""' ( -EoP+ 1 )cos ep , 

<ı>ı = ( Bp + ~)cos ep , 

ep, = Dp cos ep 

yazılabilir. lntegrasyon sabitleri sınır şartları yardımiyle bulunacaktır. 
Mesela 

D = - . --- -- --.-4_E-=-o -.-:-----:-,----. 

(ı + :~ )(ı + ~) + ~(ı- ~)(ı +:;) 
dir. q>3 = Dp cos ep =D~ oldukundan 

Esı=- ~~=-D 

bulunur. Boru içindeki alan üniformdur. E2 = E3 alınırsa yarıçapı b olan 
dielektrik siündirin potansiyel fonksiyonları bulunur. Ayni sonuç a = b 
alarak da bulunabilir. E3-. oo için dielektrik kılıflı iletken in ·potansiyel 
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fonksiyonları elde edilir. 
5 - p = a , p = b silindirleri ile ep -= O, ep = 6 düz i emleri tarafın

dan sınıriandırılan sektör içindeki potansiyel fonksiyonu bulunacaktır, 
şek. 141. 

o 
Şek. 141 

Sistemin sonsuz uzunlukta oldu~u kabul edilirse problem iki boyut
lu olur. Sınırşartları cp(a,e/>)=0, <p(p,0) = 0, cp(p,6) = 0, cp(b,cp) /(ep) 
dir. Sıfırıncı dereceden harınonik bu şartlara uymaz. Harmonik için 

RF= (Cp• + Dp-m) (A sin m ep ı.. B cos m ep) 

yazalım. q> (p,O) =O şartına göre F (O) = O olacağından B = O bulunur. 
q> (p,6) = O şartına göre F (6) = O olacağından mu. = a:rr.f6(a. = 1,2, ... ),9 
cp(a,l/>) =0 şartına göre R ( eı) = O olacağından D4 /Cu. = - a- 'bna bulunur. 

Genel çözüm 

<p (p,cp) =- L Ku. sin mu.ep (pma.- almııp-ma) 
(J. 

şeklindedir (Ku.= Au. Cu. ). cp(b,cp) = /(l/>) şartı yardımiyle 

f (ep) = L Ku. sin mu. ep(bma.-aZma b- '" u.) 
(l 

yazılabilir. f (l/>) yi Fourier sinüs serisine açarak 
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f (ep) = ~ Ma. sin a.~</>-
a 

bulunur. Katsayılar 

o 
~;· / ( </>) sin a. r.</> d <b e e 

o 

integrali yardımiyle hesaplanır. Karşı laştırarak 

~ 

Ka. = e(bmcx_a;mcı bmcx) 1/ (</>) sin 

o 

a. r.c/> d</> 
o 

bulunur. Şayet 

o 
k cı = ~ ;·/(~)sin a.~cp d ep 

o 
koyarsak 

cı 

buluruz. 

Şayet di~er kenarların potansiyeli sıfırken ep (a, ch)= g ( ~) veril irse 
yukarıdaki ifadede yalnız a ile b nin yeri de~işir ve b~oo için potansi
yel fonksiyonu 

ep (p, ep) = ~ ka ( : rex s in Tncı ~ 
Cl 

şeklini alır. 

a = O yapı lırsa D O almak icap eder Genel çozüm 

ep {p, ep) = ~Ka p"'a sin mcı ep 
Cl 

# 
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şeklindedir. b= R alarak ep (R,cp) = f (</>) şarlı yardımiyle 

rp (p,cp) = ~ ko. (~)ma sin ma </> 

(1 

bulunur. ka: , yukarıda verilmiştir. 

f (ep) ve g (</>) dağılışiarı verildi~i takdirde problem süperpozisyon

la çözülür. 
Şek. 142 de R yançaplı dairedeki potansiyel da~ılışı f (~) oldu~u 

takdirde genel çözüm için 

Şelc. 142 

m 

yazıla b ilece~inden 

f (~) = k + L Rm( am sin mcp -+-bm cos m ep) 
m 

bulunur. Fourier serisinin katsayılarını veren integraller yardımiyle 

elde edilir. Buna Poisson integrali denilir. 
Şek. 141 de ıp (p,O) = h(p) veya ep (p,O) - ufp) da~ılışları verildi~i 

takdirde sınır şartları p de~işkenine göre homogen olaca~ından 
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RF- (A Sh m ep + B Ch m ep)[ C cos (min p)+D sin (min p)J 

harmoni~i kullanılır. Yukarıdaki problemlerde kullanılan harmoniğin ve 
sıfırıncı dereceden harmoniğin sınır şartlarına uymadıkları kolayca görü· 
lebilir. F (O) = O şartından B = O bulunacağından harmonik 

Sh mcpla cos (min p) +b sin (min p)] 

şekline girer. R(a) = O ve R(b) .... o şartları yardım i yle a 'b=-sin (mlna)/cos 
(mina)= - sin (mlnb)/cos (min b), s in m(ln a - ln b)= O bulunacağından ma. 

==- a.r.Jln(b/a) olacağı anlaşılır (a. 1,2, ... ). Genel çözüm 

cos (m;.; Ina) 
<p (p, cp) = L bm Sh m;y; cp 

a. 

dır. qı (p,8) = h (p) sınır şartı yardımiylc 

elde edilir. R fonksiyonu için sınır şartları homogen oldu~undan (1. nevi) 
norm için 

b 
N;.; = J sin2 (m;.; In : ) dp 

a 

bulunur. Serinin katsayılan 

b 

J /(p) sin (m« In : ) dp 

Kx. =.:..,.ob ___ _ 

J sin2 (m~ In : ) dp 
a 

integrali yardımiyle hesaplanır. 

g( ep) ve h( cp) dağılışiarı verildiği takdirde problem süperpozisyon· 
la çözülür. Genel olarak her hangi bir potansiyel da~ılışı için sınır de· 
ğeri problemini süperpozisyonla çözebiliriz. 
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6 - Şek. 143 deki sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 
Silindirin potansiyeli sıfır ve diskin potansiyeli ise cı>o dır . 

. ı 
Şek. 143 

Eksenel simetriden dolayı o/ocp =O dır. R ve Z için R= Al0(mp) 
f- BY

0 
(mp) , Z = Mem• + Ne- rru alalım. p-ekseni problemin sınırı içine 

girdiğinden B= O , z>O bölgesi için M = O ve .z<O bölgesi için 
N= O alınacaktır. Böylece z>O için harmonik K10 (mp)e- m• olur. R(a)=O 
şartı yardımiyle lo (m~ a) = O tulunur. mo; değerleri sıfırıncı basamaktan 

Bessel fonksiyonunun kökleridir. Genel çözüm 

Cj) (p,z) • LKa. lo (ma. p)e- ma.• 
~ 

dir. qı (p,O) . qı0 şartı yardımiyle 

yazılabillr. Norm Na. - a2 l 1
2(ma.a)/2 olduğundan Fourier-Bessel serisinin 

katsayıları 

o 

Ka. = a2~~(ma.a) f P}o(ma. p)dp 
o 

lntegrali yardımiyle hesaplanır. Potansiyel fonksiyonu 
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dır. z<O için ema.~ alınır. 

7 - Çizgisel yükün potansiyeli seriye açılacaktır. şek. 144. 

o 

Şek. 144 

M(p0,</> 0) noktasındaki üniform çizgisel yük P(p,cp) noktasında 

A. 
<J> ""' ---lnr 

21te 

potansiyelini meydana getirir (r = 1 yarıçaplı silindir referans seçilmiş
tir). r uzaklığı 

r = V p2 1 Po2 
- 2PPo cos( cf> - cf> o) 

olduğundan potansiyel için 

q> .. _ _ A. _ ln p- _A._f In lı - Po j( ep-</> o)]+ In [1 - PJe- j( ğı-</> o)]\ 
21tE 41te\ p p J 

veya 

cp- --A.-ln Po- _A._{ In [ı - .J_ '"/( cf>- cf> o)]+ In [ı - J:. e- j( ğı - ep o)l} 
21tE 41tE ~ ~ 



223 

yazılabilir. Parantez içindeki logaritmalan seriye açarak 

)...l 00 l (p)"' ı qı = - 2'1t8 1 n P - L ni ; c os (ep - ep o) (p >Po) , 
m- 1 

~ - - 2~< (In p, - lı! (:, r cos (</>- </>o)] (p<po) 

elde edilir. 
8 - Dielektrik silindirle paralel üniform çizgisel yük sisteminin 

potansiyel fonksiyonu bulunacaktır, şek. 145. 

c. o 

A 

fo 
d X 

Şek. 145 

Çizgisel yükün meydana getireceği primer potansiyel Po= d ve cp 0= 0 
koyarak elde edilir. Silindir dışındaki potansiyeli (Po ile ve içindeki po
tansiyeli de qı; ile gösterelim. Genel çözüm 

00 

qı(p, ep )=(Ao ep + Bo){ Co In P + Do) +- L (Am sin m c/ı t- Bm co s m ep)( Cmp• 
m= l +Dmp- m) 

şeklindedir. ep = O eksenine göre simetriden dolayı c/> açısı ve sin m ep 
alınmaz. Keza p =O ve p--+ oo için potansiyel sınırlı kalacağından loga
ritmik terim kullanılamaz. Silindir içinde p O ve silindir dışında ise 
p--+oo olabileceğinden içteki potansiyel için Dm= O ve dıştaki potansi
yel için de Cm = O almak gerekir. Böylece qı0 için (R<p<d) 

qıo = 2;Eo l~! ( ~ r cos m ep- ln d] r ~amP-m cos mc/> +ao 

ve qıı için 
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<Pi = L bmpm COS m rp +bo 
m 

yazılabilir. cp0 ifadesinde birinci terim primer potansiyeli (çizgiseJ yükün 
potansiyeli) ve diğer terim ise polarizasyon sonucu meydana gelen se
konder potansiyeli gösterirler. <Pi ifadesi ise her iki tesiri ihtiva etmek
tedir. Problemin sınır şartları p = R için 9i -- cp0 , e,ocp; oP=o?o/oP şek
lindedir. Bu şartlar yardımiyle 

).. 
bo - - --In d +a0 21t F0 

).. 1-E, R?;m 
a ... - - ---

ıa 2 1t Eo 1 + e, md"" ' 

b - _).._ ';----:1 --::-
DI - it Eo (1 --tr)md• 

bulunacağından a0 = k koyarak 

• 

cpi = -- - " - - cos m ep - -- In d t- k ).. 1 ( p )m ).. 
m 0 (1 + e,)L m d 2 1t Eo 

m 

ifadeleri elde edilir. p>d bölgesindeki potansiyel fonksiyonu <Po ifade
sinde pf d yerine dfp alarak yazılabilir. 

cp0 ifadesine 

).. 1-e, 
1 2 1t So 1 +e, np 

terimi ilave edilecek ve çıkarılacak olw·sa 

)..'=-).. 1 -E, )..' = _ )..' 1+,, . 
koyarak 

).. [ 1 ( p )"" J ).." [ 1 ( R2/d )m ] <Po = 2 1t 20 L-;; d co s m ep -1 n d + 2 it Eo L-;;; - P - co s m ıp -1 n p 
m m 

)..' 
- -- ln p + k 

2itEo 
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yazılabllece~inden, dıştaki potansiyelin x=d noktasındaki ).. yükü, 
x=R1/d noktasındaki )." imaj yükü ve orijindeki )..' imaj yükü tarafın
dan meydana getirildiğini farzetmenin kabil oldu~u anlaşılır. q>; ifadesi
nin incelenmesinden de bu potansiyelin x=d noktasına yani orijinal yü
kün bu undu~u yere getirildi~i farzedilen 

imaj yükü tarafından meydana getirildi~inin söylenebilece~i anlaşılır. 
9 - Şek. 146 da görülen topraklanmış levhalar arasına paralel üni

form çizgisel yük yerleştiriliyor. Sistemin potansiyel fonksiyonu bulu-

nacaktır. 

o~~~~--~--~~ 

c.f: O X 

Şek. 146 

Potansiyel fonksiyonlarını p<a bölgesi için qı 1 ile ve p>a bölgesi 
için qı2 ile gösterelim. Harmoni~i 

FR= {A sin mf/> + B cos m ep) {Cpm t Dp-m) 

şeklinde alalım. ep =O ve ep = y için Q = O olaca~ından B= O ve 
m.,.= k 1tjy (k= 1,2, ... ) almak gerekir. Diğer taraftan 1 bölgesi için 
D= O ve 2 bölgesi için C= O almak gerekece~lnden 

qlı = L Aı. p •ı. sin mı. q, , 
k 

Elektromagnetilc Alan Teoriııi F. 15 
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<1>2 = ~ Bk p- mk sin mı. ep 
k 

yazılabilir. p= a için <Pı =<ı>2 olduğundan Bk=Ak olacaktır. Böylece Ak 
bulununca problemin çözülmüş olacağı anlaşılır. Çizgisel yük p=a ya
rıçaplı silindir üstündeki 

yüzey yüküne eşdeğerdir. Bu ifadede görülen açısal ô-fonksiyonu (bi
rim impuls fonksiyonu) 

y 

J /(ep) ô (ep -~)dep=/ (~)/a (O<~<'y) 
o 

denklemleri ile tarif edilir. p a için ikinci sınır şartı (birinci yukarıda 
kullanıldı) 

şeklinde olacaktır. Buradan Fourier serisinjn katsayıları için 

bulunur. Potansiyel fonksiyonları 

A. {l ..!.. (.i. )k-::/y sin kn~ sin hep 
<Pı = 1tfo LJ k a Y Y 

k 

A. ~ 1 ( a )b.!y . kn~ . kncp - - sın -- sın -itfo kp y y 
k 

dır. 
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10-p=a ve p=b silindirleri ile z=O ve z =c d üziemleri tarafın
dan sınırianan bölgenin kenarlanndaki potansiyel da~ılışı verildi~ine 
2'Öre içteki potansiyel fonksiyonu bulunacaktır, şek. 147. 

f 

... 

Şek. 147 

Eksenel simetriden dolayı ata ep =O d tr. Harmoni~i 

RZ fA]0(mp) r B Yo(mp) I<MShmz+NCh mz) 

şeklinde alalım. Z (c) = O şartından M/N=-Cth mc ve R(b) == O şartın· 
tından B/A =- j 0(mb)! Y0(mb) bulunacağından harmoni k 

RZ - Kil ( ) _ _ Jo(mb) Y. ( )] Sh m( e- z) 
- JO mp Y

0
(mb) 0 mp Sh mc 

şekline girer (K AN). R(a) = O ş~tı yardım i yle 

Jo(ma)Y0(mb)- ] 0(mb)Y0(ma)= O 

denklemi elde edilir. m değerleri bu denklemin kökleri olacaktır. Bu 
kökler cetveJier yardımiyle bulunur. Kökler ma. ile gösterilirse (a:-1,2, .. ) 

genel çözüm için 
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( ) _LK Sh ma. (e-z) [ j 0(ma. b) ] 
<ı> P,Z - cx - S - - fo(mrx. p) - - Y0(ma. p) 

h mcxc Y0Cma. b) 
cx 

yazılabilir. Son sınır şartı yardımiyle (z = O) 

elde edilir. p ya göre sınır şartı homogen (1. nevi) oldug-undan bu fonk
siyonu seriye açabiliriz. Parantez içindeki ifadeyi kısaca R

0 
(ma. p) şek

linde göstererek 

b 

Ka. = l)lR,,(mcx b)~a2Rı2(ma. ~)Jpf(p)Ro(ma. p)dp 
a 

bulunur. 

Şayet c-+oo yapılırsa Z fonksiyonu Için Z = Ne- m• çözümünü ala
rak 

ep (p,z) LK -m• [ı ( ) Jofmx b) ı a. e o ma. P - - - - Y0(ma. p) 
Yo(ma. b) 

a. 

elde edilir. 

Eğer a=O yapılırsa, z = O yüzünün potansiyel dağılışı f(p) olan ve 
dig-er yüzleri sıfır potansiyelinde tutulan silindir elde edilir Y0(0) son
suz olduğundan Neumann fonksiyonunu kullanamayız. Böylece genel çö
züm için 

~ Sh ma. (e-z) 
fP (p,z) -= l.J Ka. Sh ma. c Jo{ma. p) 

a. 

elde edilir. m değerleri } 0(mu. b)= O denkleminin kökleridir. c-+oo için 
bu çözüm 

<p (p,z) = L Ku. e-ma.•Jo(ma. p) 

a. 

şekline girer. Norm Nu. b2]ı2(ma, b),2 olduğundan meseLa /(p)=<ı>o=sab. 
için 
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bulunur. 
Diğer yüzlerio potansiyeli sıfırken z =c yüzünün cp=g(p) potansiyel 

dağılışı verilirse Z(O)=O şartından N =0 ve R(b) =0 şartından B
1
A= 

- j
0
(mb}/ Y0(mb} bulunacağından harmonik 

l ]o (mb) 1 RZ=K Sh mz Jo (mp)- Y;(mb) Yo (mp) 

şeklinde olur. ma. değerleri R (a) =O şartı yardım i yle yazılan 
]

0
(ma)Y

0
(mb)-]

0
{mb)Y0{ma)=fJ denkleminin kökleridir. Genel çözüm 

şeklindedir. <ı>(p,c) = g(p) şartı yardımiyle 
b 

Ka. = sh ma. c [b2R
1
2 (ma.

2
b)- a2R

1
2 (ma. a)l J pg{p)Ro'ma. p}dp 

a 

bulunur. 
Diğer yüzlerio potansiyeli sıfırken z =O ve z = c yüzlerinin /(p) ve 

g(p) dağılışiarı veriHrse problem süperpozisyonla çözülür. 
Şayet p = a veya p = b yüzlerinin potansiyel dağılışiarı verilecek 

olursa sınır şartı z-değişkenine göre homogen olacağından (diğer yüz
lerio potansiyeli sıfır) Z için trigonometrik çözüm alınır. Mesela p=b 
yüzünün potansiyel dağılışı <p = h(z) şeklinde verilmiş olsun. Harmoni k 

RZ = lAlo (mp) + BK0 (mp)] (M sin mz .... N cos mz) 

dir. Z(O) =O şartından N - 0 ve Z(c}=O şartından ma. = cx:ıt c (cx. =1,2, .. ) 

bulunur. R(a) ~O şartı yardımiyle BIA= -/0(ma. a}/ K0(ma. a} yazılabile· 
ceğinden genel çözüm için 
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elde edilir. Son sınır şartına göre c;>(b,z) = h(z) olacag-ınean 

yazılabilir. h{z) yi Fourier sinüs serisine açarak 

bulunur. 

a =O için K0~0) sonsuz olduğundan ikinci nevi modifiye fonksiyon 
kullanılamaz ve genel çözüm 

qı (p,z) = ~K«l0(ma. p)sin ma. z 

a. 

şekline girer. c;>(b,z) - h{z) şartı yardımiyle 

yazarak 

elde edilir. 

lı (z) =~Ka. 10(ma. b) sin mcx z 

a. 

c 

K« - c/o(:« b) j h(z) sin ma. z dz 

o 

c-+oo için m değerleri sürekli olaca~ından Fourier serisi yerine 
Fourier integraJini kullanmak icap eder. 

Şayet a =O için sıfır potansiyelindeki z = O ve z =c düzlemler i 
arasındaki ve h (z) potansiyelindeki p =b silindiri dışındaki potansiyel 
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dağılışını bulmak istersek /0 yerine K0 fonksiyonunu kullanmak icap 

eder. Genel çözüm 

ep (p,z) - LK« K0(m« p) sin ma. z 
a. 

dir. Ka. katsayıları cp(b,z)= h(z) şartından faydalanarak bulunur. 

p=a silindirinin cp=ulz} potansiyeli verildiği takdirde problem ben· 
zer şekilde incelenir. Diğer yüzterin potansiyeli sıfırken p = a ve p =b 
silindirlerinin u(z) ve h(z) dağılışiarı verilecek olursa problem süperpo· 
zisyonla çözülür. Genel olarak her hangi bir potansiyel dağılışı için 
problem süperpozisyonla incelenir. Mesela iç yarıçapı a ve dış yarıçapı 
b olan c uzunluğundaki s ilindirik kutunun pot:ınsiyel dağılışı z = O için 
Vıı z=c için V1, p = a için V3 ve p =b için V4 olarak verilirse yuka· 
nda elde edilen sonuçları bu sabit potansiyeller için değerlendirerek 
süperpozisyon yapmak icap eder. 

11 - Noktasal yük ve dielektrik levha s isteminin potansiyel dağı
lışı bulunacaktır, şek. 148. 

e 

z 

Şek. 148 

Problem imaj metodu yardımiyle çözülebilirse de bu yol pek elve· 
rişli olmaz ve sonuçlar pratik değildir. Levha yüzeylerinin denklemleri 
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z = a ve z =b dir. Noktasal yük ün potansiyeli için 

ep (p,z) = q _ = q 
4 1t Eo r 4rtEoV p2 + z2 

yazılabilir. Eksenel simetriden dolayı potansiyel ep açısına bağlı değil
dir. Diğer taraftan 

yazılabileceğinden 

-

00 

00 

IP (p,z) = 4~ J Jo(mp)~-,., •ı dm 

o 
elde edilir. Şek. 
için 

148 de 1,2,3 ile işaretlenen bölgelerdeki 

RZ = [AJo(mp) + BY0 (mp)] (M~,,,. + Ne-m•) 

potansiyeller 

harmoniğini kullanacağız. Ancak m değerleri sürekli olduğundan (zira m 
spektrumuna sürekli karakter verecek her hangi bir sınır şarb yoktur) 
çözümler toplam yerine integraller yardımiyle ifade edilecektir. p = O 
için Y0(0) sonsuz olduğundan 2. nevi silindirik fonksiyonu bırakarak 
R=Aj0(mp) alınacaktır. 

- oo <z<a bölgesinde N= O almak gerekeceğinden 

00 00 

cı>ı(?,z) = 4~20 J Jo(mp)e- "'·"1dm+ J A(m)e"'"}o(mp) dm 

o o 

yazılabilir. a<z<b bölgesi için 

00 

<1>2 (p,z) = j[B(m)e-"''+ C(m)efiU]j0(mP) dm 

o 

olacaktır. Nihayet b<z< oo bölgesinde M = O almak gerekeceğinden 



yazılabil ir. 

00 

<p3 {p,z) = J D(m)e-:mx fo(mP) dm 

o 

Sınır şartlan 

z = a için fPt = <Pl , a<pJaz = ı,aq>ı az 

z = b için Cj)ı = q>, , r.racp.Jaz = a<ilstaz 

şeklinde olaca~ından 

_q_ e-"'" + A(m)e"'" = B(m)e- "'" + C{m)e"'" , 
4neo 

B{m)e-mb + C(m)emb = D(m)e-"'" 

ı:,[B{m)e-"'b- C{m)emb] = D(m)e-"'lı 
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denklemleri elde edilir. Bnnlar çözülerek A(m) vs. katsayıları bulunur. 

Mesela 

bulunaca~mdan 

elde edilir. 1/(1-{32e- 2
1D

0
) yi seriye açarak bu ifade 

00 

şekline sokulabilir. 
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Levha sayısı birden fazla oldug-u vakit de problem benzer şekilde 
çözülür. 

12 - Üniform yüklü dairesel halkanın ve dairesel diskin potansiyel 
fonksiyonları bulunacaktır. 

Dairesel halkanın eksenj üstündeki potansiyel için daha önce 

Q ı 
cp(O,z ) = 4m: - ya2 + z 2 

bulunmuştur. Noktasal yükün potansiyeli için yazılan 

00 

cp(p,z) = 4~ J ]0(mf') e-ın. ız l dm 

o 

ifadesine göre eksen üstündeki potansiyel, }0{0) = O oldu~undan, 

00 

ep (O,z)= 4~E fe -ııı ıl dm 

o 

olacaktır. Diğer taraftan halkanın eksenindeki potansiyel için 

00 

ep (O,z) = -
4
Q flo (ma) e -mfı:l dm 
'I:E 

o 

lntegrali yazılabileceğinden P(p,z) noktasındaki potansiyel için 

elde edilir. 

00 

ep (P,z) = 4~ J }0(ma)}o(mp) e - m ı:/ dm 

o 

Üniform yüklü diskin potansiyeli integrasyonla bulunur. Diskin toplam 

yükü Q ile gösterilirse 2nada elernamndaki yük dQ= ~2 2nada = 2Qada/b2 

olacağından 



00 

2 Qada f mlı ' d<ı>= 4ıte b2 lo (ma)l0(mp) e dm 

o 

yi sıfırla b (diskin yarıçapı) arasında integre ederek 

bulunur. 

00 

<P (p,z) = 2ıt~ b'l f lo(mp) e 

o 

00 

b 

mlıl dm I a lo (ma}da 

o 

- 2~b r lo(mp) lı(mb)e mlıl dm/17? 

o 
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13 - Şek. 149 da q noktasal yükü sonsuz uzun silindirik bir boşluk 
içinde bulundu~una göre potansiyel fonksiyonu bulunacakbr. --

Şek. 149 

Eksenel simetriden dolayı problem ep açısına ba~lı de~ildir. Modi
fiye silindirik fonksiyonlar yardımiyle 

00 

ı 

r 
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yazılabileceğini gözönüne alarak noktasal yükün polansiyeli için 

-- tJ """" 
q ep (p,z) = 4~ = 

2
--f-

00

{cos mz K0(mp) dm 
nt:or 1t to ~ 

o 

integrali elde edilir. ep(p,z) = cp(p, -z) olduğundan 

Z = M sin mz + N cos mz 

de sinüstü terimler alınmaz. Keza p~ için sonsuz olan 2. nevi modifi
ye Bessel fonksiyonunu bırakarak ı bölgesindeki potansiyel için 

00 00 

ep,= 
2 

~- j .cos mz K0(mp)dm + {. A(m) cos mz /0 (mp) dm 
1t co 

o o 
yazılabilir. Birinci lcrim noktasal yükün potansiyelini (primer potansi
yel) ve ikinci terim ise polarizasyondan ileri gelen potansiyeli (sekon
der potansiyel) göstermektedır. m değerleri sürekli olduğundan toplam 
yerine integral alınmıştır. 

2 bölgesinde /0(mp) modifiye fonksiyonu alınamaz. Zira p~oo için 
bu fonksiyon sonsuzdur. Böylece 

00 

ep2 = J B(m) cos mz K0(mp) dm 

o 

yazılabilir. A(m) ve B(m), sınır şartları yardımiyle bulunur. p = a için 
epı = ep2 ve aq>ı/ap = e,acpılap olacağından 

A(m) _ _ q _ ma(e,-1)K0(ma)K0'(ma) 
- 2nleo ı-ma(e,-1)/0(ma)K0'(ma) 

q ı 

B(m) = 21t2fo 1-ma(e,-ljlo(ma)Ko'(ma} 

bulunur: Integraller mümerik olarak veya planimetre ile heaaplanır. Şa
yet e,~oo yapılırsa sıfır potansiyelindeki iletken içindeki silindirik ka-
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nalın potansiyel da~·tlışı elde edilir. 
14 - Şek, 150 deki siştemin potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

Ayni ekc;enli silindirler arasında z =O düzleminde sonsuz küçük bir 
aralık vardır. Silindirlerin potansiyelleri ı;>1 ve Q. dir . 

.. 
a 

Şek. ıso 

Eksenel simetriden a, a ep =O dır. R ve Z Için 

R = A /0(mp) + B Ko{mp) , 

Z =- M sin mz + N cos mz 

alalım. p = O Için sonsuz olan K0(mp) modifiye fonksiyonunu bırakarak 
harmonik için 

RZ= (G sin mz +H cos mz) /0 (mp) 

yazalım (G =MA, H=NA). m= O için harmonik (A0 In p + B0)(M0z+N0 ) 

dır. p O için In p sonsuz olacağından A0 =O almak icap eder. O hal
de bu harmoniği k1-+-k2z (k1 =BoN0 , kz=BoM0) şeklinde atabiliriz. z-de
ğişkenine göre sınır şartları homogen değildir. Bununla beraber z=-11 

ve z= +lı noktalarındaki sabit potansiyel değerlerini m= O harmoniği· 
ne yükteyerek homogen olmayan şartları dağıtmak kabil olur. Böylece 
k 1-k2 l1=cp1 ve k1+ k2 l2 =cp2 denklemleri yardımiyle 

k - lıcp2 - l2rpl k - fPı-!i>ı 
ı - lı + lı ' 2

- lı t- lı 

bulunur. k1 ve k2 için bu değerler ahrunca Z(-/1)=0 ve Z( + lı)= O 
olacağından 
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-M sin m lı + N cos m lı =- O , 

M sin m l2 + N cos m 12 = O 

yazarak sin m (lı +L2)=0 bulunur. Bu denklemi sağlayan m değerleri 

a>. 
ma. = lı+l2 (a = 1,2, . .. ) 

şeklinde bulunur. Böylece genel çözüm için 

cp (p,z)=k1+ k2z+ L (Ca. sin ma. z+Ha. cos ma. z) /
0

(ma. P) 
a. 

veya Ga.fHa. = ctg ma.l olduğunu gözönüne alarak 
1 

a. 
yazıJabilir. 

P=a olunca-lı <z<O için cp=cp1 ve 0<z< + i2 için cp = <p
2 
de~erini 

alacağından Fourier sinüs serisinin katsayılan 

o 

Aa. = lı~lı[ J (qıı-kı-k2 z) sin m a. (l1+ z)dz 

-lı 

+ 12 

+ J (qıa-k1-k2z) sin ma. (lı + z) dz 1 
o 

şeklinde hesaplanır. Yarım periyod 11+ 12 dir. Integraller hesaplanırsa 

bulunur. Genel çözümle karşılaştırarak (P = a) Ha. katsayılan için 

2 sin ma. 11 Ha. =-- (ıp2-qı1) cos malı 
a1t i0 (ma. a) 
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ifadesi bulunur. Potansiyel fonksiyonu 

(11 + z) cı>ı + (l9 - z) cı>ı + 
ıp (p,z) = lı + lı 

1 
. /o( ma. p) 

cos ma. 1 sın ma. (l1+z) ----
.. 10(ma. a) 

a. 

dir. 
l1=Lı-l için cos ma. lı = cos (a.7t/2) olacag-ından seri yalnız çift cx 

de~erleri için yazılır. Bu durumda z = O için sin (a.ıtt2)=0 olaca~ından 
simetrl düzleminin potansiyeli 

<ı> (p,O) = cı>ı t <ı>ı 
deg-eri ni alır. 

Şayet silindirlerden biri sonsuz uzun olursa problem Fourier integ
ralini kullanarak çözülür. Mesela lı~oo alarak şu sonuçlar elde edilir : 
Z( -lı)= O şartından G!H = ctg m / 1 bulunaca~ından 

00 

qı(P,z) =-cp1 · {H(m)sin ~(/ı '
1
_z) lo(mP) dm 

_ sınm 1 

o 

yazılabilir, m de~erleri sürekli oldu~undan toplam yerine integral alın
mış ve z = - lı için ep -= qı1 oldu~u gözönüne alınarak denkleme <p1 ek
lenmiştir. H(m) katsayısı, p = a sınırındaki potansiyel da~ılışını Fourier 
integrali yardımiyle göstererek bulunur. Bu maksadla ~ = z + 11 de~iş
ken transformasyonu yapılırsa p= a için 

00 

qı(a,z) - cı>ı+ jH(m) siin m~~ /0 (ma) dm 
s n m 1 

o 

elde edilir. Dig-er taraftan 

/(~) = q> (a,C';) - <Vı 

fonksiyonunun kompleks Fourier integrali 
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00 j <><> 

1 <~> = 2~ .f g(m)ej~dm = 2!i J g(p)eP'C.dp 

-o<> - j <><> 

şeklindedir. Katsayı fonksiyonu 

o<> 

- o<> 

integrali ile bulunur. Şek. 151 de /(~) nın de~işimi görülmektedir. cp(a,~) 
ifadesine göre tek fonksiyonu gözönüne alarak 

-lı 00 

i(p)- - J (cpz -cpı) e-P~d~ + /<cp2-cpı)e-P'C.d~ - -j} (qı1-qı1) cos m/
1 

-oo /
1 

bulunur. Di~er taraftan U(m) fonksiyonu 

) 

-el ~-~ 

o (, 
1·'1:. -(~ 

Şek. 151 

U(m)=--l m ) g(m) =- - cos m ı ı f } 2 Qı - <ı'2 l 
r. \ r. m 

dir. Bunu <p{a,~) ifadesi ile karşılaştırarak 

H(m) = _ 2.__! 1-cp2 sin ml, cos m lı 
1t m 10(ma) 

bulunur. Böylece potansiyel fonksiyonu için 

........... .. 



00 

2 ( ) ;·cos m 11 
qı(p,z)=cı>ı --:; cı>ı-cı>2 m 

o 

s in m (lı + .ı) fo (mp) dm 
10 (ma) 

2·H 

elde edilir. Bu integral nümerik veya grafik olarak hesaplanabilir. Re
zidülerden faydalanarak da hesaplar yapılabilir. Bumaksadla p=jm ko

yarak kompleks integrasyona geçilir. Kutuplar p= O ve /o(ma)= } 0(pa) 

=O denkleminin kökleridir. 

Her iki silindir sonsuz uzun olduğu takdirde problem yine Fourier 
integrali yardımiyle çözülebilirse de Bessel fonksiyonları ile çözmek da
ha kolay olur. Bu maksadla 

R = AJo(mP) + BYo'mP) , 

Z - M e"'1 + N e-= 

çözümlerini gözönüne alalım. P = O ekseni çozum bölgesinde bulundu
ğundan Neumann fonksiyonu kullanılamaz ve z>O için M= O ve z>O 
için N - O almak g·crekir. Böylece z>O bölgesindeki harınonik için 
Ke-m•J

0 
(mF) alınabilir (K =AN). Bu fonksiyonun P- a için sıf ır olması 

islenirse bu sınırdaki sınır şartını (rp= qı2) gözönüne alarak genel çözüme 
cp

2 
yi eklemek icap eder. Diğer taraftan } 0(ma a)_:O denkleminin kökle-

ri yardımiyle ma değerleri bulunur. } 0(ma p) fonksiyonları ortogonal bir 

s istem teşkil ederler ve norm 

dır. Genel çözüın için 

q> (P,z) = qı2 + ~Ka e- m•Jo(ma P) 

a 

yazılabilir. Ka katsayıları ep (F,OJ =(cı> ı +<ı>2)t 2 olacağını gözönüne alarak 

yazılan 

<P1 + ~Ka }o(ma P) = ; ( c,>ı ~ <.?2) 

a 

denklemi yardımiyle bulunur. Böylece 

Trigooometrik Alan Teorisi .F. 16 
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şeklinde olacaktır. 

Pratikte ekseriya eksen üzerindeki potansiyel ve türevi ile Ugilenilir. 
p- 0 için 

bulunur. Toplam için yaklaşık olarak (1-Th wz)/2 yazılabileceğJnden 

<p (O,z} ..., _cp ı t <ı's + <ı'ı; <Jlı Th w z 

bulunur (w=1,32/a). 

Yukarıda incelenen lertipiere elektron optlğiode rastlanır. 

26. Eliptik silindirik koordinatlarda analitik çözüm. 

Eliptik silindirik koordinatlarda metrik katsayılar 

lı; lırı = c v Ch2ç - cos2rı = 1ı , h. = ı 
olduğundan Laplace denklemi 

şeklindedir. cp(s,TJ,z) = F(Ç ı H(TJ) Z z) ayırması yapılırsa 

bulunur. Son terimi mı ye eşit yazarak 
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(a) 

elde edilir. İkinci denklemde h2=c2(Ch2~-cos2.rı) koyarak 

yazılabilir. llk iki terimi p2 ye eşit yazarak 

(h) 

(c) 

diferansiyel denklemleri bulunur. 

(a) denkleminin çözümü m+O için 

Z = MSh mz+NCh mz 

dir. (b) ve (c) denklemlerinin çözümleri Mathieu fonksiyonJandır. Bu 
fonksiyonlar için özel literatüre müracaat tavsiye edilir. 

Potansiyel fonksiyonu bulunduktan sonra alan bileşenleri 

Lürevleri yardımiyle hesaplanır. 

Iki boyutlu problemlerde potansiyel denklemi 

a2c;ı a2cp 
a~2 + aıı2 = o 

şeklinde, yani kartezyen koordinatlar gibidir. x ye 9 yerine f, ve rı ala
rak benzer çözümler yazılabilir. Iki boyutlu problemierin çözümüne ör
nek olarak şek. 152 de görülen sonsuz uzun eliplik silindirin içindeki 
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potansiyel fonksiyonunu araştıralım. Eliptik silindirin x>O.~ yarısı cp
0 

"l=1T X 

ş.lc. 152 

potansiyelinde ve x<O yarısı ise - Qo potansiyellndedir. F(;) ve H(TJ) 
için 

F= A Sh p!; +B Chp!; • 

H -C sin pTJ -L D cos PTJ 

çözümlerini alalım. Sistemde iki simetri şartı vardır. Simetriden dolayı 
;=O ekseni (büyük eksen) bir alan çizgisidir. Bu sebeple büyük eksen 
boyunca Eç = O ve dolayısiyle (aFJa'E.)ç = 0 O olması gerekir. Böylece 

(pA Ch pÇ + pB Sh p'E,);= O O 

denklemi yardımiyle A - O bulunur. Di~er taraftan T)=1t/ 2 ve T) 31t/ 2 
için (küçük eksen boyunca) potansiyel sabittir ve yarım silindirlerin 
potansiyellerinin ortalamasına yani sıfıra eşittir. Buradan H(1t/ 2)= 
H(3w 2) - O yani C - O bulunur. Potansiyel fonksiyonu 

şeklindedir (K= BD). 

ep (!;,TJ) - L Kp Ch pl; cos P'rJ 

p 

Potansiyel Ç =~ eliptik silindiri üstünde - 1t/2<TJ<1t/2 için cp= cp
0 
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değerini ve 7t/2<"f)<37t/2 için ep = - qı0 deg-erini almaktadır, şek. 153. 
Bu dikdörtgen dalganın Fouricr serisi 

'1 

- ·- ...-

'fo 

-1fk o ""Iz -~ 

Şelı:. 153 

00 

qı (e.c,,"f)) = 
4!0 L~n~>; cos (2n+l)"fJ 

şeklindedir . Bunu 

n =O 

ep (~.'rJ)= L Kp Chp~ cos P"fJ 
p 

lle karşılaştırarak p=2n + 1 ve 

K= 4qıo (-1)11 

P Chp~2n+l 

bulunur. Böylece potansiyel fonksiyonu için 

00 

411'o tl (-1)" Ch (2n+l); 
qı (~,'rJ)= - n- I.J 2n+l Ch {2n+ 1)~ cos (2n*- 1}"fJ 

n =O 
1 

elde edilir. 

Elipsi karekterize eden ~ değeri yarı eksenler yardımiyle kolayca 
bulunur. A noktasında x=a, "f)-0, Ç=e.c, oldugundan a=c Ch ~ ve B nok
tasında y = b , "f)=n12 , Ç=~ oldug-undan b==c Sh ~ yazarak ~= 
Th- 1{b/a) elde edilir. 
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27. Parabolik silindirlik koordinatlarda analitik çözüm. 

Parabolik silindirik koordinatlarda metrik katsayılar 

lıF, = h n= .. /E}+TJ2 =h , lı.=1 

oldug-undan F{;) , H ('rJ) ve Z{z) fonksiyonları için 

d2Z 
--m2 Z = O 
dz2 

~~ + (mı;2-p2J F=O , 

d2H 
dTJ2 ~· (m2TJ2-Lp2) H - O 

diferansiyel denklemleri elde edilir. Son iki denklemin çözümleri Her· 
mite fonksiyonlandır. Bu fonksiyonlar için özel literatüre müracaat edi! 
mesi tavsiye olunur. 

28. Küresel koordinatlarda analitik çözüm. 

Bu koordinatlarda Laplace denklemi 

a ( 2 acp ) 1 a ( . acp) 1 a2cp _ ar r ar + sin e aa sın o aa + sin26 acp2 - o 
şeklinkedir. Şayet potansiyel ep açısına bag-lı de~ilse, yani z-eksenine 
göre eksenel simetri varsa, atac/>=0 olacag-ından laplace denklemi 

a ( 2acp) + 1 a ( . 9 aıp) 0 ar r ar -sin e a e sın aa = 
şekline girer. ıp(r,6) = R(r) T(9) ayınnası yardımiyle 

1 d~ (rı~~) + Ts~ne dd e( sin ° ~[)=o 
elde edilir. Birinci terim yalnız r ye ve ikinci 
bag-lı olduğundan birinciyi k ya eşit yazarak 

terim ise yalnız O ya 

~(r2 dR) -kR=O 
dr dr ' (a) 

1 d ( . dT ) 
sin e de sın e 'dO + k T = O (b) 

diferansiyel denklemleri bulunur. (a) denkleminde R=rn ve R=r- ln+l> ko· 
yarak k=n(n+1) bulunacag-ından bu denklemin çözümünün 
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olaca~ı anlaşılır. 

Ikinci denklem Legendre denklemidir ve k= n(n t- ı), ı.ı =- cos e ko-

yara k 

d~l (ı-ıı~) ) ~~ l - n(n+l)T O 

şekline girer. Bu denklemin çözümlerinden yalnız P.(ı.ı) şeklinde göste
rilen Legendre polinomları, n nin tam sayı deg-erieri için, t.L= ±ı oldu
~u vakit sınırlı kaldıklarından poler eksenin çözüm bölgesine girmesi 
ha;inde harmonik 

şekilnde alınır. Buna zonal harmonik denilir. Genel çözüm 

00 

c;ı (r,e) = LRnPn 
n= O 

dir. 1/r zonal harmonig-i noktasal yükün potansiyelini ve cos 6/ r2 zonal 
harmonig-i ise dipolün potansiyelini gösterir. 

Üç değişkenli Laplace denkleminde c;ı(r,O,</>)=R(r)S(e,q,) koyarak 

ı d ( 2 dR) . 1 a ( . 0 as) + ı aıs 0 R dr r dr -ı- s sin e aa s ın ae s sin2 a a </>ı = 

bulunur. Birinci terim yalnız r ye ve son iki terim ise hem e ya ve 
hem de </> ye bag-lıdır. Birinci terimi n(nt1) e eşit yazarak 

_d_( r 2 dR )-n(n+ ıJR=O 
dr dr 

(a) 

1 a ( . as ) ı aıs 
sin e aa sın e -aa T sin26 aq,ı +n(ntı)S -"" 0 (b) 

denklemleri elde edilir. S(e, ep)= T(e)F( q,) ayırması yapılırsa son denk

lem 

• 
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sin e d ( . O dT ) ( l) . 2e ı d2F _ 0 ---r- de s ın -· d9 +n n -ı- s ın +F d cl> 2 -

şekline girer. Yalnız ep ye bag-h olan son terimi -m2 ye eşit yazarak 

diferansiyeJ denklemleri elde ediliı·. ı..ı=cos e koyarak son denklem 

-- (ı -ı..ı2)-- + n(n+ı) - -- T O d [ dT ] [ m
2 ı 

dı..ı dı..ı 1 -ı..ı2 

şekline sokulabilir. (a) ve (c) denklemlerinin çözümleri 

R -A o+ B .. a - n r ---;;:;:ı-
r 

Fm=Cm sin mcp + Dmcosmcp 

dir. (d) nin çözümü ise 

T .. m=Ern,nPam (cos 9)+Fm,aQrım (cos 8) 

dır. Pa"' ve a,m, 1. ve 2. nevi asosye Legendre fonksiyonlarıdır. 

Küresel harmonik R,. T."' Fm ve genel gözüro 
,. 00 

cp(r,9,cp)= ~ ~ Rn T .. mFaı 
m=O 11=0 

olacakbr. EkseneJ simetri halinde m=O olur. 

(e) 

Şayet r=O çözüm bölgesinr girerse A=O ve r~oo çözüm bölgesi
ne girerse B=O alınır. Potansiyel fonksiyonu genel olarak bir değerli 
olacağından ep( ep) =rp( <lı 2ıt) dir ve bu sebeple m ye tam sayı 
deg-erierini vermek gerekir. Q,m(ı..ı) fonksiyonları ı..ı=± ı için sonsuz ol
duklarından poler eksen çözüm bölgesine girdiği vakit kullanılamazlar. 
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Pnm(fJ.) fonksiyonları ise ıı tam sayı olmadığı vakll yakınsak değildirler. 
Nihayet Po"'(ı.ı.) fonksiyonları ancak n=m için mevcutturlar. Küresel 
koorditatlardaki analitik çözümleri araştırırken bu önemli noktaları göz· 

önünde bulundurmak lazımdır. 

(b) diferansiyel denkleminin çözümlerine yani 

fonksiyonianna yüzey harmonik adı verilir. Bunlar n veya m ye göre 
ortogonal bir fonksiyon sistemi meydana getirirler. Keza P,. '"(ı;.) fonksi· 
yonları -ı ;a tJ. ~ + 1 aralığında ortoganol bir sistem teşkil ederler. 

Örnekler: 

1 - Noktasal yükün potansiyeli Legendre polinomları serisine açı· 

lacaktır, şek. 154 

Şek. 154 

Orijinden r
0 
uzaklığındaki q yükü P noktasında <p = q/4-rr.ER potansi· 

yelelini meydana getirir. Şek. 154 yardımiyle 

R = Vr0
2 +r2-2f1Cos0 

yazılabileceğinden seriye açarak r<r0 ve r>ro için 
00 

qı1 - ~ ~(.!_)
0

Po (cos O) (r<r0) , 
-ı:r.Ero LJ r0 

n=O 



250 

00 

<92 = 4:Er ~ c·: r Pa (co s 6) 
n =O 

ifadeleri elde edilir. <pz ifadesinde birinci terim orijinde bulunan nokta
sal yükün potansiyelini ve ikinci terim ise yine orijinde bulunan dipo· 
lün potansiyelini gösterir. Diğer terimiere 2., 3. vs. basamaktan çok 
kutupluların potansiyeli (mültipol) gözüyle bakmak kabildir. 

2 - lletken küre ve noktasal yük sisteminin potansiyel fonksiyonu 
bulunacaktır, şek. 155. 

Şek. 155 

Potansiyel ep açısına bağlı değildir (m=o). 1-L = ± 1 için sonsuz ol
duğundan Q .. (ı.ı.) fonksiyonları ve r~oo için sonsuz olan r" terimleri 
kullanılmaz. Boylece küre dışındaki potansiyel için 

cp(r ,S)=qıp + Q.= 4~ -+- ~ Bar-<a+ı> Pa( cos6) 

n =O 
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yazılabilir. <pp, noktasal yükün potansiyelini (primer potansiyel) ve qı, ise 
küre yiiıeyinde indüklenen yük dağılışının potansiyelini (sekonder po-

tansiyel) göstermektedir. r< d için 

00 

fP (r,9) ~ l4:Ed ( ~ r + ,~~1 ]Po (cos O) 

n= O 

yaıılabilir. Kürenin pot<y1siyelini <pı. ile göstererek 

00 

_ _ ~ [ q ( a )" Ba 1 rp (a,9) - cpı. - I..J 4-Wl 7 + ao+t Po (cos 9) 

n-0 

elde edilir. Kürenin potansiyeli sabit olacağından bu denklemin her 9 
açısı için sağlanması gerekir. Bunun için de sıfırdan farklı n değerleri 
için P.(cos 9) !erin katsayıları sıfır olmak zorundadır. Bu suretle n=O 
ve n+O için katc;ayıları bulmaya yarayan 

_ aq _ q a2ıı+l 

Bo-acrı.:- 41ted , Bn-- 41tE Jn+i 

ifadeleri elde edilir. Küre dışındaki her hangi bir noktada potansiyel 

00 

( 
9) = _!!_ + ~ _ _ q_~a2D+1 Po(cose) 

ep r, 41teR r 41tE I..J Jn+l r"+1 

n=O 

olur. Küre yüzeyindeki yük yoğunluğu için 

bulunur. Kürenin toplam yükü ise 

n 21t n 

Qı. = J J ua2 sin e de dep = 21ta2 J (1 sin e d e 
o o o 
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olacaktır. Legendrc fonksiyonlarının ortogonalliğindcn dolayı n-zf:m için 

it 

j P.(cos O) Pm (cos O) sin O dO = O 
o 

dır. m=O için P0(cos 6)=1 olduğunu gözönüne alarak n=/=0 için 

bulunur. Böylece 

r. 

J P.(cos 8) sin O dO = O 
o 

a 
Qı. = - d q + 47tEa <i>k = 4'ltE B0 

elde edilir. Buradan kürenin potansiyeli için 

Qı. q 
<:pı. = -- + --4'ltEa 41tEd 

yazılabilir. Şayet küre topraklanmışsa <pıc .... O ahnır. Küre izole ve nötr 
olduğu takdirde ise Qı.=O olacaktır. 

Sekonder potansiyeli 

- Qı. qa3jd2 cos a 
qı.- 47tEr - 47te -;:ı--''· 

şeklinde yazabiliriz. Bu ifade incelenirse birinci terimin orijindeki 
Qı.=47tE Bo noktasal yükünün potansiyelini, ikincı terimin momenti 
-qrrjd2=41tE B1 olan ve z - ekseni yönünde bulunan d ipolün potan
siyelini vs. gösterdikleri anlaşılır. 

Şek. 155 de z=b= a2jd noktası z=d noktasının küreye göre enver
sidir. Bu noktanın P ye uzaklığı R' ile gösterilirse 

00 

_!_ = ~ a2n P.(cos8) 
R' I.J d• r•+t 

n =O 

yazılabilir. Bu suretle potansiyel ifadesi 

(r O) _ _ q _ _ Qf!:_!d + ~ + qafd 
qı ' - 41tER 41ttR' 47tt:r 47tEr 

şekline girer. Bu ifadede birinci terim z=d noktaşındaki q yükünün, 
ikinci teri m z=b noktasındaki q' - -qa/d imaj yükünün, üçüncü teri m 
orijindeki Qı. yükünün (nötr kürede sıfır) ve dördüncü terim orijindeki 
q"=-q'=qald yükünün potansiyelini gösterir. 
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3 - Oieleklrik küre ve noktasal yük sisteminin potansiyel fonksi

yonu bul unacaktır. 
Dielektrik kürenin dielektrik sabitini E1 ile ve dış ortamınkini de E2 

ile gösterelim, şek. 155. Küre dışındaki potansiyel için 

00 

<Jit = 47t~ - ~B,r-(o+ı) Pa {cos 6) 

n =O 

yazılabilir. Birinci terim primer potansiyeli ve ikinci terim ise polarizas
yon sonucu meydana gelen sekonder potansiyeli gösterir. Küre içinde-

ki potansiyel için 
00 

<Jiı = ~ Aer"Pe (cos 8) 

n=() 

yazabiliriz. r - O için sonsuz olan r--(n+t) terimleri bırakılmıştır. Bu ifade 
hem q yükünün payını ve hem de polarizasyonu içine almaktadır. Küre 

dışında r<d için 
00 

olacaktır. Sınır şartları r = cı için 

şeklindedir. Bunlar yardımiyle 

ve Eı Ô<Jiı - E ôq~2 
ôr - 2 ôr 

bulunur. Böylece potansiyel fonksiyonları için 
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ifadeleri elde edilir. 

e1~oo için bu ifadeler 

tn - 9 
Tl - 41teıd 

00 

9 9 ~ a2"+1 P .. (cos9) 
q>2 = 4r.EıR- 41te;- lJ d"~ı ro+l 

n= O 

şekline girerler. Bunlar ise nötr iletken kürenin potansiyelleridlr. b==a2fd 
ve 9'= -a9fd koyarak 

00 

9 q' ~ (b)" <P2 = 4 o+ 4-- - P .. (cose) 
1tE2'" 1t€2r r 

n =O 

yazılabilir. İkinci teri m z = b envers noktasında bulunan 9' imaj yükü
nün potansiyelini gösterir. Bu ifadeyi 

şeklinde de yazabiliriz. 

<P - 9 2 - 41tE2R 
9' 

4 - Poler eksen üstündeki A. = A.(~) sürekli çizgisel yük dag-ıhşının 
potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

Yük dağılışının orijinden itibaren l uzunlug-u boyunca yerleştiği 
farzed ilmektedir. Poler eksen üs tündeki dı:;, elemanı R uzaklığındaki P 
noktasında d<p=M:l~/41teR potansiyelini meydana getireceg-inden r>l için 

00 00 l 

( O) _ ~ __ 1_~ /"}. (Y) r o P .. (cosO) dr 
q> r, - [Jqı" - 4m: LJ. ., ., r"+ ı ., 

n=O n= OO 
bulunur. n- 0 için 
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1 

ı f Q =- ).. d= -IPo 4'1tEr (~) ~ 41ttr 
o 

olur (Q =toplam yük). Bu ifade orijindeki noktasal yükün potansiyelini 
gösterir. Diğer terimler yüksek basamaktan eksenel mültipollerin potan
siyellerini gösterirler. n. basamaktan mültipol için 

dir. 

1 

p(n) = j)..(~)~ad~ 
o 

5 Uetken küre üniform alan içine sokuluyor, şek. 156. Sistemin 
potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

Şek. 156 

Üniform alanın yönü z-ekseni yönünde alınırsa primer potansiyel 

için 
cpa=-E0z =-Eor c os 9 = - E0r P1 (cos O) 

yazılabilir (z=O için cp0=0 alarak). Kürenin tesirle eleklriklenmesinden 
dolayı yüzeyinde meydana gelen yük dağdışının doğuracağı sekonder 
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potansiyel için 
00 

_ ~B Pn(cos 8) 
~. - ~ n rn+ l 

n =O 

yazılabilir. Böylece küre dışındaki potansiyel için 

00 

~ Po (cos 8) rp (r,8)=-E0r P1 (cos O)+ ~Bn ----;:;+ı 

n= O 

elde edilir. Kürenin potansiyeli rrıı. lle gösterilirse r = a için 

00 

tl P. (cos 6) <Pı.--E0 a P1 (cos8) + [JBn ---;;a+ı 

n =O 

yazılabilir. Küre yüzeyinde potansiyel sabit olacag-ından bu ifade O açı
sına bag-h olamaz. Böylece 

bulunacağından potansiyel için 

( a' ) a ep (r,O) = - r + ,:ı E0 cos e + r <ı>ı. 

elde edilir. Kürenin yüzey yoğunlug-u 

cr--s- -= 3EE0cos6+-- • (()q> ) Eq>ı. 
ar r= a a 

olacaktır. Kürenin toplam yükü ise 

r: 2ıt 

Qı. = a2 f foin 0 dO dep = 41tEOq>ı. 
o o 

dır. Sekonder potansiyel için 
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a 3 a 
ep. =- ı Eo cos e + - qııc 

r r 

yazılabilir . Birinci terim orijinde bulunan ve momenti p=4.rc~JE0 olan 
dipolün potansiyelini ve ikinci terim ise orijindeki Qı. noktasal yükünün 
Coulomb potsnsiyelini gösterir (nötr kürede Qo.. O dır). 

6 - Dielektrik küre üniform alan içine sokuluyor. Potansiyel fonk
siyonu bulunacaktır. 

Kürenin dielektrik sabitini Eı ile ve dış ortamınkini de E2 ile göste
relim. Kürenin içindeki potansiyel için 

00 

CJlı = L, A.r•P. (cos 6) 
n= O 

yazılablllr. Polari7asyon sonucu meydana gelen sekonder potansiyel 
için 

00 _ L B P.( cosB) 
qı. - 0 n+ l r 

n =O 

ya zılabileceg-inden kürenin dışındaki potansiyel için 

elde edilir. 

Problemin sınır şartları r=a için q>1 - CJl2 ve Eı ôqı1/ôr =- E2 ôqıı/ar dir. 
Böylece 

n n 

(b) 
n n 

yazılabilir. n=O için (a) denkleminden B0 Ao=a•+ ı ve {b) denkleminden 
B0=0 bulunur. O halde A0 =B0 O dır. n>l için {a) dan B. A. = 
a2D+1 ve (b) den Bo~A. =- nE1a2D+ı {n+ l)E2 elde edilir. Buradan n+l 
için A.= B.=O almak gerekti~i anlaşılır. n = 1 için denklemleri çözerek 

Eleluoınaınetik Alan Teorisi F. 17 



258 

Al = - 3e1 E0 B Eı-~ 'E. 
2 , ı = +2 a o 

Et+ E:ı Bı E2 

bulunur. Potansiyel fonksiyonları 

3 eı E 6 <J>ı = - 81+2~ or cos , 

E e + Eı-~ SE, Cos e 
cp2 = - 0 rcos +2 a o- r2 

Eı E:ı 

dir. Kürenin sekonder p~tans_2::.eli " Cil 

- Eı-Ea !J E cos e 
ep.- Eı+2 E

2 
O r 2 

dir. Bu ifade, orijine yerleştirilen ve mo-
menti 

E - t:. 

P = 4 1t E 1 -~ a3 E 2 eı + 2 e2 ° 
olan dipolün potansiyelini gösterir. 

lletken küreye ait formülleri e1~co 
alarak kolayca elde edebiliriz. 

7 - Şek. 157 de görülen üç bölge
deki potansiyel fonksiyonları buluna
cakbr. Şek. 157 

.... 

için 
Üniform alan +z- ekseni yönündedir. Üç bölgedeki potansiyeller 

~ Pn (cos 9) <ı> ı = - E0rP1(cos .0) + L. An r"+ı , 
ll 

<Jl2 = L ( Bnr" 1 r C:.:ı )Pn( COS 9) 
ll 

ll 

yazıJabilir. Sınır şartları yardımiyle n = O ve n> l için katsayıların sılır 
olacağı görülür. Böylece potansiyel fonksiyonları 



ıp 1 = ( - Eor+ ~~ )P1(c'Js 9) , 

~2 = ( B1r + ~~ )P1(cos 9) , 

c;>3 = D1r Pı (cos 9) 
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şekline girerler. Katsayılar sınır şartlarından bulunur. Mesela e1= E3= E0 

ve E1 =E, Eo alarak 

Dı = - 9Er_E...:!_o __ 

(2E,+l) (s,+ 2)-2(E, -1)2
( : r 

elde edilir. cp3=D1r cos O=D1z oldug-undan iç bölgedeki alan 

olur. Bu alan üniformdur. Ifadenin incelenmesinden içteki alanın daima 
dıştaki alandan daha zayıf olacag-ı anlaşılır. Dielektrik küre ekranlayıc ı 
bir tesir göstermektedir. Ancak bu ekranlamanın bir değer kazanabil
mesi için yüksek dielektrik sabiUi özel malzemeler kullanmak gerekir. 
E,-+ oo alınırsa ekranla me tam olur ( iletken küre, E~=O). Şayet a-+0 
yapılırsa üniform alan içine sokulan b yançaplı dielektrik küreye ait 
formüller elde edilir. 

8 - Şek. 158 deki yarım küreterin potansiyelleri v, ve v2 oldu
ğuna göre içteki ve dıştaki potansiyel dağıl~ları bulunacaktır. 

r ~ a ve r ~ a için potansiyel fonksiyonlarını cp1 ve q>2 ile göstererek 

n 

~2 (r ,9) = }.:B.r-(n~ı>P.(lJ.) 
n 

yazılabilir (lJ.=cos 0). Küre yüzeyindeki sınır şartları 
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Şek . 158 

O~ı..ı.~ -ı için q> = q>, 

şeklindedir. Potansiyel fonksiyonları küre yüzeyinde 

ıı>ı (a,6) = LA.a• P. (ıı) , 
D 

IPs (a,6) = L Bo a-C•+ı>P.(ıı) 
n 

olacaktır. Potansiyel dağılışı Legendre serisine açıhrsa ikı bölgedeki 
katsayıları bulmak için 

o + 1 

2n ~ 1 (An a") = f ep, P. (ıı) dı.ı + .r ıı>ı Pn (ıı) dıı , 
-ı o 

o +1 
2n~ ı [ B.a-<•+t>] = 1 ep, P. (ı.ı) dıı + 1 ıı>ı P. (ı.t)dıı 

-ı o 
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efadeleri elde edilir. Di~er taraftan 

lJ.ı 

(2n + 1) J Po{ıı)dı.ı.=Po+l{iJ.ı)-Pa-1 fı.ıJ - Pa+! {lJ.ı)+Po-ı(lJ.t) 

lJ.t 

ve n=2k (çift) için 

P21ı(O)=(-l)" 1.3·5 ... (2k-l), P2ı.(-l)=Pıı.(+1)=+1 
2.4.6 ... (2k) 

ve n = 2k+l (tek) Jçin 

P21ı+t (O)= O 1 Paı.+ı ( + 1)=- Pııı+ ı(-1)= + 1 

oldukUnu gözününe alarak n çift oldu~u vakit yalnız n = O için 

A 9ı + 9ı 8 a ( , ) 
r1() = 2 1 o- 2 c.ııı-r<Pl 

bulunur ve di~erleri sıfır olur. n tek oldu~u vakit 

n- 1 
A = <ı>ı - <ı>ı ( - l) 2 1.3.5 ·_:_·(n - 2J (2n + l) 

" 2 a" 2.4.6 . . . (n + 1) 

bulunur. Ba katsayıları yukarıdaki ifadelerde a" yerine a--i"-'-
1
> koyarak 

yazılabilir. Böylece potansiyeller için 

00 n- 1 
cpı(r,B)= <ı>ı ~ <ı>ı + cı>ı-<ı>ı L ( -1) 2' 1.3.5 ... (n-2) (2n+ l) (c_)" Po (ı.ı.), 

2 ıı=l (tek) 2.4.6 · · ·(n+ 1) a 

00 n- 1 
<Pl(r ,B):.= <ı> ı + <P2 ~ + <ı' ı - ep, L( - 1) - 2-1.3.5 ... (n - 2) (2n+ 1) (~)a+t po (lJ.) 

2 r 2 n= l(tek) 2.4.6 ... (n + 1) r 

ifadeleri elde edilir. 
a TC/2 düzleminin potansiyeli qı=(qı,+cııı)/2 dir. Bu sebeple yukarı

daki çözümler, potansiyeli cp1 olan yarım küre ile (qı1 - <Pı)/2 potansiyel
indeki dairesel disk arasındaki potansiyeli bulmak için kmlanılabilir. 
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Şayet cııa = - cp1 seçilirse topraklanmış disk ile yarım küre arasındaki 
potansiyel fonksiyonu elde edilir. 

9 - Her hangi bir eksenel simetrik küresel potansiyel dag-ıhşının 
meydana getireceg-i potansiyel incelenecektir. 

Kürenin yarıçapı R olsun Yüzeydeki potansiyel dağdışını cp(R,O) = 
/(9) ile göstereJim. Kürenin içindeki ve dışındaki potansiyeller için 

n 

cııo = L B. r -Cn+l) Pa (IJ.) 
n 

yazılabilir. Aa ve Bo katsayıları 

-ı 

2n-Ll 1 A. = 2 00 f (9) P" (ı.ı) dı.ı , 

-ı 

olacaktır. Böylece 

-ı 

~ 2n+ l ( r )• 1 cıı; = Ll 2 R P. (ı.ı) 1 (9) P. (ı.ı) dı.ı 
n -1 

+ı 
2n+ 1 ( R )a+l f cııo = L ı- -;:- P,. (ı.ı) / (9) P. (ı.ı) dı.ı 

n -ı 

bulunur. 

10 - Üniform yüklü dairesel halkanın ve diskin potansiyel fonksi
yonları bulunacaktır. 

Şek. 159 da görülen halkanın toplam yükü Q ile gösteriliTse eksen 
üstündeki M (z,O) noktac;ında meydana ·gelen potansiyel qı (z,0J= Q/41tER 
olur. 1/ R. yi Legendre polinomları serisine açarak potansiyel fonksiyon
ları için 
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o 
Şelc. 159 

q>1 (z,O) = -{1- L (: rP .. (cos a) (z<c) , 
'lt EC 

n 

<Pı (z,O) = 4~ L (c )"+1 (z> c) --;- P,(cos a) 
n 

elde edilir. Her hangi bir P(r,9) noktasındaki potansiyeller için 

<Pı (r,9) = LA, r" P .. (cos 9) (r <c) , 
n 

n 

yazılabilece~inden r = z ve e- o için karşılaştırarak 
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C!1ı (r,9) = 4~c ı; ( ~ rpD (cos cı) PD (cos 9) 
11 

(r<c) 1 

Q ( c )n+ ı cpl (r,9) = ~ L ; Po (cos cı) Po (cos 9) 
n 

bulunur. Po(ı)=ı olduğundan r=z ve 9= 0 koyarak eksen üstündeki 
değerlerin elde edileceğ-i kolayca görülebilir, 

Halkanın potansiyeli için bulunan bu fonksiyonlar disk, silindir ve 
küresel kepin potansiyellerini bulmak için çok elverişlidir. Hesaplar in
tegrasyonJa yapılır. Şek. ı60 da görülen üniform yüklü disk, eksen üs
tündeki Mr z,O) noktasında 

ep (z,O) = 2: ( v' a2 + z2 - z) 
potansiyelini doğurur. Bu ifadeyi 

p (1. , 8 ) 

Şek. 160 

r:rz ( · / a
2 

) ıp (z,O) = 2E V ı + -;r -ı 

veya 



265 

aa (· / z
2 

) ep (z,O) = 28 y ı + ? -ı 

şeklinde yazıp binom serisine açarak 

aa 
00 

( a )2D-t 
ep (z,O) =TE n~l Cın." ---;-

(z>a) 

serileri elde edilir. Cv2
1 = ı ve Cı,{' ise 

C "_ ( ı)"+l 1.3.5 .. . (2n-3) 
112 - - 2.4.6 . .. 2n 

dir. Böylece her hangi bir noktadaki potansiyeller için 

(r<a) 

ifadeleri bulunur. 

29. Sferoidal koordinatlarda analitik çözüm. 

Yassılaşmış ( oblate) sferoidal koordinatlarda u = Sh ~. v = cos rı 
değişken transformasyonu yapılırsa 

x = p cos ep , !J = p sin ep , z - cuv , 

p = c v{l + ırı<ı - ~ı, cos ep 
yazılabilir. Yeni değişkenler için değişme sınırları 
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O ~ u< .,., , -1 ~ v ~ +1 

dir. Bu değişkenlere göre metrik katsayılar 

lıcp =p 

olacağından Laplace denklemi için 

a: [ (1 + u2
) ~=] + :v [ (1 - v2

) ; : ] + (1 +~:~~~v2) :~~ = O 

bulunur. <p (u,v,cP) = G (u) H (v) F(cp) ayırması yapılırsa 

d2F 
dcf>2 + m2F = O 

- (1 + u2
) - - n(n...ı.. t)- - - G- 0 d [ dGı [ m

2 1 
da du 1+u2 • 

- (1 - v2
) - + n(n + l)- -- H- O d [ dH1 [ m 2 ] 

~ ~ ı-~ 

diferansiyel denklemleri elde edilir. (a) nın çözümü 

F,.. =C.., sin mcf> ...L Dm cos m cf> 

dir. (b) ve (c) nin çözümleri ise 

dir. Sferoidal harmonik Gırı,.H,..,.Fm ve genel çözüm 

n QO 

cp(U,tl,</>) =- L L Gm.oHm1oFm 
m-O n= O 

olacaktır. Eksenel simetri balinde n:ı=O alınır. 

(a) 

(b) 

(c) 
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Küre, sferoidin özel hali olduğundan küresel harmonikler de sfero

idal harmoniklerio özel hali olur. 

Örnekler: 

ı - <ı>o potansiyelindeki yassı iletken sferoidin potansiyel fonksi

yonu bulunacaktır. 
Sferoidin yarı eksenleri a ve b ile gösterilirse t.o=Th-

1
(b, a) bulu

nur. p,.m(jSh l;>) fonksiyonu ~~oo için sınırlı kalmadı~ndan kullanıla
maz. m= O olduğunu gozönüne alarak genel çözüm için 

00 

<P = LA,. P,. (cos ıı) Q .. U Sh ~) 
n =O 

yazılabilir. Q,.(cos ıı) fonksiyonu ıı=O ve ıı=n için sonsuz olduğundan 
kullanılmamıştır, Bu ifade, sferoidi belirten t.o değeri için <Po potansiye-

lini vereceğinden 

00 

cı>o = L An P .. (cos ıı) Q .. (j Sh~) 
n= O 

elde edilir. A .. katsayıları için 
+1 

A.Q . 2n+l f • U Sh t.o) = ~ - <Po Pa(ll) dil 

-ı 

yardımiyle n+ O için A .. =O ve n= O için 

bulunur. Potansiyel fonksiyonu için 

_ (~) _ Qo (j Sh ;) are ctg (Sh ;) 
<p-q> - cı>o Q

0 
C]Sh ı;J =qıo are ctg- (Sh ~) 

elde edilir. Alan şiddeti 
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= - -- =- 'eıı <rıo=Shl;o) 
c V 1 + u2 V u2 + v2 are ctg rıo 

olur. Sferoidin yüzeyindeki yük yo~unlu~u 

CT = (E E ) _ = =--:;e =qı~o ..._":'----
!; !;-!;o c Vl + u(l V u0

2 + v2 are ctg u
0 

dır. Sferoidin yükünü şöyle bulabiliriı: Çok uzaklarda yani büyük ~ 
de~erleri için eşpotansiyel yüzeyler kürelere yaklaşırlar. ~ gibi u =Sh ~ 
de büyük de~erler alaca~ından 

z=cu COS n 1 p=cv l+u2 sin n""' C u sin n 

ve dolayısiyle z2 + p2 = r 2 ... c2 u2 yazabiliriz. Alanın normal bileşen i 
çok uzaklarda yaklaşık olarak 

Um 
~~00 

de~erini alacaktır. Bu Ifade, orijinde bulunan Q noktasal yükünün 
alanı ile karşılaştırılırsa 

bulunur. Sferoidin kapasitesi ise 

C= .il_= 4TCEC 

cı>o are ctg u0 

olacaktır. 

Potansiyel ve yo~unluk ifadelerini Q yükü cinsinden 

cp=-
4

Q arcctgu 
r.ec 
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şekline sokabiliriz, Yo~unluk v=O için maksimum ve v=l için mini
mum olur. Maksimum ve minimum de~erler rrm•• - Q/41tab ve r1mio=Q/41ta

2 

dir. 
f.o~ için sferoid c yarıçaplı dairesel disk haline gelir. are etg (0) 

= 1t/2 oldu~undan rr ve C için 

rr= Q , C=8Ec 
41tc ye2 - p2 

bulunur. 
Potansiyelin yalnız Ç (veya u) koordinatına ba~h olaea~ını gözönü

ne alarak çözüm direkt integrasyonla bulunabilir. Laplaee denklemi 

d~ [ (1 + ul)~: ]=o 
şeklindedir. lntegre ederek 

qı (u) = A are etg u+ B 

bulunur. u-.oo için qı=O seçerek ve qı(rıo) = <ı>o oldu~unu gözönüne ala

rak 

elde edilir. 

are etg u 
ep (u) = cı>o are etg Uo 

2 - Dielektrik sferoid üniform alan içine sokuluyor, şek. 151. Po-

tansiyel fonksiyonu bulunacaktır . 

.Pt 
--E o 

1 

c, 
E2 
o ~ 

z 

Şek. 161 
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Üniform alan +z- ekseni yönündedir. Primer potansiyel 

<Po- -EoZ=- Eoe uv=-Eoeu~) 

dir. dıştaki potansiyeli <Pı ile ve sferoid içindekini de qı2 ile gösterelim. 
Eksenel simetriyi gözönüne alarak 

00 

<Pı (Ç,rı) = L A .. P .. (v)Q .. (ju)+<ı>o 
n =O 

00 

<Jl2 (~,rı) = L Bn P,. (v) Po (ju) 
n=O 

yazabiliriz. z- ekseni çözüm bölgesine girdikinden Q .. (v) fonksiyonu 
ve ~-?oo için sonsuz olan P.(ju) fonksiyonu qı1 ifadesine sokulmamıştır. 
Ayni sebeple Q .. (v) ve Ç~O için sonsuz olan Q .. (ju) fonksiyonu cp

2 
ifa

desine konmamıştır. 

Problemi n sınır şartları Ç=~ için qı1=qı2 ve e1arp1/aÇ ... e
2
acp

2
/ôÇ dir. 

Bunlar yardımiyle mesela rp2 için 

bulunur. u0 =Sh ~ = Sh (Th- 1 b ) dır. Sferoid içindeki alan 
a 

drn E. 
E - T2 - o- sab 2:z - -dz -A- · 

dir. Alan üniformdur. e2>E1 için E2<E0 olacag-ı görülmektedir. 

Yassı bir sferoidal disk için ao=O alınabileceginden E2z=e
1
E

0
je

1 yazıla bilir. 

3 - Yüksüz dairesel disk, ekseni ile a. açısı yapan ünifurm alan 
içine sokuluyor, şek. 162. Potansiyel fonksiyonu bnlunacaktır. 
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c 

o 

Şelc. 162 

Alanı, biri normal di~eri de te~etsel olmak üzere iki bileşene ayıra
biliriz. Bu bileşenler Ea = Eo cos cx. ve Et = E0 sin cx. olacaktır. Sonuç 
süperpozisyonla bulunur. 

Te~etsel bileşen için primer potansiyel 

cp<SJ=-Etx=-Eo sin cx.(p cos </> )= -cE0 V(l + u2)(1-v2
) sin cx. cos </> 

dir. Potansiyel çok uzaklarda bu de~ere yaklaşır. Böylece F için F= Ccos</> 
almak gerekece~inden m= l dir. Di~er taraftan n= m oldn~undan n nin 
en küçük de~eri n= l olmalıdır. n> l de~erlerinin alınamayaca~ı kolay
ca görülebilir. v= ± 1 için potansiyelin sınırlı kalaca~ını gözönüne alarak 

elde edilir. Fonksiyonlan yerine koyarak 

bulunur. u=O için <ı>t=O olaca~ından jA= -r.B12 yaıılabüir. u~ oo için 
<Jlt cp 00 olaca~ından B = 2cE0 sin cx./ 1t bulunur. Böylece 

elde edilir, u=O için <Pt=O ve ~oo için qıt= <P<SJ oldu~u kolayca gö-



272 

rülebilir. 

Alanın normal bileşeni diskin tesiriyle bir distorsiyon uğramayaca
ğından tfJt ile cı>a = - E0z cos o: yı süperpoze ederek 

tp = -Eo[~( arctgu+ l~u2)sino:cos ep + zcoso:J 

bulunur. 

Uzamış (prolate) sferoidal koordinatlarda u=Ch Ç , v=cos 'Tl de-
ğişken transformasyonu yapılırsa 

x = p cos ep , y = p sin ep , z=c u v , 

yazılabilir. u ve v için değişme sınırları 

l~u<oo , -l~v~+l 

dir. Yeni değişkenlere göre metrik katsayılar 

olacağından Laplace denklemi 

şeklindedir. cp(u,v, ep )=G(u)H(v)F( ep) ayırması yapılırsa 

d2F 
dep2 + m2F =O 

(l-u2
) - - -2u-- + n(n+l)- -- G= O , d

2
G dG [ m2 ı 

du2 du 1- u2 

(l-v2
) -- -2v-- + n(n+ l)- -- H=O d

2
H dH [ m2 ] 

d~ ~ 1 -~ 

diferansiyel denklemleri elde edilir. {a) nın çözümü 

(a) 

(b) 

(c) 
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dir. (b) ve (c) nin çözümleri ise asosye Legendre fonksiyonlarıdır. u 
de~işkeni 1 ile oo arasında de~iştiginden Pa m (u) ifadesinde 1- u

2 
yeri

ne u1-1 ve Qa"'(u) ifadesindeki logaritmalarda 1-u yerine u-1 alınır. 
Harmonik G •.• H m,o F,. ve genel çözüm 

n 00 

dir. Eksenel simetri halinde m = O alınır. 

Örnekler : 
1 - cp

0 
potansiyelindeki iletken sferoidin potansiyel fonksiyonu 

bulunacaktır. 

m - O oldu~undan (a/a </> O) genel çözüm 

00 

qı(u,v)= L {A. Pn {u) !-Bo Qo (u)] [A' o Po (v)-1 B' o Qn {v)) 
n~ • 

şeklindedir. v= ± 1 için sınırlı olmayan On (v) yi ve u-+oo için sonsuz 

olan P. (u) yu bırakarak 
00 

( ) 
" Co Oa (u) P. (v) 

q> u,v = LJ 
n - 0 

yazılabilir. u~ u0 (~ =~) için 

00 

q> (Uo,v) = qıo = L CaQa{uo)Po (v) 
n= O 

olacaktır. Ca katsayıları 

Elelcromagnetik Alan Teorisi F. 18 
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yardımiyle bulunur. n+ O için Co=O ve n= O için 

dır. Böylece 

cp= cp(u) =<Po Qo (u) 
Qo (uo) 

bulunur. Alan şiddeti 

C - <Po o- - -
Qo(uo) 

In u+ ı 
u - ı 

<Po l u0+1 
n-

aa-ı 

dır. Sferoidin yüzeyindeki yoA-unluk ise 

olacaktır. ' Toplam yük ve kapasite için 
• 

C= 4r. Ec 
Cth-ı uo 

ifadeleri bulunur. Toplam yük cinsinden 

Cth- 1 (u) 
=<Po Cth-1(u0) 

cp (u) = _g_ In u+ ı ' 
81tec u- 1 

yazılabilir. <Imu=Q/ 41tb2 ve <Imirı=Q/41tab dir. 

' 

Şayet ~~o limitine geçilirse sferoid 2c uzunluA-undakj elipsoidal 
çubuk haline gelir. 
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Potansiyelin yalnız u koordinatına bağlı olduğunu gözönüne alarak 
yassılaşmış sferoidde olduğu gibi problemi direkt integrasyonla 

çözebiliriz. Laplace denklemi 

.5!--[ (u1-1) dep ] =O 
du du 

şeklinde olduğundan integre ederek 

bulunur. u~ oo için <p =O seçerek ve ep (u0) = ep0=A Cth-
1 

u0 olduğunu 
gözönüne alarak yukandaki sonuç elde edilir. 

2 - cp
0 

potansiyelindeki iletken hiperboloidin potansiyel fonksiyo-

nu bulunacaktır, şek. 163. 

z 

Şek. 163 

Ikinci elektrod olarak - qı0 potansiyelindeki simetrik hiperbolold 
veya sıfır potansiyelindeki z =O simetri düzlemi alınabilir . Eksenel si
metriden dolayı m= O dır. Yukanda açıklanan sebeplerden dolayı Q.(v) 
ve P. (v) fonksiyonlarını bırakarak 

00 

<p (u,v) = L Co Oa {v) Pa (u) 
n= O 
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yazılabilir. v-v0 (1J=Tlo) için <p=<p0 olacağından · 

00 

<po= L C. Q. (~P.{u) 
n=O 

elde edilir. n+O için C.=O ve n=O için C0-qıofQ0(v0) bulunacağından 

Q (v) Th- 1( v) 
<p (v}=qıo QJVı,) =<po Th-ı(~o) 

olacaktır. Alan şiddeti için 

E = <po 
rı c sin 1) yCh2 Ç- cos~ Th-ı (cos Tlo) 

elde edilir. Ç=O ve 11=11o için alan şiddeti maksimum olur ve 

dlr (c=ya2-b2). 

E - <po 
-·- - [(b )2 ] c c Th- 1 ~ 

3 - Sıfır potansiyelinde tutulan iletken sferoid üniform atan içine 
sokuluyor, şek. 164. Potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

f 

Şelc. 164 

Potansiyel fonksiyonu (m= O) 

<p (u,v) = P1 (v) [A P1 (u)+B Q1 (u) J 

\ 
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olacaktır. Fonksiyonları yerine koyarak 

<P = : lA + B (Cth- 1 
u - : ) ] 

bulunur. z:~oo için u~oo olaca~ından üniform alanın potansiyeli (-E0z) 
ile karşılaştırarak A = - c E0 elde edilir. Sferoidin sıfır potansiyelinde 

oldu~nu gözönüne alarak B için 

B= 

bulunur. Potansiyel fonksiyonu 

olur. ll(ı=a/c=a/va2-b2 dir. 

c Eo 
T 

Cth-1 ll(ı -
uo 

Cth- 1u--1) 
Cıh-'u,-1 

\ 

4 - Dielektrik sferoid üniform alan içine sokuluyor, şek. 165. Po
tansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

f 

z 

Şek. 165 

Üniform alanı z-ekseni yönünde ve normal yönde bileşenlere ayı· 
rabiliriz. Ep bileşeni ile eksenel simetrik bir alan elde edilir. Bu bileşen 
için çözüm yolu oblate sferoid gibidir. Sferoid içindeki alan için 

E~= ( ) E, ( 1-t ::-1 (u0
2-1) rıoCth-1uo-1) 

bulunur. 
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E. bileşeni için hesaplar yapılırsa 

elde edilir. Her iki bileşen için sferoid içindeki alan üniformdur ve tat
bik edilen alanın yönündedir. 

30. Paraboloidal koordinatlarda analitik çözüm. , 
Bu koordinatlarda metrik katsayılar 

lıç = lı rı = yÇ2+TJ2 , hep =p = Çrı 
oldug-undan Laplace denklemi 

şeklindedir. qJ(Ç, TJ, ep )=G(Ç)H(rı)F( ep) ayırması yardımiyle 
d2F 
dcp 2 + m2F =O 

1 d ( dG ) ( nı ) f dÇ Ç dÇ - mı - çı G = O 

-- T) -- + m2 
- - H = O 1 d ( dH ) ( n2 ) 

T) drı dT) TJ2 , 

diferansiyel denklemleri elde edilir. (a) nın çözümü 

(a) 

(b) 

(c) 

dir. (b) nin çözümleri modifiye Bessel fonksiyonları ve (c) nin çözüm
leri ise Bessel fonksiyonları olduğundan 

H,.,.=A,.,.j. (mTJ) + Bmın Yn (mrı) , 

Gmın=A'mıofa (mÇ) + B'mın Kn (mÇ) 

dir. Harmonik Gm,nHm •• F. ve genel çözüm 
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m n 

dir. m= n= O için harmoni k 

(A In -rı+ B) (A'ln ~+B') (C</>+ D) 

şeklinde olur. Eksenel simetri halinde n=O dır. 

Örnekler: 
1 - q>

0 
potansiyelindeki il~tken paraboloidin potansiyel fonksiyonu 

bulunacaktır, şek . 166. 

f 

Şek. 166 

Potansiyel yalnız ; koordinatına baA-lı olacaA-ından 

d ( dqı ) d; ç d; =o 

denklemini integre ederek 
qı (Ç) = A In ~+B 

bulunur. Paraboloidin yüzeyindeki sınır şartı qı(l;o)=<Po dır . Şayet Ç=;ı pa
raboloidi referans olarak :;eçilirse qı(~1) =0 olacaA-ından 

_ In(~ ;ı) 
<P (;) - IPo ln (W;ı) 

bulunur. EA-er ;
1 

yeter derecede büyük seçilirse referans paraboloidi 

düzleme yaklaşır. Alan için 
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1 d<p <ı>o 
E~ = -h~ d~ = ~v'€i+rı2ln(~J~) 

bulunur. Ç=~ ve rı=O (M noktası) için E; maksimum olarak 

E - <ı>o 
mu - ~21n (~ı/~) 

değerini alır. 

2 - <ı>1 ve <p2 potansiyellerinde tutulan ~ ve rıo paraboloidlerinin 
meydana getirdiği sistemde potansiyel fonksiyonu bulunacaktır, şek. 167. 

Şek. 167 

Eksenel simetriden dolayı n=O dır. İkinci nevi Bessel fonksiyonları 
orijinde sonsuz olduklarından kullanılamaz. Harmonik A/0{mÇ)j0(mrı) dır. 
Genel çözüm 

00 

<ı>(Ç,TJ) = <ı>ı + L Ado(mıÇ)Jo(mıTJ) 
i=l 

şeklinde yazılırsa j0(mırıo)=O için rıo paraboloidinin yüzeyindeki sınır 
şartı elde edilir. mı değerleri sıfırıncı basamaktan Bessel denkleminin 
kökleri yardımiyle bulunur. <ı>( !;o, rı) = cp2 şartı yardımiyle 

00 

<ı>ı - <ı>r = L AJo(mıl;o)Jo(mıTJ) 
i= l 
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elde edilir. rı nın de~işme sınırlan O~ rı~ rıo oldu~undan, TJ için sınır 
şartının homogen oldu~unu gözönüne alarak norm için 

bulunur. Böylece 

denklemi yardımiyle 
A _ 2 (cp2-qıı) 

1 
- mırıo } 1 (m;rıo) lo( mı f.o) 

elde edilir. Potansiyel fonksiyonu 

olacaktır. 

31. Elipsoidal koordinatlarda analitik çözüm. 

Bu kpordinatlarda Laplace denklemi 

şeklindedir. Bunun çözümleri elipsoidal harmoniklerdir. 

Örnekler : 

1 - Yarı eksenleri a,b,c (a > b> c) olan iletken elipsoidin potansi
yel fonksiyonu bulunacaktır. 

Elipsoid için Ç = O dır. cp=qı (Ç) olaca~ından Laplace denklemi 

d; R'E. dÇ ) =O 
d ( dep • 

şeklindedir. lntegre ederek 
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dep A 
dÇ = Rç 

bulunur. Diğer taraftan 

1 dep Eç=-- 
hç dÇ 

olduğu gözönüne alınırsa ep ( oo )=O seçerek 

00 00 

ep (Ç)= 1 Eç hç dÇ =- A ~~~ 
ı; ı; 

yazılabilir. Çok büyük ~ değerleri için Rç :::s Ç112 alınabileceğinden 

2A 
rp~- ..;-ç 

yazılabilir. Her hangi bir elipsoidin denklemi 

x l yı zZ 
---::-2 + b2 + l = ~ 
1+ ..!:.._ 1+- 1+ _c_ ç ç ç 

şeklinde yazılırsa, büyük ı; değerleri için (!;» a2) 

bulunur. Böylece 

2A ep=--
r 

yazılabileceği anlaşılır. Bu ifadeyi orijindeki noktasal yükün ep= Q/4rtır 
Coul~mb potansiyeli ile karşılaştırarak A = - Q/Bm bulunur. Böylece 
her hangi bir noktadaki potansiyel için 

00 00 
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elde edilir. Eşpotansiyel yüzeyler l;=sab. elipsoidleridir. lntegral elip
tik bir integraldir ve cetveller yardımiyle hesaplanır. 

Alan şiddeti için 
ı A Q 
Ef. = - hf. R f. = 4m y(l;-ıı)(H! 

bulunur. Elipsoidin yüzey yo~unlu~u ise 

olacaktır. Kartezyen koordinatlar cinsinden 

yazılabilir. 

Elipsoidin potansiyeli qı0 ile gösterilirc;e 

00 

Q jdl; 
<ı>o = <ı> (O) = -8 R-

1t E 1; 
o 

elde edilir. Buradan kapasite için 

bulunur. 

C= g_ = Sm 
Q>o oo 

f dl; 
Rı; 

o 

Şayet Q toplam yükü yerine cp0 potansiyeli verilmişse 

olaca~ından 

A=- - -~ 
00 

! d~ 
Rf. 

o 

• 
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00 

f _dÇ 
Rç 

qı = <Po ....::ı; __ 

E~= - __ Cl>oo..::...O -

J
. dÇ 

lı~ R~ R'f. 
o 

00 

( ~~ 
. R e, 
o 

00 

Eqı0 2Eqı0 (1 = ----'-"---- = __ ;...;;..___ 
00 00 

f dÇ 
abc lıç Rç 

o 
yazıla bilir. 

Elipsoidin her hangi bir noktasındaki teğet düzlemine orijinden çi· 
zilen normalin uzunlu~u p ile gösterilirse lı~= 1/2p olaca~ı kolayca g'ös
terilebilir. Böylece yüzey yo~unlu~unun p ile orantılı olduğu anlaşılır. 

Elipsoidin toplam yükü için 

Q = f rı dF = f E <Po d~ 
F F lı b f dÇ ı:a c --., R~ 

o 

yazılabilir. lıç = 1/ 2p koyarak 

Q = 2~cı>o __ fpdF 

abc / ~ F 

o 
Rç 

bulunur. p nin yüzey integrali elipsoidin hacminin üç katına eşit oldu
ğundan 

• 
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elde edilir. 

Özel haller : 

a) a= b>c için elipsoid oblate sferoid haline gelir . .z-eksenine 
göre eksenel simetri vardır. lotegraller elementer fonksiyonlar cinsinden 
ifade edilebilir. Böylece 

00 

ı 
- z 2 

+ --c• 
bulunur (P=V .ilıy2). 

b) a> b=c için prolate sferoid elde edilir. x-eksenine göre ekse
nel simetri vardır. Integraller yine kolayca ifade edilebilir. Böylece 

00 

<P <~> = _g_f d ı; = - Q - Th 1 • ;tı-ı=. b2 
8.,_E (~+ b2} V~+a2 41tE ıJ a2 - b2 V ; + a2 

ı; 

Q In V~ + V a2-fı2 
s~ v a2- b2 v ;+a2- v a 2 b2 

C = 
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ı 

bulunur (c = V a2 :-p) . 
c) c = O için z= O düzlemindeki sonsuz ince cliptik disk elde edi· 

lir. Kapasite 

C 8m: =-----
00 

eliptık integrali yardımiyle hesaplanır. Yog-unluk ifadesi 

şeklinde yazılırsa 

koyarak (~= O) ve c --? O li mitine geçerek 

bulunur. x = a, y = O ve x = O, y = b için yog-unJuk sonsuz olur. 

d) a=b iken c--?0 yapılırsa z= O düztemindeki sonsuz ince dairesel 
disk elde edilir. Potansiyel, kapa<;ite ve yog-unluk için 

00 

C=8Ea 

(j = - _q_ __ 
41ta ya2-p2 
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bulunur. b=c iken a~O yapılırsa x=O düzlemindeki dairesel diske ait 

ifadeler elde edilir. 
Diskin po~ansiyel fonksiyonu cp0 cinsinden ifade edilirse 

.. 

bulunur. 
e) a»b=c için ince ve uzun bir çubuk elde edilir. Daha önce böy

le bir çubu~un kapasitesinin yaklaşık olarak (l=2a, 2b=d) 

C _ 27tEl 47tEa 

In 21 = In 2a 
d b 

şeklinde hesaplanabilece~ini görmüştük. Yukarıda kapasite için bulunan 
ifadeden blnom teoremi yardımiyle bu yaklaşık formül kolayca çıkarı-
labilir. 

f) a=b=c için elipsoid küreye dejenere olur. Mesela kapaşite için 

elde edilir. 

87tE C=---- = 47tw 
00 

Sferoid problemleri hiç şüphesiz sferoidal koordinatlardan fayda
lanmak suretiyle de çözülebilir. 

2 - Ç= O iletken elipsoidi üniform aJan içine sokuluyor, şek . 168. 
Potansiyel fonksiyonu bulunacakhr. 
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a x 

Şclc. 168 

' 
Büyük eksen yönünde bulu.ndug-u farzedilen üniform alanın potansi· 

yeli için eJipsoidal koordinatlar cinsinden 

<ı>o = - Eo x =- E0 

yazılabilir. Bu potansiyel fonksiyonu Laplace denkleminin 

cı>o = AF(Ç) G(TJ) H(~) 

şeklinde bir çözümüdür ve 

H(!,) = y"Ç+a2 

dir. Tesirle elektriklenen elipsoidin sekonder potansiyeli q>. ile gösteri· 
lirse aranan potansiyel q>=ıp0+ cp. olur. Sekonder potansiyel sonsuzda 
sıfır olacak (zira sonsuzda cp-+ıp0) ve her hangi bir Ç= sab. elipsoidi 
üstünde cp0 gibi değişeceğinden 

cp.=B/(E,) G(TJ) H("Ç) 

yazabiliriz. /(E,) fonksiyonuna ait diferansiyel denklemi bulmak için Lap· 

lace denkleminde <ı>=<ı>. , G=vTJ+ a2 , H=v~+;2 koyarak 

d ( _!Y_) (b2+c2 Ç2) _ R~ dÇ Rç dE, - -4- + 2 / - O 
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elde edilir. Bu denklemin bir çözümü F (Ç) = ı./Ç+a2 dir. Di~er çöıümü 
şöylece bulabiliriz : Şayet y 1(x) fonksiyonu 

d2 d cJ + p(x)d~ + q(x)y = O 

denkleminin bir çözümü ise di~er bağımsız çözüm 

-Jpds 

y,(x) =Yıf e 2 dx 
Yı 

dir. Yukandaki diferansiyel denklemde 

1 dR~ d 
p(Ç) = Rf. (if""= dÇ lnRç 

oldu~undan 

bulunur. Bu integralde sınırlar keyfi olmakla beraber 1 (Ç) nin sonsuz
da sıfır olaca~ını gözönüne alarak 

00 

1 (~) = F (Ç) f (Ç+:~ Rf. 
f, 

yazılabilir . Böylece sekonder potansiyel için 

00 00 

elde edilir. Potansiyel fonksiyonu 
00 

dir. q>(O) = V0 şartı yardımiyle (V0 =elipsoidin potansiyeli) 
Elekromapetik Alaıı Teorisi F. 19 
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00 

yazarak 

ı 
00 

bulunur. Buradan potansiyel fonksiyonu için 

00 

o 

elde edilir. Eliptik integraller cetveller yardımiyle hesaplanır. Şayet 
elipşoid topralclanmışsa V0 = O koyarak 

00 

yazabiliriz. 

Üniform alan dig-er eksenler yönünde bulundug.u takdirde yukarıda
ki ifadilerde a2 yerine b2 veya c2 alarak sonuçlar bulunur. 

Üniform alan her hangi bir yönde bulundu~u vakit bunu eksenler 
yönünde bileşenlere ayırarak sonuç süperpozisyonla elde edilir. 

3 - Ç=O dielektrik elipsoidi üniform alan içine sokuluyor, şek. 169. 
Potansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 
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Şek. 169 

Üniform alanın her hangi bir yönde bulundu~unu farzederek eksen
ler yönündeki bileşenlerini Eox,Eo.,,Eox ile gösterelim. Ilk önce Eox bile
şenini gözden geçirelim. Potansiyel fonksiyonu elipsaid dışında 

"" 
qı,=F(;lG(rı)H(s) [ A +B f (~~!,)Rç ı 

~ 

şeklinde olacaktır. Hiç süphesiz B sabiU yukarıdaki de~erden farklıdır. 
Elipsaid içinde kalan bölge için -c2 ~~ ~ O dır (a>b> c). f{;) fonksi-
yonu ~ =- c2 için sonsuz olduğundan ve F (~) = ..j~ + a2 sınırlı kaldı
~ından 

c c 
qı 1=CF(~)G(rı)H(s)= A IPo = - A Eo. x 

alınabilir. Problemin sınır şartları 

( ) _ ( > ( ı a<vı ) _ ( ı acp,) 
<Pı ~=O- IP2 ~=O , Eı hç ~ f,=O =E2 ~ ~ 'f.=O 

şeklindedir. Bunlar yardımiyle integralde ~-+s alarak 

00 

f ds 
C=A-rB (s +a2) R. 

o 



292 

bulunur. Bu ifadeler yardımiyle 

elde edilir. A1 (O) 

A 
C =----~----------

ı + ab c (e1-e
2
) A

1 
(O) 

2~ 

00 

1 ds 
Aı(O) = (s+a2) R. 

o 

integralini göstermektedir. Böylece elipsoid içindeki potansiyel için 

EoxX 
<J>ı = - abc ---· 

ı + ~ (e1 - e:ı)A1(0) 

ifadesi elde edilir. Elipsoid içindeki alan şiddeti Ise 

• 

olacaktır. Elipsoid içindeki alan üniforrndur. 

Diğer bileşenler için benzer hesaplar yapılır. Sonuç süperpozisyon
la bulunur. Üniform alanın potansiyeli 

Cfo = - EoıX - EoyY - EoıZ 

dir. Elipsoid içindeki potansiyel 

__ [ - __ EoaX + EoyY __ _ 
~- . . 

1-'-~ (eı - eJAı (O) ı ..ı.. 2€! (E1 - e2lA2 (O) 

+ abc Eo-ıi J 
ı+ 2~2 (e ı - ea)A3 (O) 
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olacaktır. A1 (O) integrall yukarıda verilmiştir. A,(O) ve A3(0) integral
leri 

00 00 

f ds 
' A,(O) = ts + c2) R. 

o 

dir. Alanın E11 ve E1• bileşenleri için 

bulunur. 

Eo• bileşeni için elipsoid dışındaki potansiyel fonksiyonu 

şeklinde olacaktır. Eo1 ve Eo. bileşenleri için benzer Ifadeler elde edi
lir. t 1-+-oo yapılırsa sıfır potansiyelindeki iletken elipsoid için daha ön
ce bulunan ifade elde edilir. 

Elipsoid içindeki polarizasyonun x-bileşeni için 

bulunur. P11 ve P1• bileşenleri için de benzer ifadeler elde edilir. 
ı1 - Eo alarak elipsoid biçimindeki boşluktaki alan hesaplanabilir. 

Özel haller oblate (a=b) ve prolate (b=c) sferoidler için elde edi· 
lir. Sferoidler için elipttk integralleri elemanter fonksiyonlada göster
mek kabil olur. 
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32. Toroidal koordinatlarda analitik çözüm. 

Toroidal koordinatlarda metrik katsayılar 

c c Sh ç 
ht,= hTJ = Ch Ç :._ -cos ~ - ' hıp=P = Ch Ç- cos Tl 

olduğundan Laplace denklemi 

a ( Sh ç a ıı ) a ( Sh ~ ~) 
af Ch~-cos ıı af + all Ch ı;-cos ll all 

şeklindedir. Şayet 

yazılırsa 
ep (I;,T),cp) = yChÇ- COST) f (Ç,T),cf>) 

a2
/ Ch ı; at 1 a2/ ı a2/ _ 

~ + Sh ı; aı; + 4 + aıı2 + Sh21; a cfı 2 -
0 

elde edilir. /(I;,T),cp) = G(Ç)H(rı)F(cf>) koyarak 

(a) 

(b) 

(1-u2) - -2u- + n-- n+- --- G=O d
2
G d G [( ı ) ( ı ) m

2 
] 

du2 du 2 2 l-u2 (c) 

diferansiye1 denklemleri elde edilir (u .= Ch !;). (a) ve (b) nin çözümleri 
trigpnometriktir. (c) nin çözümü ise basamaklan tam sayı olmayan asosye 
Legendre fonksiyonlarıdır. Genel çözüm 

cp(I;,T),cf>) = yChl;-cos-rı L l:[Am,aPa:-}{u)+Bm,aQa~f Cu)] 
m n 

Ca sin n Tt+ Da COS n Tt) (Em sin mc/> + F m COS mc/>) 
şeklindedir. 

.. 
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Ö rnekler: 

1 - Şek. 170 de görülen qı0 potansiyelindeki iletken toroidin po

tansiyel fonksiyonu bulunacaktır. 

f 

b 

o 

b 
c 

Şelc. 170 

Eksenel simetriden dolayı m=O dır. Toroid yüzeyine ait~ değerini 
bulalım. a=c/Sh ~ , b = c Cth ~ olduğundan Ch !;o = b/a elde edilir. 
;>!;o için yalnız 2. nevi Legendre fonksiyonunu kullanabiliriz. '11 koor
dinatına göre simetriden dolayı yalnız cos n'll yı alarak genel çözüm 
için 

q> (~ı 'll}= V Ch~-C0--;,'11 L Ao COS (ml} On_ t(Ch ~) 
n 

yazılabilir. ~=!;o için qı=q>0 olacağından 

<ı>o = v Ch ~ =~ L Aa COS (nrı}Qn_ i (Ch !;o) 
Tl 

elde edilir. Aa katsayılarını bulmak için qıo/ ı./ Ch~- CöSTi yı Four-
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ler serisine açarak 
1t 

A _ 2 cp0 j cos n 'l') d'l') 

•- 1tQ 1 (Cb~) y'Ch~ COS'l') 
n-a O 

bulunur. 

• ı 
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33. Üç boyutlu enversiyon. 

Enversiyon metodu yardımiyle bir problem, daha basit çözülebilen 
veya çözümü esasen bilinen bir probleme transforme edilir. Basit prob· 
!em çözüldüiden sonra ters transformasyonla orijinal problemin çözümü 
elde edilir. Bu bakımdan metod imaj metodunu andınesa da daha ge
neldir. Gerek üç boyutlu ve gerekse iki boyutlu problemleri enversiyon
la çözmek kabilse de iki boyutlu problemler için konform tasvir meto
du çok daha elverişl idir. Metodun en önemli mahzuru ancak belli bazı 
yüzey şekilleri için kullanılabi lmesidir. 

Bir problemi enaersiyonla çözmek için bir geometrik ve bir de 
elektriksel enversiyon yapmak gerekir. Üç boyutlu geometrik enversi
yon bir küre yardımiyle elde edilir. Şek. 171 de P ve P' noktalarının 
R yarıçaplı kürenin O merkezinden r ve r ' uzaklıkları arasında 

(166} 

ba~ıntısı varsa bu noktalrr küre yüzeyine nazaran birbirinin enversi 
olurlar. O ya enversiyon merkezi ve R ye enversiyon yarıçapı denilir . 

.,.--...-
/ ' 

1 P' ' 
1 
f 
\ 
\ 

' / __ ., 1 
1 

Şek. 171 

Uzayda her hangi bir yüzey üstündeki noktaların enversini alarak en-
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vers yüzey elde edilir. Orijinal yüzeyin küresel koordinatlardaki denk
lemi f(r,e, ep)= O olursa envers yüzeyin denklemi f(R2/r' ,0, ep)= O şeklin
de olur. 

Bir kürenin enversi genel olarak yine bir küredir. Enversiyon 
merkezinden geçen bir kürenin enversi ise merkez do~rusuna normal 
olan bir sonsuz düzlemdir. Tersine olarak bir düzlernin enversi enversi
yon merkezinden geçen bir küredir. Kürenin yarıçapı a ile ve düzlernin 
enversiyon merkezinden uzaklı~ı d ile gösterilirse 2ad=R2 olur. Enver
siyon küresini ortegonal olarak kesen bir kürenin enversi yine kendisidir. 

P ve P' noktalarında envers uzunluk elemanları ve envers yüzey 
elemanları ds,ds' ve dF,dF' ile gösterilirse 

(167) 

olaca~ı kolayca görülebilir. 

' 
~~.,. PCJZ) 

Jt "Z ~ !!~ Rl 

Şek. 172 

Geometrik enversiyon hakkında verilen bu kısa bilgiden sonra elek
triksel enversiyonu gözden geçirelim. Şek. 172 de P,P' ve M,M' nokta
l arı envers nokta çiftlerini göstermektedir. M de bulunan q noktasal yükü P 
noktasında cp=q/ 4nt.d potansiyelini ve M' de bulunan q' noktasal yükü P' 
noktasında cp'=q' / 4m.d' potansiyelini meydana getirecektir. OPM ve 
OM' P' üçgenlerinin benzerli~inden faydalanarak bu potansiyelierin ora
nı için 

ep' _ q d _ q' r _ q' l 
-;p - q' d' --q 7' --q? 

yazabiliriz. Şayet yiiklerin oranı 

' R l' • / 7' 
~ = 7= -R- = y y (168) 

.. 
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olacak şekilde seçilirse envers potansiyeller arasındaki oran 

q) R r -;p= -;;- =R (169) 

şekline girer. Yukarıdaki şartı sağlayan yilider yekdiğerinin elektriksel 
enversidir. O halde envers yüklerio envers noktalarda meydana getir
dikleri envers potansiyellerin oranı, yüklerio yerine ve değerine bağlı 
değildir. (169) bağıntısı her hangı bir yük sistemi için cari olur. Eğer 
cp=O ise cp'=O olacağından M1 •••• ,M. noktalarındaki qıı···ıqo yüklerinin 
tesiri altında bulunan bir iletkenin enversi M1', ••• ,Mn' envers noktaların
daki q1' , ••• ,q.' envers yüklerinin tesiri altında sıfır potansiyelini alacaktır. 

Envers yükler arasındaki oran yardımiyle envers yük yoğunlukları
nın oranı kolayca bulunabilir. CJ=q/dF, CJ'=q'/dF' ve )..=qjds, )..'- q'fds' 
olduğunu gözönüne alarak 

: = (~ Y=(~Y · 
(170) 

bulunur. 

Elektriksel enversiyon analitik olarak, Laplace denkleminin belli bir 
koordinat transformasyonuna karşı envaryan özelligine dayanır. Şayet 
cp(r,e,ep) bir potansiyel fonksiyonu (harmonik fonksiyon) ise (Atp= O) 

cp' (r' ,e, ep>= ~ep (~
2 

, e, ep ) 

fonksiyonunun da potansiyel fonksiyonu olacağı kolayca gösterilebilir 
(Acp'= O). Bu transformasyona Kelvin transformasyonu deniür. 

Şek. 173 a da topraklanmış olan F iletkeni O noktasına getirilen 
9 noktasal yükünün tesiri altındadır. Sistemin potansiyeli ı> ile gösteri
lirse F yüzeyi üstünde cp(F)= O olacaktır. Potansiyel fonksiyonunu 

.~bx 
~ 

o 
' (O) o (b ) 

F 

() 

(C) 

Şek. 173 

--------------------------~ 
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<p=q>p + ıp.= -4 q + ıp. 
7tEr 

şeklinde yazabiliriz. Birinci terim noktasal yükün potansiyelini (primer 
potansiyel) ve ikinci terim ise F yüzeyinde tesirle meydana gelen yük 
dağılışının potansiyelini (sekonder potansiyel) göstermektedir. Şek. 173 
b de noktasal yük kaldırılmıştır. Bu denge durumunda potansiyel fonk
siyonu <ı>. olacaktır. <ı>(F)=O olduğunu gözönüne alarak 

<p,(F) = - -4 9 
7tEr 

yaıabiliriz. Şek. 173 c deki envers yüzeyin potansiyeli <p' =R<p,/r' ola
cağından 

, q 
qı =- 4neR 

bulunur. Boylece ep' nin envers yüzey üstünde sabit bir değer aldığı 
anlaşılır. Bu açıklamalardan, F' yüzeyini <p' potansiyelinde tutan yük 
ve potansiyel dağılışı bilindiği takdirde enversiyon merkezindeki 9 yü· 
künün tesiri altında bulunan topraklanmış F envers yüzeyinin yük ve 
potansiyel dağılışını bulmak kabil olduğu görülmektedir. Tersine olarak 
q=-4mRıp' yüknnün tesiri altında bulunan topraklanmış iletken prob
leminin çözümü bilinirse <p' potansiyelindeki envers yüzey probleminin 
çözümünü, merkezi 9 yükünün bulunduğu yerde alınan enversiyonla elde 
etmek kabil olur. cp'=l/R alınırsa 9=-4m olacaktır. 

Örnekler: 

1 - Noktasal yük karşısındaki topraklanmış levhanın yoğunluğu 
enversiyonla bulunacaktır, şek. 174. 

o 

Şek. 174 

Düzlemin, merkezi O da bulunan R = a 
yarıçaplı küreye göre enversi düzleme teğet 
olan ve O noktasından geçen a/2 yarıçaplı 
küredir. Kürenin potansiyeli cp0 ile gösterilir
se yoğunluk v0=2E'Po/a olur. Diğer taraftan 
9=-4ı.ea<p0 olduğundan v0=-9/47ta2 elde 
edilir. Böylece düzlemdeki yoğunluk için 

(
a )3 9a 

v=vo- = - 2 3 r 1tEr 

bulunur. Bu sonuç daha önce imaj yardımiy
le bulunmuştur. 
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2 - Noktasal yük karşısındaki topraklanmış kürenin yük yo~unlu~u 
enversiyonla bulunacaktır. şek, 175. 

Şek. 175 

Yarıçapı a olan kürenin di~er bir kürenin enversiyonu ile bulundu· 
~unu düşünebiliriz. Di~er kürenin yançapı p ile ve potansiyeli cp0 ile 
gösterilirse yo~unluğu f10= Ecp0/p olur. c;= -41tE Rrp olduğunu gözönüne 
alarak (R=enversiyon yarıçapı) t10= - qJ4r.Rp yazabiliriz. Böylece 9 yükü
nün tesiri al tın da bulunan sıfır potansiyelindeki a yarıçaplı kürenin üs
tündeki yo~unluk için 

bulunur. Diğer taraftan A,A' ve B,B' envers çiftleri için yazılabilecek 
geometrik transformasyon denklemleri yardımiyle R2/p= tfl-a2 buluna
cağından yo~unluk ifadesi 

şekline g irer. Bv sonuç da daha önce imaj yardımiyle bulunmuştur. 

3 - Ortogonal olarak kesişen iki k üren in meydana getirdiği ilet
kenin kapasitesi bulunacaktır, şek 176. 

Enversiyon merkezi O kesişme noktasında ve enversiyon yarıçapı 

da mesela 2b olarak alınırsa, A kesişme noktasının enversi olan B nok
tasında ortogonal olarak kesişen yarısonsuz ~üzlem şeklindeki envers 
}'ÜZeyler elde edilir. Bu suretle envers problemin, topraklanmış ortago
nal iki düzlem arasında bulunan q= -8nE b10 yükü problemi oldu~u an
laşılır. Bu problem ise imajlar yardımiyle kolayca çözülebilir. Envers 
sistemde imajlar yardımiyle potansiyel fonks iyonu bulunduktan sonra 
Kelvin transformasyonu yardımiyle orijinal sistemin potansiyel fonksi
yonu elde edilir. Keza imaj yüklerinin enversicrini alarak problemi do~
rudan doğruya orijinal sistemin geometrisinde de çözebiliriz. Envers 
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geometride P1, P2, P, noktalarında bulunan imaj yüklerinin enversleri en
versiyon merkezinden sıra ile 

\ 
ı 

1 
ı 

\ 
\ 

1 

\ 

' ' ..... / 

Şek. 176 

1 
1 

/ 
/ 

d1= (2b)2/4b= b (02 noktasında) 

(2b)2 

d3 = 4b2/a = a (01 noktasında) 

uzaklıklarındadır. Envers imaj yükleri ise 

2b 9 
9ı = - q 4b = - 2 
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2b a 
q,=-q 2b2 = - q 2b 

2.-a-

olur. Kesişen kürelerin toplam yükü bu imaj yüklerinin toplamına eşit 
olacağından 

bulunur. lletkenin <ro potansiyeli ile q yükü arasındaki ba~ıntı yardımiy· 
le potansiyel için 

CJio= _ _ q_ 
Bm b 

yazılabüir. Bu ifadeyi üç envers imaj yükünün mesela iletken üstünde
ki noktalardan biri olan A noktasında meydana gelirecekleri potansi
yelleri toplayarak da bulabiliriz. 

lietkenin yüzey yo~unlu~u, düzlemlerdeki yo~unlukların Kelvin trans
formasyonu yardımiyle bulunur. 

lletkenin kapasites! için 

bulunur. bfa=k koyarak bu ifade 

şekline sokulabilir. k~oo için ifade b yarıçaplı büyük kürenin kapasi
tesini verir (Cı:::s41tEb). 

Şayet küreler in kesişme açısı cı =1t/ n (n= tam sayı) olursa problem 
benzer şekilde incelenir. Şek. 177 de a=1t/3 için takip edilecek yol gö· 
rülmektedir. 
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Verilen iletken şek. 176 da kesik çizgi ile belirtilen küresel kepler
den meydana geliyorsa (küresel mercek) bunun enversiyonu yine kesik 
çizgi ile belirtilen düzlemleri verir. Böylece problem, O noktasında bu
lunan 9 yükü ile bu iki düzlernden meydana gelen sistemin problemine 
transforme edilmiş olur. Bu problemi imaj yardımiyle cözemeyiz. 

\ 
Şek. 177 

Şayet izole ve nötr olan iletken bir 9o noktasal yükünün tesiri al
tında bulunursa problem şu şekilde çözülebilir : 9o yükünün 90' enversi
nin kesişen düzlemlere göre imajlan bulunduktan sonra bunların enver
siyonu yapılarak kesişen kürelerin içindeki envers imaj yükleri elde edi
lir. İletken izole ve nötr olduğundan toplam yükü sıfırdır . . Bu sebeple 
bu envers imajlar ile yukarıda nasıl bulunacağı açıklanan 9ı//!, ... envers 
imajlannın (a.= rr./2 için üç yük) toplamı sıfır olacaktır. Buradan enver
siyon merkezine getirilen 9 yükü hesaplanır. Orijinal sistemin potansi
yeli iletken içindeki envers imajların meydana getirecekleri potansiyel
leri süperpoze ederek bulunur. 

4 - Yekdiğerine değ'en topraklanmış iki küre q noktasal yükünün 
tesiri altında bulunduğuna göre sistemin alanı enversiyonla incelenecek
tir, şek. 178. 
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f 

Şek. 178 

Kürelerin, merkezi de~me noktasında bulunan mesela 2b yarıçaplı 
küreye göre enversleri paralel iki düzlemdir. q yükünün enversi, enversi
yon merkezinden c' = 4b2

1 c uzaklı~ında bulunan q' = 2bqfc noktasal 
yüküdür. Paralel levhalar arasındaki uzaklık d = 2b + 2b2/a ve envers 
yükün levhalardan uzaklı~ı d1= 2b2fa-4b2 cos (1./c ve dı= d- d1 = 
2b + 4/r cos (1.JC dir. 

a= b= R ve (1.= 90• için d= 4R , d1= d1=2R,c'=4R2/c olacaktır. 
Çözüm simetriktir. 

Problem envers sistemde sonsuz sayıda imaj yardımiyle çözülür. 
Mesela simetrik halde P' deki potansiyel 

' q' 
qıp = - Sr.!.R In 2 

dir. q'=2Rq c koyarak P deki potansiyel için 

2R , Rq 
<pp = - <pp=--- In 2 

C 47tEC2 

bulunur. 
Elektromagnetik Alan Teorisi F. 20 
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5 - Noktasal yükün tesiri altında bulunan sıfır potansiyelindeki 
küresel kepin (kase) yük yo~unlu~u bulunacaktır. 

Küresel kep bir dairesel diskin enversiyonu ile elde edilebilir. 
Mesela şek. 179 da a yarıçaplı kürenin, merkezi O noktasında bulunan 

A ' 
2 

Şek. 179 

2a yançaplı küreye göre cnversiyonu ile elde edilen sonsuz düzlernin 
üstündeki p0' yarıçaplı dairesel disk şekilde dolu çizgi ile belirtilen ke
pin enversinden ibarettir. 

Diskin potansiyeli qı0' ile gösterilirse merkezinden p' uzaklı~ında 
bulunan P' noktasındaki yo~unluk için 

, 2e-ıto' 1 
u = - .. - -yr--Po""""''2;;-_---:p'"'2 

yazılabilir. Şek. 180 de disk üstünde P' noktasından geçen her hangi 
bir kiriş görülmektedir. Geometride görülen bir teoreme göre 



P.' 
2 

Şek. 180 

yazılabUece~inden yo~unluk ifadesi 
, 2ECPo' 1 

(1 - -:r.- (P'Pı'ffP'P:ı') 

şekline girer. 

p_' 
2 

p' 

o ı 
Şek. 181 
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Şek. 181 de a yarıçaplı kepin, merkezi küre üstündeki O noktasın
da bulunan 2a yarıçaplı küreye göre enversiyonu ile elde edilen daire
sel disk üzerindeki kiriş görülmektedir. C noktası kepin kutbudur ve 
P ise kep üstündeki her hangi bir noktayı göstermektedir. OCP den 
geçen düzlem küreyi tam bir daire boyunca ve dairesel diski P,'P1' ki
rişi boyunca keser. Şayet (1' yo~unlu~unun Kelvin transformasyonu ya-
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pılırsa O noktasındaki q noktasal yükünün tesiri altında bulunan sıfır 
potansiyelindeki kepin yük dağılışı elde edilir. 

C'P1'0 ve P,CO üçgenlerinin benzerliğinden faydalanarak 

C'P , = C'P , = 4aık 
ı ı OC y(OC)l- kı 

yazılabilir. C'P'O ve PCO üçgenlerinin benzerliği yardımiyle de 

C'P' = 4a2(CP) 
oc..; (OC)2 - <CPJ2 

bulunur. Disk üstündeki kirişin P'P1' ve P'P2' parçaları ise 

P'P '=C'P, _ C'P'= 4a2 
k y(~C)2-<CP)2~CPy(OC)2~, 

1 ı OC \/(OCf~- k2 y(OC)1-(CP)2 

P'P, =C'P, + C'P' = 4a~ k ~(OC)2- (CP)2 +CP \/(QC)2 - k2 
2 ı OC y(OC)2 _ k2 y(QC)2-(CP)2 

olacaktır. Böylece 

, Erp0' \ (OC)l - k2 y(OC)2-(CP)' (f = -
21ta2 V k2 - (CP)2 

yazabiliriz. Transformasyon yapılırsa kep üstünde bulunan P noktasın
daki yoğunluk için 

(f=(f'(~)3 = 4E<ı>o'a • / t0C)2- k 2 

OP n(OP)2 V P-(CP)2 

bulunur. Diğer taraftan 9= - 8r.Earp'0 alduğu gözönüne alınırsa 

o- _ _ i_ . • / (OC)2 - k2 

- 21t2 (OP)2 V k2- (CP)2 

yazlabilir. 
Şayet kep, q yükü yerine kepin işgal etmediği küre yüzeyi bölge

sinde bulunan üniform yük dağılışının ((10) tesiri altında bulunursa prob
lem şu şekilde çözülür : 

Şek. 182 de O(a,90 ,cf>0) ve P(a,e, ep) noktaları arasındaki uzaklık için 

(OP)2=2a2fl- cos e cos e0 - sin e sin eo cos (ep- ı/> 0)] 
yazılabilir. ep 0=0 almak mahzurlu olmayacağından 

(0PJ2= 2a2(1- cos e cos e0 - sin e sin eo cos </ı) 

alabiliriz. O daki dF-a2 sin O dedcp yüzey elemanının yükü dq=(fodF 
(f0a2 sin 80de0dcp olacaktır. Bu yük P de tesirle 
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Şelc. 182 

d _ cr
0 

sin B0 dB0dcf> • / (OC)l- k'l 
cr-- 4ıtl l- cos o cos Bo- sin B s in 9ocoscf> V k2- (CP)2 

yog-unlug-unu meydana getirir. Bu ifadeyi ep - 0 ile c/>=2ıt ve 00=0ı. 
(kep açısı) ile B=ıt arasında integre ederek 

1t 2ıt 
cr - - ~ , . s in O dB , . - -- ~ (0C)

2
- k

1 

- 4ıt2 0 0 1- cos B cos B0 - sin B sin 00 cos ep p - (CP), 

ek o 
:. - ~(· r 1 + cosa;- - arctg v'_ı + cos Bı. -) 

iT V cos e cos eı. cos e - cos ak 
bulunur. 

Şimdi uzayda serbest bulunan kepin yük dag-ı lı şını araştırahm. Şayet 
bütün küre yüzeyi boyunca crx=-cro üniform dag-ılışının bulundug-u farze· 

dilirse b\! dag-ılış için potansiyel 
4ı.a2cr,. r; 

<P- =-...9a 
ı. - 4 itEQ E 

olacaktır. Bu yük dag-ılışı kepin işgal etmedi~i küre yüzeyi kısmındaki 
dag-ılışı kompanze eder. Kepin iç yüzeyi üstüne küresel simetrik yük 
dag-ılışının bir tesiri olmayaca~ından bu kısımdaki yog-unluk a;=cr olur. 
Kepin dış yüzeyi ise ayrıca a,. yo~unlug-unu da laşıyacag-ından 
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Ua = _ U9 (;t ..L , /_ı_ L COS ~ - arctg v' l COS eı. ) 
1t V cos o- cos ek cos o - cos e .. 

bulunur. Kep potansiyeli yardımiyle u1 ve u. ifadeleri 

U; = Eq>ı. ( ı + COS Oı. -arctg , / _ ı + COS eı. ) • 
1ta cos o - cos o.. V cos e - cos Oı. 

r:r. = t:qıı. (r:+ , / ı + cos Oı. - arctg ı + cos Oı. ) 
1ta V cos e - cos o~. cos o - cos e .. 

şekline girerler. 
Kepin iç ve dış yüzeylerindeki Qı ve Q. yükleri şöyle bulunur: 

Genişli~i dO olan bölgedeki yük (iç yüzeyde) 

dQı = 2ı.a2CTı sin e dO 

olaca~ından 0= 0 ile O=Oı. arasında integre ederek 

Qı = 2t:aqıı. [sin a .. , ek- ;(l-cos9ıı)] 

bulunur. Kepin yüzeyi 21ta2 (ı - cos 9ı.) oldu~undan üniform yük da~ılı
şına tekabül eden yük 

0&= 21ta2u& (1 - cos Oı.) = 2nEarpı.(ı- cos O~c) 

olacaktır. Dı~ yüzeyin yükü Q. ile gösterilirse Q.= Qz+ Qı olaca~ını 
gözönüne alarak 

Q.=2eaqıı. [sin0ı. t 9~c+ ; (ı- cosOı.)] 
bulunur. Oı.-+rt (yani bütün küre) için Qı = O ve Q.=41teaqıı. olaca~ı 
layca görülebilir. Kepin toplam yükü ise 

olacaktır. Kapasite 
Qı.=Q.+Qı=4Eacpı. (sin Oı. -l- Oı.) 

Cı. = Q"= 4Ea (sinO..~ 0..) 
<pk 

ko-

formülü yardımiyle hesaplanır. 0..-+ı. için Cı.=47tt:a olacaktır (tam küre
nin kapasitesi). 

34. İki boyutlu enversiyon. 
Iki boyutlu enversiyon bir silindire göre yapılır. Bir sil indirin en

versi genel olarak yine bir silindirdir. Bu enversiyonda çizgisel yo~un
luklar ayni kalır. Analilik olarak qı(p, c/>) bir potansiyel fonksiyonu ise 
cp(R2 p',cf>) nin de potansiyel fonksiyonu oldu~u kolayca gösterilebilir 
(pp'= R1). Iki boyutlu problemler için konform tasvir metodu çok daha 
elverişli oldu~undan bu enversiyon üstünde fazla durulmayacaktır. 



IX. K O N F O R M T A S V 1 R M E T O D U 

35. Konform taavirin esası. 

Konform tasvir metodu Iki boyutlu potansiyel problemlerinin çö· 
zümü için elverişli bir metoddur. Metodun esasını analitik fonksiyonlar 
teorisi teşkil eder. Kompleks değişkenli fonksiyonlar teorisinden bilin· 
diği gibi w = w (z) = u (x,y) + jv(x,y) fonksiyonu vasıtasiyle z- düz· 
lernindeki noktalar w- düzlemine tasvir edilir, şek. 183. Ters tasvir 
z= z(w)=x(u,v)+jy(u,v) ters fonksiyonu ile elde edilir. Şayet w(z) 
fonksiyonu analitikse tasvir konform olur. Tasvirin konform oluşu, 

jy ;t-: Jv 9 

~~ 1 
W'•ı.t(ZJ -- 1 

.t; 
p K o u 

Şelc. 183 

z- düzleminde kesişen C11 C2 eğrileri arasındaki açının w-düzleminde
ki K11K2 tasvir eğrileri arasındaki açıya yön ve değerce eşH olduğunu 
··ve :\·,t,ıtf,:demdeki sonsuz küçük uzunluklar arrsındaki oranın sabit ol· 
duğunu ifade e~l. Bu iki özellik dw= w'(z)dz diferansiyeli yardımiyle 
elde edilir ve 

ldw = w'(z) 1~ , arg(dw)= arg(dz) + argfw'(z)] (171) 

şeklinde ifade edilir. Bu ~nkJemJer yardımiyle cı=~ ve dııı 1 'dz11= 

ldwıfdz2 = lw'(z) yazılabilir. ıw'f), tasvir modülü adını alır ve her hangi 
bir noktadaki türevin modülüne e~.ttir. 
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Her hangi bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kısımları 

au av 
ax ay ' (172} 

şeklindeki Cauchy- Riemann diferansiyel denklemlerini sag-larlar. Ana
litik fonksiyonun türevi için 

w'(z) = dru = aw = - j aw 
dz at: ay (173) 

yazılabilir. Konformluk özellig-i w'(z}= O veya z'(w)= O olan noktalarda 
yoktur. Bu çeşit noktalara singüler (tekil) nokta denilir. 

Şayet w=tu(z) fonksiyonunda bir z deg-erine bir tek w deg-eri te
kabül ederse fonksiyon ve tasvir bir deg-erli olur. z=z(w) ters tasviri 
de bir deg-erli olan tasvirc birebir tasvir adı verilir. Çok deg-erli tasvirleri 
birebir tasvir haline getirmek için Riemann yüzeyi kavramından faydala
nılır. lleride çok deg-erli tesvirlerin eelenirken bu konu gözden geçirile
cektir. 

Cauchy-Riemann denklemleri yardımiyle 

bulunur. Böylece analitik fonksiyonun reel ve imajiner kısımlarının iki 
boyutlu Laplace denklemini sag-ladıkları ve dolayısiyle harmonik fonk
s iyonlar oldukları anlaşılır. u ve v ye eşlenik harmonik fonksiyonlar 
denilir. Ancak buradaki eşlenik terimini bir kompleks sayının eşleniği 
ile karıştırmamalıdır. 

w-düzleminde u=sab. ve v=sab. paralel dog-ruları dik olduğun
dan z-düzlemindeki u(x ,y)=sab. ve v(x,y)= sab. eg-rileri de dik olur
lar, şek. 184. Bu sebeple mesela u ya potansiyel gözüylr oaı<ıtirsa 
u(x,y)-sab. eşpotansiyel çizgilerin denklemini ve -ı:k,yf sab. ise alan 
çizgilerinin denklemini gösterir. Alan iki boyutluolduğundan bütün pa
ralel düzlemlerde ayni şekildedir ve bu sebeplr düzlemsel alan adını da 
alır. Düzlemdeki eşpolansiyel çizgiler teori!' olarak sonsuz uzunluktaki 
silindirik eşpotansiyel yüzeylerin izlerind!(ı ibarettir. Böyle bir alan el
de edebilmek için alanın kaynag-ı olan .ietkenlerin (elektrodların) teorik 

~~----~----
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olarak sonsuz uzun ve paralel olmaları veya uzunluklarının aralarındaki 
uzaklık yanında çok büyük olması gerekir. 

o X 
• 

Şe\c. 184 

36. Kompleks potansiyel, kompleks alan şiddeti, akı ve kapasite. 

Yukarıdaki açıklamardan iki boyutlu potansiyel alanlarının w=u+ jv 
analitik fonksiyonu yardımiyle tam olarak karakterize edilebilece~i an
laşılmaktadır. w ye kompleks potansiyel ve alan çizgilerini gösteren 
eşlenik fonksiyona (u veya v den biri) akı fonksiyonu denilir. 

u potansiyel fonks iyonu olarak alınırsa alan şiddetinin bileşenleri 
E.=- au. ax ve E

1
=-au ay olur. z-düzlemindeki kompleks alan şiddeti 

E. E + . E ( au . au ) = . 1 y=- --+J--ax ay 

şeklinde tarif ed il ilir. Cauchy - Riemann denklemlerinden faydalanarak 

.. 
. - ı 

E = - ru' (z) =-=
z' (w) 

(174) 

yazılabilir. Türevdeki çizg i eşlen ik işaretidir. Kompleks alan şiddeti iki -boyutlu alanda yön ve de~er bakımından E vektörünün yerine geçer. 
Alan şiddetinin her hangi bir noktadaki mutlak de~eri komp'eks alan 
şiddetinin bu noktadaki modülüne eşittir. 

• 
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Şek. 185 de görülen sonsuz küçük dsu ve dsv uzunlukları için kon
formluk özelliğinden faydalanarak dsu!dsv= dufdv yazılabilir. Zira son· 
suz küçük olan taranmış dikdörtgenler benzer şekillerdir. Diğer taraftan 
v ve v -dv ile işaretlenen alan çizgileri arasından eksenel doğrultuda 

Jtr IV 

vz 
!dı. V// /.i lr+dll' 

o' u V' 

L'1 
X o 

~ <1~tlu 

. 
Şek. 185 

birim uzunluk boyunca geçen deptasman akısı için 

d~=E Eu ds~ 

yazılabilir. Çizgi, deplasman aksının birim uzunluk boyunca hesaplandı· 
ğını belirtmektedir. Eu-=-dujdsu ve dsv!dsu= dvfdu koyarak 

elde edilir. Bu diferansiyel ifadeyi v1 ve v2 arasında integre ederek bu 
iki çizgi arasından geçen akı bulunur. Böylece 

v 2 

y = - ~ J dv = E (v1 - v 2) 

V ı 

(175) 

formülü bulunur. Bu suretle akı fonksiyonunun yalnız alan çizgilerinin 
şeklini tayin etmekle kalmayarak akının hesabına da yaradığı anlaşılır. 

v ı ve v2 değerleri iki elektrud arasındaki akıyı tam olarak ölçtük
leri takdirde Y- E(v1 -t,2) akısı Gauss teoremine göre eJektrodJarın bi· 

rim uzunluğundaki Q yükünü göstereceğinden birim uzunluktaki kapa· 
site için 

• 
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(176) 

formülü bulunur. u1 ve u2 elektrodların potansiyellerini ve u1-a2 ise 
potansiyel farkını göstermektedir. 

37. Potansiyel problemlerinin transformasyonu. 

Potansiyel problemlerini konform tasvirle çözmek Için iki metoddan 
faydalanılabilir. Birinci metodda problerne tersten başlanır ve her han
gi bir analitik fonksiyon seçilerek eşlenik fonksiyonların problemin sı

nır şartlarını sa~layıp sa~lamadıkları incelenir. Ikinci metodda ise 
z-düzlemindeki problem uygun bir w(z) fonksiyonu vasılasiyle w-düz
leminde daha basit bir probleme transforme edilir. w- düzlemindki çö
züm z- düzlemine transforme edilerek orijinal problemin çözümü bulu
nur. tu- düzlemindeki çözüm yani kompleks potansiyel P(w} şeklinde 
gösterilirse z-düülemindeki kompleks potansiyel 

P(z) = P[w(z)] (177) 

olur. Yani aranan çözümü bulmak için P(w) ifadesinde w yerine z cin
sinden krrşılı~ını koymak gerekir. E~er transformasyonla u,-düzlemin
de elde edilen alan üniformsa P(w)= w= u+ jv= <p+ ji.(J yazılabilir. ep ve '-li 
p~tansiyel ve akı fonksiyonlarını göstermektedir. z - düzlemindeki kom
pleks potansiyel ise P(z)= w(zJ olacaktır. w-düzlemindeki eşpotansiyel 
çizgiler ve alan çizgileri dik paralel do~rulardır. z-düzlemindeki eşpo
tansiyel çizgileri ve alan çizgilerini z=z(w} yardımiyle kolayca çizehiliriz. 

Şayet w-düzlemindeki problemi çözmek için bir transformasyon 
daha yapmak gerekirse yeni düzlemi ~ ile ve bu düzlemdeki kompleks 
potansiyeli P(~) ile göstererek w- ve z- düzlemlerindeki kompleks 
potansiyeller için 

P(w) = P[sfw}] , P(z) = P[w(z)] = Pglw(z)]} (178) 

yazılabilir. 

Potansiyel problemlerini transforme ederken genel olarak sınır şart
larını da transforme etmek gerekir. Bazı sınır şartları transformasyonda 
de~işmezler. Mesela potansiyelin z - düzleminde bir sınır e~risi boyun
ca aldığı deg-er w-düzlemindeki sınır e~risi boyunca aldı~ı de~erin ay
nıdır. 
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t:u - ve z-düzlemlerindeki kompleks alan şiddetleri için 

, E.=- (dP) =-( dP dw ) 
\~ dcu dz 

yazılabilece~inden 

l
dw 

E. =Ew dz (ı79) 

bulunur. Böylece iki kompleks düzlemdeki alan şiddetleri arasındaki 
oranın tasvir modülüne eşit oldu~u anlaşılır . w-düıleminde alan üni
formsa Ew=1 olacaktır. z-+w-+s transformasyonu için 

E. = _ ( -dP ds dw ) 
ds dw dz 

olaca~ı kolayca görülebilir. P(s)=s için dPfd~=1 olur. 

z- ve w-düzlemlerinde hacim elemanlarındaki enerjiler birim uzun
luk için 

- ı - ı 
d W. = 2 E E.2 dsu dsv , dWw = 2 E E2w du dv 

olacaktır. Oi~er taraftan dsuds. =lz'( w)l2 dudv oldu~ u gözönüne alınırsa 
(179) yardımiyle d W~ = d W w bulunur. Böylece iki düılemdeki enerji
lerin ayni olaca~ı anlaşılır . 

Birim uzunluk için iki düzlemde dsv ve dv elemanlarından geçen 
akıl ar 

olacağından dsv=lz'(w)l dv oldu~unu gözönüne alarak (179} yardımiyle 
d;ı:=d;j7w bulunur. Elektrodların yüzeylerindeki yükler için dQ. = dQw 
olacaktır. Bununla beraber yüzey yo~unlukları 

olacağından 

dQ. dQ. 
a'ı = d~ ' rrw=~ 

O'ı = O'w ddv =uwlw'(z) l 
Sv 

(180) 

' 

j 

1 
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bulunur. Bu sonucu (179) yardımiyle doğrudan doğruya da görebilirdik. 

Iki düzlemdeki kapasiteler için 

yazılabileceğinden Q% = Qw olduğunu gözönüne alarak C.= Cw bu
lunur. 

Aşağıdaki incelemelerde orijinal sistemin z-düzleminde bulunduğu 
farzedilecek ve iv- düzlemi transformasyon için kullanılacaktır. 

Konform tasvirde önemli olan diğer bir husus boyut problemidir. 
Zira tasvirde rastlanan değerler boyutsuz sayılardır. z düzlemindeki bi
rim taksimatın a {cm) ve w-düzlemindeki birim taksimatm A(volt) de
ğerlerine tekabül ettiği farzedilirse gerçek değerleri * ile işaretliyerek 
z*= az(x*=ax, y*=ag) ve w*=Aw(u*=Au , v*=Av) yaz:ılabilir. Keza 

A 
E*= -E, 

a 

olacağı kolayca görülebilir. 

\ji*=AI}i ' C*= c 

Her hangi bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kısmiarının rolleri
ni değiştirerek iki alan şekli elde edilebilir. Yukarıdaki sonuçlar u yu 
potansiyel olarak almak suretiyle elde edilmiştir. Bu sonuçlan değişir-
11\emek yani u nun potansiyeli ve v nin akı fonksiyonunu göstemekte 
devam etmesini istersek s jw=-v f-ju şeklinde bir ara tasvir yapmak 
gerekir. Bu suretle w-düzleıni pozitif yönde 90" dönmüş olacağından 

u ile v nin rolleri değişmiş olur. 

38. Basit tasvir fonksiyonları ve tatbikatı . 

Aşağıda bazı tasvir fonksiyonları ve tatbikatı gözden geçirilmişlir. 

a) w=az+ b tasviri. 

Bu lineer tasvir fonksiyonunda a sabiti bir dönme ile bir homotesiye 
ve b sabiti ise bir kaymaya tekabül eder. Mesela pozitif reel eksen yö
nündeki E0 üniform alanının kompleks potansiyeli w=-E0z şeklinde 
ifade edilebilir. 
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ı 
b) w = - tasviri. 

z 
·o . c/J 

w=ri ve z=p/ koyarak r=l, p ve 0=- ep bulunur. Bu, birim 
daireye göre bir kompleks enversiyondur. Reel ve imajiner kısımları 
ayırarak 

u= 

bulunur. u=sab. ve v=sab. için merkezleri reel ve imajiner eksenler 
üstünde bulunan ve hepsi orijinden geçen daireler elde edilir. Dairele
rio denklemleri 

(x- !_)2+ 92 = (.!.)2 x 2+(y+ ..!..)2 = (..!.)2 
2u 2u ' 2v 2v 

şeklinde yazılabilir. 

Ters tasvir z=l w dir. w=u+ jv koyarak 

bulunur ve u ile v yi elimine ederek yine ayni daire denklemleri elde 
edilir. Şek. 186 da w= 1/z tasvir i görülmektedir. 

Jy 

w. -1/z -

Şek. 186 

u ya potansiyel gözüyle bakılırsa 

m 1 w=-- -
2itE Z 

J 

Vi 

o u 

~ 

"1 tL'2 
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orijindeki çizgisel dipolün kompleks potansiyelini gösterir. m, birim 
uzunluk için dipol momentini göstermektedir. 

w= 1/z vasıtasiyle z- düzlemindeki birim daire tu-düzlemindeki bi
rim daireye tasvir edilir. Şek. 187 de yekdiğerinc lekabül eden bölge-

ler görülmektedir. 

® 

--
1 

Şek. 187 

Genel olarak bu fonksiyon vasıtasiyle z-düıleminde orijinden geç
miyen dairelerio ve doğrulann w-düzleminde dairelere ve orijinden 
geçenlerin ise doğrulara tasvir edileceği kolayca gösterilebilir. z-düz
lemindeki daire ve doğruların denklemi genel olarak 

şeklindedir. Bu denklem a=O için doğruyu ve a+ O için daireyi göste
rir. d=O için daire ve doğrular orijinden geçerler. B= (b- ja) 2 koya-

rak denklem 

şekline sokulabilir. Bu ifadede z= l /w koyarak 

bulunur. Bu ise d+O için w- düzlemindeki daireleri ve d=O için doğ
ruları gösterir. 
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Bu tasvir fonksiyonundan faydalanarak teğet veya ortogonal sil in
dirler için potansiyel problemleri kolayca çözülebilir. Mesela şek. 188 
de görülen ve sıfır potansiyelinde tutulan iki ortogonal silindirle para
lel üniform çizgisel yükün potansiyel problemi w = 1/z yardııniyle 

® )v 
U=f/dt @ı 

-
'Zra-f/dz 

Şek. 188 

w-düzlemine transforme edilerek çok daha basit bir probleme irca edi
lir. Silindirlerin çapları d1 ve d2 ile gösterilirse u=1/d1 ve v=-1/da 
bulunur. z jd noktasındaki çizgisel yük w-düzleminde w=l/jd=-jfd 
noktasına transforme edilir. Böylece z- düzleınindeki problem w-düz
leminde ortogonal iki düzlem karşısındaki çizgisel yük problemine irca 
edilmiştir. w-düzlemindeki problem ise imajlar yardımiyle kolayca çö
zülebilir. Şayet çizgisel yükün çok küçük yarıçaplı bir tel şeklinde ol
duğu farzedilirse sistemin kapasitesi de kolayca hesaplanabilir. Telin 
yarıçapı p ile ve tasvirinin yarıçapı S ile gösterilirse çok küçük uzun
luklar için cari olan bağıntı yardımiyle 

S=r> lw'(z) l :ı=jd = : 2 

bulunur. w- düzlemindeki telin cpö potansiyeli, kenarları a=2/d1 ve 
b=2(d-d2)/dd2 olan dikdörtgenin köşelerinde bulunan dört çizgisel yü
kilo potansiyellerini birleştirerek bulunur. Bu yüklerden ikisi A. ve di
ğer ikisi -A. dır. z-düzlemindeki orijinal telin CV;> potansiyeline eşit 
olan bu değer hesaplanırsa 

A. 
1 

abd2 

<pp= 27tE np V a2+b2 

ve birim uzukluktaki kapasite için 



- ).. 
C= 

21tE 

qıp 

elde edilir. 

) az+b .. 
c w = c z+d tasvırı. 

Bu tasvire büineer tasvir denilir. Bölme işlemi yapılırsa 

B 
w = A + z+C 
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bulunur (A=a/c, B=1:./c2, !:.= be-ad, C=d/c). c+O ve t:.+O olmalıdır. 
Bu ifadeye göre tasvir dört kadernede elde edilebilir: 

~1=z+C (kayma), sı=l ·~ . (kompleks enversiyon), ~=Bs1 (homo
tesi ve dönme), w=A+s3 (kayma). 

Bu tasvirde z-düzlemindeki her noktaya iu - düzleminde yalnız bir 
nokta tekabül eder. z= -d c noktasına w=oo noktası tekabül eder. 
Tasvir bir değerlidir. Keza 

d w-b 

ters tasviri de bir değerlidir. Yani w-düzlemindeki her noktaya z-düz
leminde yalnız bir nokta tekabül eder. w=a/c noktasına z= oo noktası 
tekabül eder. Bu sonucu w=w(z) ifadesinde z=oo koyarak da görebi
liriz. Böylece bilineer tasvirin birebir olduğu anlaşılır. 

w=w(z) ifadesinde pay ve paydayı mesela c ye bölerek 

cız + {3 
w = z + Y 

yazılabileceğinden (cı=a/c, f3=b/c, y=d/c) bilineer fonksiyon üç bağım
sız parametre ihtiva eder. Bu sebeple bu parametı eleri z - düzlemindeki 
üç nokta, w-düzlemindeki üç noktaya tekabül edecek şekilde tayin et
mek kabil olur. Mütekabil noktaları (z1,z1,z3) ve (a•~ıw1,w3) ile göstere
rek hesaplar yapılırsa 

w- w 1 w1 - w3 z- z 1 z;-zs = - - --
w- W:ı w1 - Wı z - z3 z2-z1 

bulunur. 
Elektromagnetilc Alan Teoriiii F . 21 
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Sabitler reel olduğu takdirde 

v- lig 
- (cx+d)2 + (cy)2 

olacağından 11>0 için z-düzleminin üst yarısının (y>O) w-düzlemi
nin üst yarısına (v>O) tasvir edileceği anlaşılır. 

z - d üziemindeki a yarıçaplı daire içindeki bölgenin w-düzleminin 
üst yarısına tasviri 

.a-z 
w=J-

a + z 

fonksiyonu vasıtasiyle yapılır. Zira 

a2-(x2+ y2) 
v = {a+ x)2+y2 

olduğundan x2+y2 ~a2 için v>O olur. Dairenin çevresi w-düzleminin 
reel eksenine tasvir edilir. Şek. 189 da yekdiğerine tekabül eden böl
ge ve noktalar görülmektedir. 

) If ® 
8 

c 

J) 

Şek. 189 

d) w=z2 tasvlri. 

Tasvir bir değerlidir. w=reja ve z = pejcp koyarak r=p2 ve 9=2cp 
elde edilir. z-düzleminin üst yarısı bütün w-düzlemine tasvir edilir. 
z-düzleminin alt yansındaki noktaların tasvirleri üst yarısındaki nok
taların tasvirleri ile üst üste geleceğinden bir w değerine iki z değeri 

tekabül eder. z=v;; ters tasviri w-düzleminde iki değerlidir. Yani bir 
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w değerine iki z değeri tekabül eder. Tasviri birebir yapmak için w
düzlemi üst üste konmuş iki yapraktan ibaret farzedilir. z- düzleminin 
üst yarısındaki noktalar alttaki yaprağa ve all yarısındaki noktalar ise 
üstteki yaprağa tasvir edilir. Yapraklar pozitif reel eksen boyunca kesi
lip, kesilen kenarları çaprazlama olarak, yapıştırmak suretiyle iki yaprak 
arasındaki süreklilik sağlanır. to-düzleminde üst üste gelen noktalardan 
biri alttaki yaprakta ve diğeri üstteki yaprakta bulunur. Iki yapraklı 
düzleme Riemann yüzeyi adı verilir. 

u=x'l-g2 ve v = 2xy olduğundan u=sab. ve v = sab. iç in ortogonal 
hiperboller elde edilir. Şek. 190 da w - düzleminin üst yarısının z-düz
lemindeki ilk dörtde bir bölmeye tasviri görülmektedir. Ortegonal iki 

)I.J" 

U.·o 
u: o c.rz 

u-, 
, u:o 

o u, o uz 

Şek. 190 

levha karşısındaki paralel çizgisel yük problemi bu tasvirden faydala
narak kolayca çözülebilir. Zira z-düzlemindeki v=O sınır yüzeyleri w= z2 

tasviri vasıtasiyle w- düzleminde v= O sonsuz düzlemine transforme edi
lir. Böylece problem w-düzleminde sonsuz levha karşısındaki paralel 
çizgisel yük problemine irca olunur. Keza iki biperbolik silindir arasın
daki veya 90" lik bir köşe ile bir hiperbolik silindir arasındaki alan bu 
tasvirle elde edilir (v ye potansiyel gözüyle bakarak). 

e) w=Vz tasviri. 

Tasvir z-düzleminde iki değerlidir. Yani bir z değerine iki w de
ğeri tekabül eder. Tasviri birebir yapmak için ( z=w2 ters tasviri bir 
değerlidir) iki yapraklı z-düzlemi kullanılır. w düzleminin üst yarısı bi
rinci yaprağa ve alt yarısı ikinci yaprağa tasvir edilir. 

x=u2-v2 ve y=2uv olduğundan u ve v yi elimine ederek 

y 2= 4 u2(u2- x) , y 2=4 v2(v2+x) 
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denklemleri bulunur. u=sab. ve v=sab. için odakları orijinde bulunan 
ortogonal paraboller elde edilir, şek. 191. lki parabolik silindir arasın
daki veya bir yarı sonsuz düzlemle parabolik silindir arasındaki alan 
bu tasvirle elde edilebilir. Keza bir yarı sonsuz düzlem karşısındaki 
çizgisel yük problemi bu tasvirden faydalanarak bir sonsuz düzlem 
karşısındaki çizgisel yük problemine irca olunur. 

® Jv-
~U:() 

ır2 

"1 
/()';() 

u, o "z 

Şek. 191 

f) w= zn tasviri (n pozitif tam sayı). 

Bu tasvir w-düzleminde n değerlidir (z= nvw). G= ncf> olduğundan 
z- düzlemindeki ep tepe açılı sektör w-düzleminde nep tepe açılı sek
töre tasvir edilir. cf>=21t/n sektörü ise bütün w- düzlemine tasvir edilir. Tas
viri birebir yapmak)çin n yapraklı w-düzlemi kullanılır. z=Dvw deterleri 

0 . / - ( 6+ 2k1t + . . 6+2k1t) z= v r cos J sın---
n n 

şeklinde hesaplanır (0~6~21t , k = 0,1,2, .. . ,n-1). 

g} w= ln z tasviri. 

w=ln p+ j( ep + 2k1t) olduğundan tasvir z-düzleminde sonsuz değer
lidir (O ~ ep ~ 21t , k = O, 1,2, ... '. k = O için w=ln P+ j ep ye esas değer 
denilir. z-düzlemi w ·- düzleminde 21t genişliğindeki yatay şeride tasvir
edilir, şek. 192. Tasviri birebir yapmak için sonsuz yapraklı z- düz
Iemi kullanılır. Her yaprak bir yatay şeride tekabül eder. Bir yaprak
la çalışmak istenir se O~ ep~ 21t sınırları arasında kalmak için pozitif re-
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el eksen boyunca bir baraj düzlemi koymalıdır. Bu barajın üst kenan 
v=O de~erine ve alt kenan ise v=21t deg-erinetekabül eder. Ters fonk· 
s iyon :ı=ew periyodiktir ve periyodu 2rtj dir. 

}tr 

---- f--- -- 'r 
U> O 

31rk 
1r 

1T - W o 
u~ o C.(;> u 

Şek. 192 

u=ln p ve v=cp olduğundan u=sab. için ortak merkezli daireler 
ve v=sab. için yarı sonsuz doğrular elde edilir, şek. 192. 

u ya potansiyel gözüyle bakılırsa bu tasviı fonksiyonu yardımiyle 
ortak eksenli iki dairesel silindir arasındaki alan elde edilir. u1=ln Pı 
ve u1=ln p2 olduğunu gözönüne alarak birim uzunluktaki kapasite için 

E- e ~o;._-.:2_'1t_ = _2_1t_e_ = _2_1tt_• 
lnpı-lnpı In 12. In EL 

Pı Pı* 

bulunur. p1*=a ve p1*=b, silindirlerin gerçek yarıçaplarıdır. 

Orijindeki üniform çizgisel kaynağın potansiyeli için 

).. 
q>=u=- -

2
- lnp+ k 
'!tE 

yazılabilir. Böylece kompleks potansiyelin 

).. 
w=- - lnz+K 

2m 

şeklinde gösterilebileceği anlaşılır. K, reel kısmı k ya eşit olan bir kom· 
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pleks sabiti göstermektedir. Şayet z=z0 için w- O seçilirse K -
2
).. ln z0 
1CE 

olur. 

Çizgisel yük her hangi bir z0 noktasında bulunduğu takdirde komp
leks potansiyel 

olacaktır. 

A. -
w=--- ln(z-z0)+K 

21t! 

z11z2, ... ,zn noktalarında bulunan A.:, A.2, ... ,).n çizgisel kaynaklarının 

kompleks potansiyeli için süperpozisyonla 

1 n 
·w= -

2
1te LA; ın (z - z;)+K 

i= l 

bulunur. Mesela z1 ve z 2 noktalarındaki A. ve -A. yükleri için 

A z - zı 
w= --

2
- ln +K 
ne z-z2 

bulunur. Potansiyel fonksiyonu 

u(x,g)= - -
2

).. ln ] z - Zı ı + k = - _ A._ ln ~ +k 
ne z - z 2 21te R2 

olacaktır. R1 ve R2, potansiyelin hesaplandığı z noktasının z1 ve z2 den 
uzaklığını göstermektedir. 

Şimdi bazı potansiyel problemlerini w=ln z tasvirinden faydalanarak 
çözeli m. 

Şek. 193 de görülen levbaların potansiyel fonksiyonunu bulalım. 
Levhalar arasında z-ekseni boyunca sonsuz ince bir aralık bulunduğu 
farzedilmektedir. w= ln z yardımiyle z - düzleminin üst yarısı w - düzle
ıninde n genişliğ-indeki yatay şeride tasvir edilir. Bu suretle z - düzle
mindeki problem w - düzleminde cp1 ve cp2 potansiyellerindeki iki sonsuz 
paralel levha problemine irca edilmiştir. Paralel levhalar arasmdaki Üni
form alanın potansiyeli ~çin </> = Av+ B . yazılabileceğinden kompleks 
potansiyel 

P(·w)= -jAw+B 
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şeklindedir. Sınır şartları yardımiyle (v = r. için ep = q>1 ve v = O için 

cf>=cpı) 

)!J 
(g) 

~- ,., . 
p.ı..ı.. wa8tz 

Şek. 193 

P(w)=-j fPı-fPı w4-cp., 
1t 

e 
Jır 

/t 11 

1./'ı:O 

% 
q 

bulunur. w=ln z koyarak z-düzlemindeki kompleks potansiyel için 

P(z)=-j q>ı-fPı lnz -ı-fPı 
1t 

elde edilir. Potansiyel ve akı fonksiyonlan 

dır (cj>=arc tg ~ , p = yx2ıyl). Eşpotansiyel çizgiler cb= sab. yarı 

sonsuz do~rulanndan ve alan-çizgileri ise P=sab. yarım dairelerinden iba

rettir 
Şek. 194 de görülen silindirin üst yarısı topraklanmış olup alt ya

rısınm potansiyeli qı0 dır. Yarım s ilindirler arasında A ve C noktaların
da z-ekseni boyunca sonsuz ince aralıklar vardır. Sistemin kompleks 
potansiyelini, yani silindir içindeki potansiyel ve akı fonksiyonlarını 
bulalım. Birim daireyi 

.1-z 
w=J--

1+z 

yardımiyle w - düzleminin üst yarısına tasvir edebiliriz. w-düzleminde
ki çözüm 
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P(w)= - j <ı>o In w 
'lt 

J'j ® )~ 

. 1-~ 
W"'J-

<I+Z 

c A -
;( o 

'-----v----' 
t./s'f'D 

r 

Şek. 194 

olaca~ından 

P(z)=-j <ro ın (j ı-z) =- j 
'lt 1 +z 

!9. In ı - z + <ı>o 
'lt ı+ z 2 

9 

""0 

bulunur. Reel ve imajiner kısımları ayırarak potansiyel ve akı fonksi 
yonları için 

<ı>o 1-xı-yı <ı>o ll- zl qı(x,y) =1tarctg -~ - , ljl(x,y)=-1tln l + z 

elde edilır. Eşpotansiyel çizgilerin denklemi 

~eklinde olup A ve C noktalarından geçen daire yaylarını gösterir. 
Ic =qı012 için y -O olaca~ından AC doğrusu qı=qıoJ2 eşpotansiyel çizgisi
dir. Alan çizgilerinin denklemi ljl(x,g)=c yazarak bulunur ve merkez
leri reel eksen üstünde bulunan daire yayları elde edilir. BD doğrusu 
da bir alan çizgisidir. 

Şimdi 

z + l 
w - ln-·

z-1 
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tasviri vasıtasiyle çözülebilen bazı problemleri gözden geçirelim. Daha 
önce de görüldü~ü gibi bu fonksiyon yardırniyle z=-1 ve z= +l nok· 
talarındaki -27tE ve 2m çizgisel yüklerinin alanı elde edilir. 

Ters fonksiyon için 

veya 

z= ew+l = Cth ~ 
e--ı 2 

2 
z =~1 + 1 e -

elde edilir. w-+z tawiri şu sırayla yapılabilir: ~1=ew, ~2=~ı-1 , ~3=1/~,, 
z=2~+1. Şek. 195 de w-+z tasviri görülmektedir. Ara tasvirler çizil-

mernlştlr. 

® 

® 

e""~' 7•--
~--r -- -'!! 

IT • tl X 
u ı u3 Ll 

Şek. 195 

~-düzleminde ; = O düzlemi ile intibak eden sıfır potansiyelindeki 
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levha karşısına ve !;o = a noktasına ).. çizgisel yükü getirildi~ine göre 
kompleks potansiyel için imaj yardımiyle 

).. ).. ).. s-a 
P(s)=- -

2
- ln(s-a)+-

2
- ln(~+a)=- -

2
-Iny + . 

1tE 1tE TtE '> a 

bulunur. Şimdi bir <;=~ (z) fonksiyonu vasıtasiyle ~- düzlemindeki 
imajiner eksenin z- düzlemindeki C eğrisine transforme edildiğini far
zedelim. Bu esnada ~=a noktası da z= z0 noktasına tasvir edll~k 
yani a=s(z0) olacaktır. Böylece 

p (z) = _ _ A._ In s(z)-s(zo) 
21tE s(z)+s(zo) 

fonksiyonu z - düzleminde C eğrisi karşısına ve z= z0 noktasına getirilen 
çizgisel yük probleminin çözümünü verecektir. 

Alan şiddeti için 

ı 
E = lz'(w)l =Ch u- cos v 

bulunur. 

w-düzleminde uııO,u2,u3 gibi dört u de~erini gozonune alarak 2rt 
genişli~indeki çeşitli dikdörtgenleri z-düzlemine tasvir ederek aşa~ıda
ki potansiyel alanları elde edilir : 

u2~ u~u3 için içiçe iki silindir arasındaki alan elde edilir ve birim 
uzunluk için kapasite 

C= _ 2_1t_E_ 

olur (v1=0,v2=2rt). 

O ~ u~ u2 için sonsuz düz le m ile paralel silindir arasındaki alan el
de edjlir ve 

dir. 

dir. 

C= 2rtE 

u2 

u1 ~ u~ u2 için iki paralel silindir arasındaki alan elde edilir ve 

C= 

~ 
1 

ı 
1 

ı 
1 

1 

1 

ı 
1 



z=z{w) de reel ve imajiner kısımları ayırarak 

Sh u sin v 
x = ch , u-cosv y = - Ch u - cos V 

bulunur. u ve v elimine edilerek 

1 
{x- Ct h u)l+g2 = -

Sh 2u 
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denkJemleri elde edilir. Bu denklemler, merkezleri reel ve imajiner ek
sen üstünde bulunan daireleri gösterirler. u=sab. daireleri u>O için 
sağda ve u<O için solda bulunurlar. u=O için x=O olacağından daire
ler imajiner eksene dejenere olurlar. u= + oo için x=+ı , y=O ve 
u=- oo için x= -ı , y=O olur. v=sab. daireleri x= ::ı:l noktaların
dan geçerler. v nin değişme sınırı O~v~2n dir. v=0,1t, 2n için y=O 
olur ve v =sa b. daireleri v = 1t için -ı ile +ı arasındaki doğruya ve 
v =O ve 21t için -ı noktasının solundaki ve +ı noktasının sağındaki 
yarı sonsuz doğrulara dejenere olurlar. 

Tasvir fonks iyonu 

şeklinde alınırsa ± ı noktalarının yerine ±c noktaları gelir ve mesela 
u=sab. dairelerinin denklemi 

(x- c Cth u)1 + y 2 =(S~ ur 
şekline girer. 

Şimdi yarıçapları ve eksenleri arasındaki uzaklık verilen iki paralel 
silindir arasındaki kapasiteyi hesaplayalım . Silindirlerin yarıçapları için 

ve d uzakbğı için 

• 
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yazılabilir. Bu denklemler yardımiyle 

bulunacaa-ından birim uzunluktaki kapasite için 
- 2nE 
C= - d2 - Rı - R ı 

Ch-ı ı l 
2 R1 R2 

formülü elde edilir. 

h) z =}(w+~) tasviri. 

·e c pozitif bir sabiti göstermektedir. w=r / koyarak 

X= ~(r + ~) COS e= a COS e 1 9 = ~ (r - C~) sin 9 =b Sin 8 

bulunur. r ve e yı elimine ederek 

=1 

denklemleri elde edilir. Birinci denkleme göre w-düzlemindeki r=sab. 
daireleri z - düzleminde yarı eksenleri a ve b olan ortak odaklı elipsle
re ve ikinci denkleme göre O=sab do~ruları ortak odaklı elipslere ve 
ikinci denkleme göre e = sa b. doğruları ortak odaklı hiperhallere tasvir 
edilir, şek. 196. Elipslerin ve hiperhallerin odakları z =±c noktaların · 

dadır. w-düzleminde yançapı c olan daire için x=c cos e, y=.;O olaca
ğından bu daire odakları birleştiren doğruya tasvir edilir. Odaklar ara
sındaki doa-ruya dejenere olmuş bir elips gözüyle bakılabilir. 

Ters fonksiyon 

olduğundan bir z dea-erine iki w dea-eri tekabül eder. Tasvir z- düz
leminde iki değerlidir ve birebir tasvir için iki yapraklı z-düzlemi 
kullanmak gerekir. w -düzlemindeki r = c dairesi dışındaki noktalar bü-
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J'j 

0-:: 0 

u 

Şek. 196 

tün z-düzlemine tasvir edilir. r=c dairesinin içindeki noktalar ise ikin· 
ci Riemann yapra~ına tasvir edilir. Bu sebeple r= c dairesine baraj gö-

züyle bakılabilir. 
z-düzlemindeki iki eliptik silindir arasındaki alanı veya 2c geniş

ligindeki levha ile bir eliptik silindir arasındaki alanı bu tasvir yardı
miyle indeleyebiliriz. Örnek olarak iki eliplik silindirin birim uzunluk 
için kapasitesini bulalım. Yan eksenleri a1,b1 ve a2,b2 olan elipsler r1,rı 
yarıçaplı dairelerio tasvirleri oldu~undan 

- 2'ltE 
C = --

1 rı n -
rı 

dir. Her hangi bir ellps için a2 - b2 = c2 dir ve mesela A noktası için 

yazılan 

1 ( cı) x= a= 2 r + ; (y = O) 

denklemi yardımiyle r =- a + va2-c~+b bulunur. r>c oldu~undan 
kare kök için pozitif işaret alınmıştır. Böylece kapasite için 

elde edilir. 

- 2m: 
C=---

1 Ot + bı n --
a1 + bı 
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i) z = Ch w . z = Sh w 1 z = cos w 1 z = sin w tasvirleri. 
~ ew koyarak z = Ch w için 

z = Ch w = ~ (s + f) 
yazılabilir. Bu tasvir yukarıda inceJenmiştir (c=l). ~=ew yardımiyle 

w- düzlemindeki yatay şerit ~- düzlemine tasvir edilir. ~~z tasviri 
yardımiyle de z- düzlemindeki elipsler ve hiperboller elde ediJir. Odaklar 
z=±l noktalarıodadır. u = O için birinci yaprak ve u= O için ikinci 
yaprak kullanılır. 

z= c1 Ch~ tasvir i de benzer şekilde incelenir. c1 ve c2 reel sabitle
cı 

ri göstermektedir. ~=ewfeı koyarak 

_ Ct (y 1) Z-2 -,+ ~ 

yazılabilir ve tasvir w~~~z şeklinde elde edilir. 

Reel ve imajiner kısımları ayırarak 

U V 
X = Cı Ch- cos - , 

c1 c2 

bulunur. Elipslerin yarı eksenleri 

ll 
a = c1 Ch

cı 

u 
b=cı Sh

c2 

ve yarı odak uzaklıkı c= c1 dir. u1 ve u2 potansiyellerindeki iki eliptik 
silindir arasındaki gerilim için 

U ı aı+bı 
=uı-u2=c2 n +b 

a2 2 

bulunur. Pozitif reel eksen üstünde v=v1 =0 ve pozitif imajiner eksen 

üstünde v = v2= cfr../ 2 olaca~ından birim uzunluktaki yük için Q = -2 1t~c2 
bulunur. Buradan birim uzunluktaki kapasite için daha önce bulunan 
formül çıkarılır. 

Alan şiddeti için 
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elde edilir. v=O için E= E .. u= c2 b ve v =c27t 2 için E Emı .. =c,ja ola
ca~ı kolayca gorülebilir. c2 yi silindirler arasındaki potansiyel farkı 
yardım i yle hesaplayabiliriz. 

ı= Sh w fonksiyonunda ~=e"' koyarak 

z- 1 (s- !.) - 2 ~ 

bulunur. 'Ç=R/fl. koyarak 

elde edilir. 'Ç-düzlemindeki birim daire z=±j noktaları arasındaki dü
şey do~ruya tasvir edilir. u ~O yarım şeridinin tasviri şek. 197 de gö
rülmektedir. u ~ O için dig-er Riemann yaprağı kullanılır. 

-JV' 
@) 

~- - - -- -- 21r 

1T 
2: s,;,;,w 

I.F• D --
o u, ~, u 

Şek. 197 

z= cos w fonksiyonunda ~1=jw koyarak 

z = cos w= Ch jw =Ch ~ 

ve 'Ç2 = e sı koyarak 
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yazılabilir ve w-+Ç1-+Ç2-+z tasviri yapılır. w- düzleminde 21t genişli
ğindeki u~ O düşey şeridi birinci z yaprağına ve u ~ O düşey şeridi ise 
ikinci z yaprağına tasvir edilir. Reel ve imajiner kısımları ayırarak 

x = cos u Ch v , y = - sin u Sh v 

bulunur. u= sab. için hiperboller ve v =sa b. için elipsler elde edilir. 
Elipslerin ve hiperboBerin odakları aynidir. 

z =sin w fonksiyonu z = - j Sh jw şeklinde yazılabilir. ~. = jw ve 

~2 =e~~ koyarak 

z=- j .!_(s1 - l ) 
2 ı;2 

bulunur. Tasvir w-+ı;1-+s2-+z sırasına göre yapılır. Reel ve imajiner kı
sımları ayırarak 

x = sin u Ch v , y = cos u Sh v 

bulunur. u= sab. için hiperboller ve v = sab. için ellpsler elde edilir. 
Odaklar aynidir 

j) ı= tg w , z = ctg w ı ı = Th w ı ı = Cth w tasvirleri. 

z = tgw fonksiyonu 
• ei2w_l 

z - - J ei2w+1 

şekline sokulabilir ve ı;,=2jw , ı;ı=e~1 , 

tasvirleri yapılır. 

y -1 
ı;,=~+1 , z =- J~, 

z = ctg w= 1/ tg ıu tasviri ı;= tg w ve z = 1/s şeklinde elde edilebi-
lir. 

z = Th w fonksiyonu w= j~1 koyarak z = j tg ~~ şekline sokulabi
lir ve sonuç ı;1 = tg ı;1 tasvirini j ile çarparak elde ediilir. 

z = Cth w fonksiyonu w jı;1 koyarak z j ctg ı;, şekline girer ve 
sonuç 1;2 = ctg ı;1 tasvirini j ile çarpara k bulunur. 
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39. Unicursal etriler. 

Bir iletkenin sınır eğrisinin :<= x(p) , y --y(p) şeklinde yani bir p 
parametresine bağlı olarak if ade edilebildiği farzedilirse eğrinin komp· 
leks denklemi 

z(p) = x(p) + j !J (p) 

olur. Bu denklemdep yerine - j w=v-ju koyarak 

z(w) = x(-jw) + jy(-jw) (181) 

bulunur. Şayet u= O alınırsa son denklem 

Z (V) = X (V) + j !J( V) 

şekline girer. Bu ise sınır eğrisinin parametrik denklemidir ve aradaki 
fark p yerine v gelmesinden ibarettir. Böylece parametrik olarak ifade 
edilebilen ( unicursal) eğri bir u= O sınır etrisi için kompleks potansiyelin 
doğrudan dotruya bulunabileceği anlaşılır. Zira z(w) fonksiyonunun 
tersi z-düzlemindeki w(z) kompleks potansiyelini verecektir. 

Sınır eğrisinin denklemi poler koordinatlar cinsinden P=p(p), <t>-<f>(p) 
şeklinde ifade edilirse 

z(w) = p(- jw)l ep (-jw) (182) 

olacağı kolayca görülebilir. 

Bu metod yalnız parametrik olarak ifade edilebilen eğrilere (unicur
sal eğriler) tatbik edildiğinden kullanma alanı çok dardır. Aşağıda ba
zı örnekler gözden geçirilmiştir. 

Yançapı a olan iletken silindirin parametrik denklemleri x= a cos ep, 
y=a sin </> olduğundan 

z(w)= a cos ( - jw)+ ja sin (- ju•)= aew 

ve kompleks potansiyel için 
z w(z)= ln 
a 

bulunur. x=ae" cos v, y= ae" sin v olduğundan eşpotansiyel çizgilerin 
denklemi x2 -t-y 2= a2e2u olur. 

Elektromagoetik Alan Teoriai F. 22 
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Yarı eksenleri a,b olan eliptık silindirin parametrik denklemleri 
x= a cos p , y= b sin p olduğundan 

z(w)= a cos (- jw)+ j b sin ( - jw) 

veya b fa= Tb cx koyarak 

z (w) = ya2-b2 Ch (w+cx) 

bulunur. Kompleks potansiyel 

dir. Reel ve imajiner kısımlan ayırıp v yi elimine ederek eşpotansiyel 

çizgilerin denklemini gösteren 

[ a ~h~~ ~ a) r + [~b-=t::.,...h_,~h-u-:-~-a...,..)-r ı 
bulunur. u = sab. içinelipsler elde edilir. 

40. Schwarz-Christoffel tasviri. 

Schwarz- Christoffel tasvir fonksiyonu vasıtasiyle z- düzlemindeki 
bir poligonun içi w- düzleminin üst yarısına ve poligonun sınırı ise 
u- eksenine tasvir edilir. Bu önemli tasvir fonksiyonu 

d _'Yı _ 'Y2 "(n n 'Yt 

d~= A (w - Uı) -;: (w- u2) 1t ••• {w-un)- -1':- =An {w-u,)- -;:: (183) 
r = l 

denklemini integre ederek bulunur. Bu ifadede A bir kompleks sabiti, 
y , ler poligonun dış açılarını ve u, ler ise u-ekseni üstündeki noktala
n gösterir, şek. 198. Poligonun z, noktalarına tekabül eden u, noktala
rı için u,-1> u,> u,+ı dir. Poligonun yönü tasvir edilecek olan bölge 
solda kalacak şekildedir. y, açıları poligon yönünde ilerlerken rasUanan 
yön değişmelerini gösterir. u, noktasında 1t>y,>0 için bir köşe ve 
y, <O için bir dirsek vardır, şek. 199. y, ~ 1t için köşe sonsuza gider ve 
y, = -1t için dirsek sonsuz ince olur, şek. 200. Sonsuzdaki noktaya iki 
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jv-

Şek. 198 

® 

Şelc. 199 

paralel do~runun kesişme noktası gözüyle bakılabilir. t 7: 

Şek. 200 

Poligonun sınırının u- eksenine tasvir edilece~ini şöylece görebiliriz: 
dzfdw nin argümanı 

arg (: )=arg A - 'Y~ arg (tu - u1)- •• • - Y~ arg(w-u.) 
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dir. dw = du ıçın arg (dz/dw) = cf> olacaktır. Bu ise du elemanının tas
viri olan dz nin pozilif reel eksenle yaptı~ı açıdır, şek. 198. Şayet w 
reelse ve u, ile u,+ ı noktaları arasında bulunuyorsa (w- u1), ••• ,(w- u,) 
faktörleri hep pozitif reel sayılar olacağından argümanları sıfırdır . Bu
na karşılık negatif reel sayılar olan (w - u,+1), ••• ,(w - u,.) faktörlerinin 
argümanları 1t ye eşit olur. Böylece dz nin argümanı için 

ep , = arg A - (Yr+ı + .. · + y,.) 

bulunur. z, ile z,+ ı arasındaki dz elemanları pozitif reel eksenle ep , açı
sı yapan poligon kenarını meydana getirirler. Benzer şekilde z,+1 ile 
z,+2 arasındaki kenar için 

ep , 1 = arg A - (y •+2 + ... + y ,.) 

açısı bulunur. Bu iki do~ru arasındaki açı ep r+1-ep,=y, dir. Bu suret
le poligonun iki kenan elde edilmiş olur. Diğer kenarlar benzer şekil
de elde edilir. 

Alan şiddetinin bir köşede sıfır ve bir dirsekte sonsuz olacağını 
gözönüne alarak tasvir edilen bölgeye göre dış açıların doğı u tarafta 
alındığını kolayca görebiliriz. Gerçekten E 1/ lz'(w) l olduğundan y,>O 
için E-+oo ve y,<O için E-+0 değerini alır. 

(183) denklemini integre ederek z(w) için 

n - '!! 
z= A ~r~(w- u,) -:t dw + B (184) 

bulunur. A ve B nin nası l tayin edileceği örnekler incelenirken görüle
cektir. Homotesiye ve dönmeye tekabül eden A sabiti poligonun z- düz
lemindeki durumunu ve kenar boyutlarını tayin eder. Kaymaya tekabül 
eden B sabiti ise poligonun köşe ve direseklerinden birinin yerini tes
bit eder. Schwarz integrali 

w n Yr 

z= A J II (w - ~- 1: dw + B 
o r=l '-ur 

şeklinde yazılırsa w = O için z=B olur. 

Schwarz-Christoffel tasvir fonks iyonunu araştırırken aşağıdaki nok
talar gözönünde tululur : 
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a) z-düzlemindeki dirsek ve köşeterin sırası u- ekseni üstünde
ki noktalann sırasına uymalıdır. Bu sıra tasvir edilecek bölge solda ka
lacak şekilde yapılan ilerlemeye (ok yönü) göre tesbit edilir. 

b) Dış açılar icin pozitif yön saat yönünün tersidir. 

c) Şayet Yr dış açıları yerine a, iç açıları alınırsa 
a.+rr=ıt 

oldu~undan {183) denklemi 
o:r 

dz n -=- - 1 -=AIT (w-u) " dw r 

r= l 

{185) 

{186) 

şekline girerer. 
d) ur noktalarından üçü gelişi güzel seçilebilir. Ancak bu noktala-

rı seçerken integralin kolay kesaplanabilen tipiere benzemesine çalışılır. 
Şayet noktalardan biri sonsuzda seçilirse bu noktaya tekabül eden fak-

tör integralde bulunmaz: 
e) Dış açıların cebrik toplamı 2-ıt dir. Bundan açıların do~ru alı

nıp alınınadı~ını kontrol etmek için faydalanılır. 

/) Şayet ı::-düılemindeki up noktası z - düzlemindeki yp = n köşe
sine tekabül ederse paralel do~rular arasındaki uzaklık 

(187) 

olur, şek. 201. u=± oo noktası r p=it köşesine tekabül etti~i takdirde 

op : 7T («p =O) 

-;-rfi D ~zp--

Şek. 201 

· Dp "P jıtA (188) 

olur. 
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Yukarıdaki formülleri şöylece çıkarabiliriz. z - düzleminde paralel 
doğruların arasındaki uzaklık 

, 
Zp 

DP= J dz =zp'- z/ 

zp' 

dir. Diğer taraftan bu integrasyon w - düzleminde ıu =up tekil noktası 
etrafında çizilen küçük bir yarım daire boyunca integrasyona tekatül 
eder. uP ye çok yakın olan noktalar için w - u, :::::. up-ur yazılabileceğin-

~ ·e 
den (r+p) w-up= Re' koymak (dw=jRe1 d6) ve integrasyon sınırlarının 
1t ve O olduğunu gözönüne almak suretiyle 

Yr O 

1t ~rjd9 
r. 

yazılabilir (yp =7t). Integral hesaplanırsa (187) formülü elde edilir. dz/dw 

yi -j7t(w-up)Yp/7t ile çarpıp w= up koyarak ayni sonucun bulunacağı 
kolayca görülebilir. 

(188) formülü de benzer şekilde çıkarılır. w-düzlemindeki integras
yon up= ± oo noktalarını birleştiren çok büyük yarıçaplı bir daire bo

·a yunca yapılır. Sonsuzdaki up ye çok yakın noktalar Için w- u .. .,.Rel 

alınabileceğinden (R-+oo) 

bulunur.~>· =21t olduğundan ve (w up) -yp/1t faktörü integralde bulun-
r 

madığından üslerin toplamı - 1 dir. 

Şayet Yp'=Fit ise (183) diferans iyel denklemini integre ederek birin
ci ve ikinci hal için 

- Yr ; · jO - YP jO 
z= A fl (up- u,) 1t (Re ) 1t jRe dO 

r+p 
(a) 
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(b) 

yazılabllir. Integraller hesaplanırsa 

, (c) 

z= - - -- R n e n + B 

[ 

A -(ı - !!)] - i (ı - ~)a 
-(ı -~) 

(d) 

bulunur. (c) denklemi -r.~yP<r. sınırları arasındaki her hangi bir YP 
açısı için merke1i z=zp=B de bulunan daireyi gösterir ve R-+0 için 
daire kaybolur. w-düzleminde O açısı O ile 11: arasında değişince z - zP 
nin argümanı O ile r. - yp= cx.P arasında değişir. yP=+ n için (a) integ
rali yardımiyle 

(e) 

bulunur. Bu ise poligon yönüne zp den önce ve sonra dik olan bir doğ
rudur. zp' de B=n ve zp' de ise 6=0 olduğundan Dp= zp" -z/ yardım i y
le (187) bulunur. 

(d) denklemi -n~yp<ıt sınırları arasındaki her hangi bir y açısı 
için merkezi z=zp=B de bulunan bir daireyi gösterir ve R-+oo için 
daire kaybolur. w-düzleminde 0 açısı n ile 0 arasında değişince 7. - Zp 

nin argümanı -(n -yp) ile O arasında değişir. yP=+n için (b) integra
li yardımiyle 

z = AjO -B (/) 

bulunur. Bu denklem poligon yönüne zp den önce ve sonra dik olan 
bir doğruyu gösterir. Bu sefer zp' de 0=0 ve zp' de ise B=n olacağın
dan Dp=zp' -zp' yardımiyle (188) bulunur. 
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g) u, değerlerinden üçü gelişi güzel seçilebildiğinden ve sabitlerin 
sayısı n+2 olduğundan (A,B sabiUeri ve n tane u, değeri) tasvir fonk
siyonunu bulmak için (n+2)-3= n-1 bağımsız denkleme ihtiyaç var
dır. Bu denklemler yekdiğerine tekabül eden noktalardan faydalanılarak 
elde edilir. 

41. Schwarz-Cbristoffel tasvirinin tatbikatı. 

Aşağıda çeşitli poligon tipleri için tasvir fonksiyonları ve teknik 
tatbikatı gözden geçirilmiştir. 

1 - Bir açılı potigonlar. 

n = 1 için inteğrasyonla 

~ 
nA r. 

z= -- (w-u1} -r B 
Cl ı 

bulunur. u1=0 ve B=O alınırsa 

~ 
z= Cw r. 

yazılabilir. z=O noktası w=O noktasına tekabül eder. C nin reel oldu
ğu kabul edilirse · z-düzlemindeki sektör tu - düzleminin üst yarısına 
tasvir edilir, şek. 202. Şek. 203 de cx1=n/2,3n/2,27t için poligonlar ve 
tasvir fonksiyonları görülmektedir. 

® 

L o 

Şek. 2021 

® @ 

:tr11!/2 (l'f=7rlz) 
.J . cv'iV' 

«~·31f/2(~ı:-11/~) tJ(.("' 2tr(r:•-1T) 
2'•Cw:1/z Z•CwZ 

Şek. 203 



Bu tasvir yardımiyle çeşitli potansiyel problemleri kolayca çözüle
bilir. w-düzlemindeki sonsuz levhanın üniform alanı z-düzlemine 
transforme edilerek yüklenmiş bir köşenin, bir dirseğin veya bir yarı 
sonsuz levhanın alanı elde edilebilir. Keza farklı potansiyellerdeki iki 
yarı sonsuz levhanın alanı da w-düzleminde izleri pozitif ve nega
tif reel ekseniere intibak eden iki yarı sonsuz levhanın alanını 
z- düzlemine transforme ederek bulunabilir. Bir köşe veya dir
sek ile paralel üniform çizgisel yük problemi de w- düzlemin
de imaj yardımiyle çözülerek z- düzlemine transforme edilebilir. 
Örnek olmak üzere şek. 204 de qı0 potansiyelindeki yan son
suz levhalar arasına getirilen paralel çizgisel yük problemi ni 

'TT/(1{~ 
w:(Z/C) 

~ f "'" 
1 
1 
1 

~~;;;p;77, 

% ' 

Şek. 204 

~-~ w., 

çözelim. Sistem w=(z/C)1t/a1vasıtasiyle z-düzlemine transforme edile
rek problem qı0 potansiyelindeki sonsuz levha karşısına getirilen çizgisel 

yük problemine irca edilir. Çizgisel kaynak w-düzleminde •uı0=(zofC)Tt/u.ı 
noktasındadır. w-düzlemindeki problem imaj yardımiyle çözülerek 
kompleks potansiyel için 

P 
). w-wo 

(w) = - - 2-tn -+<!lo 
TtE w-wo 

bulunur. z-düuemindeki kompleks potansiyel ise 

). Tt/cı, Tt/cıı 
z -Zo 

F (z) = - -2- In / / + <!lo 
TtE Tt U.ı (-)Tt U.ı z - z0 

olacaktır. Reel ve imajiner kısımları ayırarak potansiyel ve akı fonksi
yonları bulunur. 
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2- Sıfır açı lı poligon. 

a 1=0(y1=1t) için uı=O ve B=O alarak 

z=A J d: = Ainw 

bulunur. A nın reel olduğunu kabul edelim. w= l için z=-oo dır. 

w=rej
0
koyarak 0 = 0 için x= A In r, y = O ve 0=1t için x=A In r, y = r.A 

elde edilir. Böylece w-düzlemindeki pozitif reel ekseni n z-düzleminin 
reel eksenine ve negatif reel eksenin y=nA olan yatay dokruya teka
bül ettiği anlaşılır, şek. 205. w-düzleminin üst yarısı z-düzleminde 
1tA genişlikindeki yatay şeride tasvir edilir. 

J'j 

Şek. 205 

Sıfır potansiyelindeki iki paralel levha arasına getirilen çizgisel yük 
problemi bu tasvir vasıtasiyle kolayca çözülebilir, şek. 206. a= 1tA ol-

dukundan A=a/1t bulunur. z-düzlemindeki sistem w=e 1tz/a vasıtasıyle 

® 
~o 

}V' 

11Z/ a 

--
ı 

' Ll. 

-l i;;;; 

Şek . 206 

w-düzlemine transforıne edilerek sonsuz levha karşısındaki çizgisel kay
nak problemi elde edilir. w- düzlemindeki kompleks potansiyel 

P(w) = -~ 2:E In w-u'Q_ +Po 
.. w-w0 



dır. P0 ı bulmak için P(+l)= O koyarak P0 = -
2

A. In (-w0) ve 
7tc 

p (w) = - _ A._ In ::-w_ w_,o<-
21ts 1- ww0 
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. 1tzja 1tzofa j rtbja 
bulunur. Bu ıfadede w= e ve w0 = e = e koyarak z- düz-
lemiodeki kompleks potansiyel için 

).. 1tzja j r..bfa 
P(z) = - -

2
- In e -e 
1tt l -e7t(z + jb)/ a 

bulunur. Hiperbolik fonksiyonlardan faydalanarak 

. ).. 1tZ 7tb p (z) = - , __ are tg (Th 
2
- ctg 

2
- ) 

m a a 

yazılabilir. Şayet levhalar arasına ayrıca bir U gerilimi tatbik edilirse 
yukarıdaki kompleks potansiyele bu gerilim tarafından meydana getiri
lecek olan üniform alanın kompleks potansiyelini eklemek icap eder. 
Üniform alanın kompleks potansiyeli 

Po(z)=-j .!!._ z 
a 

dir. 

3 - Paralel kenarlı poligonlar. 

Aşa~ıda paralel levhalardan meydana gelen baıı önemli tertipierin 
tasvir fonksiyonları ve tatb i katı gözden geçirilmiştir. 

Ilk önce sonsuz ve yarı sonsuz iki paralel levhanın tasvir fonksi
yonunu bulalım. Tertip şek. 207 de görülmektedir. n> 1 oldu~u vakit 
tasvir fonks iyonunu araşbrırken bir cetvel hazırlamak elverişlidir. 

u1=±oo, uı=-1 , u3= 0 seçerek hazırlanan cetvel aşa~ıda verilmistir. 
u, değerlerini seçerken şu hususlar gözönünde tutulmuştur: 1 noktasında 
Yıi7t = 2 en yüksek değer olduğundan u1 = ± oo seçerek integrali sadeleş
tirrnek düşünülmüştür. 3 noktasında y3=.ıt d ir ve sonsuzda bir köşe 
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Jıt 

_., ® e 
Jır 

-~~~!le 
{' ~ J\ ,-J _,. ~· ~ ---~ o '.ı u ~ . 

~ ~ 

Şek. 207 

z-düzlemi 'Y ı 2 3 i 
• 1 ı ' +oo 

x2+ jd 
3' -oo+Jd Zr 

ı· -oo + jd 3' -oo ---- -r. 21t -1t 1 1t 

r 
-

Yr/1t 2 -ı ı 

1 
-

Ur ı' +oo 
-ı 3' o 

ı ı ~ - oo 1 3# o 

vardır. Bu köşe iki eşpotansiyel çizgiyi, yani üstteki ve aJttaki levha
lara tekabül eden çizgileri, ayırdığından u3= 0 seçerek w-düzleminde 
standart bir problem tipi elde edil~tir (orijinde ayrılan yan sonsuz 
levhaJar). 2 dirseği ı ile 3 arası nda bulunduğundan u2=-ı seçilmiştir. 
Böylece 

denklemini integre ederek 

dz _ Aw+ı 
dw- --;;-

z= A (w + In w) + B 

bulunur. 3 noktası için (ı87) formülü yardım iylc D
3
=-j1t A=-jd ya

zarak A-d/1t elde edilir. 2 noktası için yazılan 

zı=x2 +jd= ~[-ı+ In (-ı)]+ B 
denklemi yardımiyle de 
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bulunur. B nin değeri x 2 ye bağlıdır ve x1=-d n alınırsa B-O olur. 
Tasvir fonksiyonu 

şekline girer. 

d z=- (w + ln w) 
'it 

Bu tasvir yardımiyle paraJel levhalı kondansatörün kaçak alanını ya
ni kenar tesirini inceleyebiliriz, şe~ 208. Kondansatörün iç taraflarında 
alan üniformdur ve E0=U/d dir, ~enarlara yaklaşılınca üniformluk bo-

® 

---ı: ul o 

f2 

Şek. 208 

zularak kenar tesiri kendini gösterir. Kenar tesirini hesaplamak için 
sistemdeki simetriyi gözönüne alarak yalnız bir levha ile simetri düzle
mi arasındaki alanı incelemek kafidir. Bu sureele şek. 207 deki tip el-

de edilir. Simetri düzleminin potansiyeli qı. = ~ (cp1 + <Jll) dir. 

qı1=-qı2= U/2 alınırsa qı.=O olur. 

Üstteki levha w-düzleminde negatif reel ekseneve simetri düzlemi 
pozitif reel eksene transforme edileceğinden w-düzlemindeki kompleks 
potansiyel için daha önce görüldüğü gibi 

P(w) = -j ~In w 

yazılabilir. z-düzlemindeki kompleks potansiyeli bulmak için w=w(z) 
ifadesini çıkarmak gerekir. Fakat ekseriya oldu~ gibi burada da w yi 
z cinsinden ifade edemeyiz. Bununla beraber z(w) yi reel ve imajiner 
kısırnlara ayırarak bulunan 
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d d 
X= - - (r cos e+ In r) ' g = - (B + r sin B) 

n n 

ifadeleri yardımiyle eşpotansiyel çizgileri ve alan çizgileriru çizebilirfz. 

P(w) yi Schwarz tasviri yardımiyle bulmak için w-düzleminin üst yarısı 
~ = In w yarduniyle ~-düzleminde n genişliğindeki yatay şeride tasvir 
edilir, şek. 209. ~-düzlemindeki paralel levhaların üruform alanı için 
kompleks potansiyel 

u 
P(ı::}= -J -2 ~ r. 

olacaktır Bu ifadede ı::= In tu koyarak P(w) denklemi bulunur. 

w=eı:; olduğundan 

)ır 

t'' 
-.f o '3 ~ __________..., -----....--.J 

'f.r~lz 'fs =O 

Şelr. 209 

1' 
J"._~~.._"'"+--....._..._...,..J 

~=0 

yazılabilfr. Reel ve imajiner kısırnlara ayırarak 

bulunur. '!'}= sa b. için Ç yi - oo ile + oo arasında değiştirerek eşpotan
siyel çizgileri ve ~=sab. için 1'} yı sıfırla n arasında değiştirerek alan 
çizgilerini çizebiliriz, şek. 21 O. 

Kompleks alan şiddeti için 
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® 

Şek. 21U 

E= -(dP / ~)=-j ~ = -j Eo 
dw dw w+ 1 l +el; 

bulunur. Alan şiddetinin mutlak de~eri ise 

E - Eo Eo Eo 
- lw+l l = il +ei;J = yl+e2t.+2et. cosl) 

dır. Simetri düzleminde l)= Ü oldu~undan 

E Eo 
= ı +~ 

olacaktır. ~-ekseni s imetri düzlemine tekabül etti~inden kenara do~ru 
yakJaştıkça Ç büyüyecek ve dolayısiyle alan zayıflayacaktır. Üstteki 
levha için T)=ıt oldu~undan 

E= Eo 
1-e~ 

bulunur. 2 dirse~ine do~ru yaklaşıldı~ı takdirde ı; negatif de~erler ala
rak küçülece~inden el; terimi gittikçe büyür ve dolayısiyle alan şiddeti 
yükselir. 1;=0 için yani 2 dirse~inde E-+oo olur. Alanın dirsek civa
rında çok yüksek de~erler alması izolasyon maddelerinin delinme de
neyleri için mahıurludur. Bu mahzuru önlemek için düzlem biçimindeki 
elektı od yerine, uygun bir eşpotansiyel yüzeyle intibak eden bir iletke· 
ni elektrod olarak kullanmak düşünülmüştür. Bu eşpotansiyel yüzey üs-
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tündekl noktalarda alan şiddetinin E0 üniform alanının üstüne çıkmama· 
sı gerekir. Şimdi bu eşpotansiyel çizgiyi bulalım. Her hangi bir TJ= sab. 
çizgisi üstünde alan şiddeti ôE/ô'E. parsiyel türevini sıfır yapan 1; de~eri 
için maksimum olacağından 

e~ +cos ıı=O 

denklemi elde edllir. Bu denklemi 'E. ye göre çözerek 

'E.= ln ( -cos ıı) 

bulunur. Negatif sayıların logaritması olmadığından ancak TJ>1t/2 şar· 
tını sağlayan eşpotansiyel çizgiler üstünde alan şiddeti maksimum değer 
alabilecektir. Şek. 210 da TJ=TJo= 1t/2 sınır çizgisi kesik çizgi ile belirtil
miştir. ıı=TJo için 

olacağından 'E. sabit i - oo ile + oo arasında değişince E alanı sıfırla E0 

arasında değişir ve hiç bir noktada E0 dan yüksek olan bir değere çık
maz. 'E.o eşpotansiyel yüzeyine intibak eden elektroda Rogowski elek· 
trodu adı verilir. 

Şek. 211 de görülen iki yarı sonsuz paralel levha için uı = ± oo, 

u2=-ı, u~=O seçerek aşağıdaki cetvel hazırlanır. 

z- düzlemil 1 2 3 4 

1' -oo 
jd 

3' - oo + jd b 
Zr 

ı· -oo+jd 3' - oo 
- - -

'Yr . 31t - r. 1t ı -1t 

'Y r/1t 3 -ı 1 -ı 

- ---
Ur 1' + oo -ı 

3' o ... 
ı· -oo 3+ o 

4 noktası 3' ile ı' arasın da bulundu~undan ">O dır. 4-ı' yönünü 
ı'-2 yönüne i"etinnek için 31t açısı kadar dönmek gerekti~inden y1=3rc 
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alınmıştır. Zirl(21t kadar dönme ayni yönü verecektir. w-düzleminde 

j'J 

1" /~ 

J' 
D.ı d 

3" 2 J' 3'' 4 

1' 
l'.Je 

Şek . 211 

yalnız üç nokta seçilebildi~inden 4 noktası için u4 =-: alınmışhr ve bu 
de~er tayin edilecektir. Tasvir fonksiyonu için 

dz = A (w-t-1) (w--:) 
dw w 

yardımiyle 

z = A [~ı + (1 - 't')w---:lnw] +B 

bulunur. A,B ve -ı- yı bulmak için üç denkleme ihtiyaç vardır. Bir denk
lem 3 noktası için (187) yardımiyle ve di~er iki denklem de yekdi~eri
ne tekabül eden z2, w2 ve z4, ·w4 noktalarından faydalanarak yazılır. 
Böylece 

'Yr 

1t = j1t't'A=- jd 

-bulunur. Birinci denklemden A = -d/ittelde edilir. Bunu son iki denk-
lemde yerine koyarak di~er sabitler bulunur. Son iki denklem yardımiy
le 't yı bulmaya yarayan 

Elektroınaıroetik Alan Teorisi F. 23 
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.!!_ 1t = 1 n "'= + _!_ ('t - .!..) d 2 T 

denklemi bulunur. Bu denklem ancak grafik veya nümerik bir metod 
yardımiyle çözülebilir. 

Levhaların potansiyelleri <Pı ve qı2 ile gösterilirse w-düzlemindeki 
kompleks potansiyel için 

P(w)= -j <ı>ı-<ı>2 In w+ <ı>2 1t 

bulunur. Kompleks alan şiddeti ise 

olacaktır. 2 ve 4 dirseklerinde w,=- 1 ye w4='t oldu~undan alan şid
deti sonsuz olur. 

Şek. 212 de görülen paralellevhalar için u1=± oo , u1= -1 , u
3
=0 

seçerek yazılan 

dz _ A (w+1)(w-T) 
dw- w2 

denklemini integre ederek 

z = A[w -lır : + {1 -T)lnw ]+s· 
Jlf 

,, 1 3" {' 2 3,/ 4 
• ı :: r~J 

.. • 
X -f 1.1. 

<f2 ~ 

'f, 

Şek. 212 
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bulunur. A,B,• sabitleri 2 ve 4 noktaları için yazılan denklemler yardı
miyle hesaplanır. 

Şek. 213 de görülen tertip için a1=aı=a ve b1=b2=0 oldukundan 
hesaplar yapılırsa A=a 2, B=O, -:=1 bulunur. Tasvir fonksiyonu 

dir. Levhaların potansiyellerini rp1 ve qı2 ile göstererek w-düzleminde-

® 

Şek. 213 

ki kompleks potansiyel için 

bulunur. z=z(w) denkleminden 

bulunur. Bu denklemde z=O koyarak w= ± j elde edilir. z=O noktası
nın tasviri w-düzleminin üst yarısında bulunacakından kare kök için 

işaretini alarak z- düzlemindeki kompleks potansiyel için 

P(z) = -j <P2-<ı>ı Ch-ı_!_ ı 1'1 
1t a 

yazılabilir. Bu ifadede z=±a koyarak sınır şartlarının sağlandığını ko-
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layca görebiliriz. Eşpotansiyel çizgiler ortak odaklı elipslerden ve alan 
çizgileri ayni odaklı hiperbollerden ibarettir. 

Alan şiddetinin mutlak değeri hesaplanırsa 

ı 

bulunur. z=±a için E-+ oo olur. Alan şiddeti reel eksen boyunca 

ı 

şeklinde değişir ve orijinde E U/7ta değerini alır ( U-cp1 -ıp2). Bu ise, 
levhalarının uzaklığı a olan paraJel levhaJı kondansatörde ayni gerilim 
altında elde edilen alandan :r defa küçüktür. 

Şek. 214 de görülen iki sonsuz ve bir yarı sonsuz levha sistemin· 
de u1=± oo , u2=-1 , u3= 0 seçerek 

A (w-'t)'t'+ l 
z =- In +B 

't w 

bulunur. (187) ve (188) formülleri yardımiyle D1- j1tA= -jb ve 

_"(..!.. 

n .. 'b D,=-jnA (u, - u,) -- J =- jc 
r+3 

't 

® 
-t' 

)!:J 
J cr 4" 

J)f 
b 

7T 
fl/ D4 , .. 2 f' 

){ -i u 
4 ' 

Şek. 214 
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yazarak A=-b! :c 
1 

-t==b c bulunur. D4=-(D1+D3) oldu~undan 4 nok
tas ı için yazılacak denklem bag-ımsız değildir. B yi bulmak için 2 nok-

tasından faydalanarak 

B = jb + b+ c In~ 
;c c 

elde edilir. E~er b=c alınırsa tasvir fonksiyonu 

w=- 2b ln~+jb 1- ~ln4 
Jt w lt 

olur. 
Şek. 215 de görülen iki yarı sonsuz ve bir sonsuz levha sisteminde 

u
1
=0 , u3=+ 1 1 u5= ± oo seçerek 

dz = A (w-p) (w - q) 
daı w(w-1)2 

j'l ® jl.1' 

1' <ft>~ M s'' 
o X 

D~ b Ds S" 3 4- 5' 

.,. 2 4 
~~ 

....;. 1 1 

J ' ~ J ' 1 r j " 
ye o o 

Şek. 215 

diferanslyel denklemi elde edilir. Tasvir fonksiyonunda p ve q gibi iki 
parametre vardır. D1=-j:ıApq=- jb ve D5= j1tA=jb ifadeleri yardı
miyle A =bfn ve pq= 1 bulunur. Oiferansiyel denklemi integre ederek 

z = .!!._lIn w - 2-(p -ql) + B 
;c w-1 

bulunur. B, p, q de~erleri 2 ve 4 noktaları için yazılan 

z,=-(a-rjb)= !:..[ın p-
2- (p+q) l+B 

:c p-1 
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z4= a-jb =.!.[ın q- 1-(p+ q} ] +B 
.-t q-1 

denklemleri yardımiyle hesaplanır. w-düzlemindeki kompleks polansi
yel 

P(w)=-j <Jlı-<Jlı lnw T<Jlı 
:ıt 

oldug-undan kompleks alan şiddeli için 

E= _ ( dPdw / A) --j <ı>s-<Jl ı f {w-1)
2 

- ] 
dw - b l<w-p) (u, - q) 

bulunur. z-düzlemindeki negatif imajiner eksen w-düzleminde r = 1 

yarıçaplı yarım daireye tasvir edilir. E ifadesinde 1.u=/6 
koyarak si

metri ekseni üstündeki değerler elde edilir. Mesela 6=r. için (M noktası) 
y = O olacağından bu noktada 

dır. E0=(ıp2-qı1)/b, aralarındaki uzaklık b olan levhalar arasındaki üni
form alandır. Böylece bir paralel levhalı kondansatörde levhalardan bi
rinin iki parçaya ayrılması halinde M noktasında alanın üniform alandan 
zayıf olacağı anlaşılır. 

Şek. 216 ve şek. 217 d~ki tertipierin tasvir fonks iyonlan da benzer 
şekilde bulunur. Bu sistemlerde bilinmiyen parametre sayısı üçtür. 
Şek. 216 da u1 = ± oo , u2 = -ı , u5= + 1 seçerek 

J'j ® jı.r e 
~ Ç'' 

b 
~2 2 5 ~ 6' 1" 2 3 4 5 6 1' 

- ı o J 4" X -1 o t1 " l.r p~ _j c ra a ~ , 4 ' ı 
: cı 

<f3 
ı 

ı ı ı 

'---v-----J ~ ~ '----v---' 

'Iz tf.i '~'2 ,# 
Şek. 216 
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h 
2 

® Jı.r 

4 ~· 2 3 5 e; -1' 
1 T • 

o 6 X 
~ ~ ~~ 1 i ' 5' 6 l ., J 

Şek. 217 

dz w2-1 
-dw- = A """( w-+,.--ı-...,..)("""w-p-=-)(-:-w---q"""") 

ve şek. 2ı7 de u1 = ± oo , u3 =-ı , u4=0 seçerek 

diferansiyel denklemi elde edilir. Levhalara çeşitli potansiyeller tatbik 
ederek w-düzleminde hepsi ayni düzlemde bulunan (x-z düzlemi) çe
şitli potansiyelde olan levhalar elde edilir. w-düzleminde kompleks po
tansiyelin nasıl hesaplanacağı bir az sonra görülecektir. 

4- Dik açılı poligonlar. 

Şek. 218 de görülen tertipte (sonsuz düzlem karşısında 90" lik dir

sek) u1=0 , u2=+ ı , u3=± oo seçerek yazılan 

dz vw-f - =A .:__ __ 
dw ıo 

diferansiyel denklemini integre ederek 

z = 2A (yw-1-arc tgVw-ıH B 

bulunur. ı noktası için D1==rA=a olacağından A=at .-c dir. z2 ve uı2 
nokta çifti yardımiyle de B=a bulunacağından tasvir fonksiyonu 

z = 2 ~ (V w - 1 - are tg V w-1) + a 
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şeklini alır. w - düzlemindeki kompleks potansiyel 

P(w) = - j cp,-cp2 Jn w+ <p
2 1t 

olduğundan 

bulunur. w~O için yani 1 noktasına yaklaşınca E= (qı1 -cp)fa buluna
cağından iç tarafta alanın üniform olacağı anlaşılır. 

J'i 3" 

Şek. 218 

Şek. 219 da simetriden dolayı yalnız simetri düzlemi ile bir dirsek 
arasındaki alanı inceleyebiliriz. Simetri çizgisi bir alan çizgisidir. 

® 

X 

Şek. 219 

' 
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Şek. 220 de görülen tertip (yan sonsuz levha karşısındaki dirsek) için 

u
1
=± oo, u2=-ı, u3=0 seçerek 

' ( v'- ..rw+1 +ı) z=A 2 w+ı + -t lnv'- -1: B 
w+ı -ı 

bulunur. 3 noktası için D3 jn-.A ja yazarak A=a :ı-; ve 2 noktası 
için z

2
=0, w

2
=-1 oldu~unu gözönüne alarak B ja bulunur. Tasvir 

fonksiyonu 

z =~(2-v'w+1 + In y'-;;+1 +ı)+ja 
'lt 't v'w+1-1 

dır. 4 noktası için yazılan denklem yardımiyle 't yı bulmaya yarayan 

...!!_:ı = ~ v' 't+l +In~+ ı 
a 't v'-t+ l-1 

denklemi elde edilir. 

jr.r 

311 
1T 4 1' 

(1 DJ 1'' 2 

3' o 
T~ 

Ll 
-1 

!( 
~ 

<fı '/; 

Şelc. 220 

Şek. 22ı de görülen iki dik açı lı yatay şerit için u1= ± oo, ur-- ı, 
u3 = -r-1 seçerek 

bulunur. 1 noktası yardımiyle A= 2a/n ve 3 noktası yardımiyle B=O 
bulunur. w=Ch(ıtz/a) dıı . 
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jy 

® ® 
2 )ır 

D, 
7T 

X { " 3 ,. 
"' -1 o + -1 tl 

Şek. 221 

Şek. 222 deki düşey şerit için u1=± oo . u
2
=-b, u

3
=b seçerek 

z=jAarc s in : + B 

bulunur. 1 noktası yardımiyle A = - j 2a 'lt ve 2 noktası yardımiyle 
B= O elde edileceğinden tasvir fonksiyonu 

-'Y 
1" 7T -1' 

" D., 

-- o-
~7T/2 

2'4;2 o 3 

dır. 

® )(}" 

.f" 2 

X 

Şek. 222 

b 
. 'ltZ 

w= sın 2a 

-b o 
J 

u 

Şek. 223 de görülen basamak biçimindeki tertip için u
1
=± oo , 

u1= - 1 , u3=+1 seçerek 
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z=-2jA [are sin. 1 ~ + v:r::::l In v~w + V(<t-l)w J + B 
V ' 2 V't'-w- V('t'-1)w 

bulunur. 1,2 ve 3 noktaları yardımiyle A=-jbj7t ı B=O ve 

elde edilir. Tasvir fonksiyonu 

2 w V 1 -ı- v-w + b V w 
• = - O b are sin • j 0 ,- + 2~ In • / •' a ( 

. / ;;ı- a . J ) 

V 1 + 77 V 1 + 62 -w- b vw 
dir. w-düzlemindeki kompleks potansiyel 

P(w)=-j cp1 b cp2 ln (w- 1)- cp
2 

olacaktır. Buradan kompleks alan şiddeti için 

bulunur. 4 noktasında w==• oldu~undan alan şiddetinin E-+ oo (dirsek) 
ve 2 noktasında w=O oldu~undan E_,O (köşe) de~erini aldı~ı görül
mektedir. 

Şek. 225 deki tertip için u1±oo , uJ=O ı u3= +I seçerek 
j 

X +1 
T 

Şek. 225 
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bulunur. 1,2 ve 4 noktaları yardımiyle A=-bfı. , B=j b ve -:=b2fa2 

elde edilir. 

Şek. 226 daki tertip için u1=±oo , u,=-1, u4=0 seçerek 

7 = · A [ ('t'+l)Th-1R+(-ı--1) 1 RR2 + F. In R- V~ ]+B(R=' f;ı+1 ) - R+v• v;-ı 
bulunur. 2,3 ve 4 noktaJan yardımiyle A =- bf:r. ı./:t, B=O ve a+b= 
a(-t+ 1)/2y; denklemi bulunur. Bu denklemi -ı- ya göre çözerek 

® j~ 

, . :J8 .,. ./' 2 3 4 f ' 

K -1 
~ 

o " 
• 

Şek. 226 

-c=2k2 -1 + 2k ı./k2 1 elde edilir (k= l+bfa). " > 1 olduA-undan kare kök 
için + işareti alınmıştır. Levha kalınlı~ı ihmal edilemeyen kondansatör· 
de kenar tesirini incelemek için bu tasvirden faydalanılır. 

Şek. 227 deki tertip için u 1 = ± oo , u3=0 , u~=+ 1 seçerek 

dz =A ı./(w+p)(w-1) 
dw w(w -q) 

diferansiyel denklemi elde edilir. r = tc olan üç köşe bulundu~undan 
integrasyonu yapmadan A,p,q sabitlerini bulabiliriz. 

Şek. 228 de simetriyi gözönüne alarak mesela yalnız alt taraftaki 
bölgeyi inceleyebiliriz. u1= ..ı.. ı. u3=± oo , u5=-1 seçerek 

dz -A ı./(w+p) (w - q) 
dw- w2-1 
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J'j ® , 
s" 

S' 

t , 

S' 3' 

Şek. 227 

_j G_ ® 

it.r 
• 

3 . 4 s 

3' 7! 3 11 

Şelc. 228 

diferansiyel denklemi elde edilir. A, p, q değerlerini integrasyon yapma
dan bulabiliriz. w-düzlemindeki kompleks potansiyel 

P(w)= - j qı2-91 Ch-1w+qı 1 r. 

dir. 5-1 çizgisi (z-düzlemindeki s imetri çizgisi) bir alan çizgisidir. 
Kompleks alan şiddeti 
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-

dir. Bu tasvirden elektron opti~inde faydalanılır. 

S - İkiden fazla dik açılı poligonlar (eliptik integraller). 

Her dik açı dz dw ifadesine bir kare kökün girmesine sebep oldu
~undan w-düzleminin üst yarısını z-düzlemindeki dikdörtgenin içine 

tasvir eden fonksiyon 

w 

z=A f V (w-uı) (w-~frw=-;;J (w-~ + B 
o 

şeklinde olacaktır. Simetriyi gözönüne alarak u1=-1/k, u2=-1 , u,--1--1, 

u4=1/k alınırsa 

+ B 

elde edilir, şek. 229. Integral, birinci nevi bir eliptik integraldir. (Le
gendre standart tipi). Eliptik integral F(k,w) şeklinde gösterildi~inden 

J'J 

'l. 

Şek. 229 

• 



• 
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z=k AF (k,w) + B 

bulunur. F(k,w) de~erleri reel w değerleri için cetvellenmiştir. z3-z:z-a 
yazarak A=a/2kF(k,1) bulunur. F(k,l)=K(k), birinci nevi komple elip
tik integrali gösterir. z3= kAF(k,l) -LB yardımiyle B=a/2 bulunur. Tas
vir fonksiyonu 

a a 
z = 2K(k) F(k,w)+ 2 

yazılabilir. K(k) ve K'(k), k modülünün fonksiyonu olarak hesaplanabi
lece~inden KjK' - /(k) e~risini çizerek verilen bir kenar oranı için mo
dülü bulmak kabil olur. F(k,O)= O oldu~undan 1:u= O için z= a/2 bulu
nur. Üst kenarın ortası w= ± oo noktasına tekabüJ eder. Şayet B = O 
alınırsa dikdörtgenin düşey kenarları z= ± a/2 noktalarında bulunur . 
Elipt ık integralin hesabı için literatüre müracaat tavsiye edilir. 

z-düzleminde düşey kenarlar arasındaki üniform alanın kompleks 
potansiyeli 

P(z) = <l'ı -<Pı z + <p1 a 

dir. Yatay kenarlar alan çizgilerini gösterir. w-düzlemindeki şeritler in 
kompleks potansiyeli ise 

P(w) = <ı>ı- <l'ı F(k ) + <ı>ı +<P2 
2K(k) ,w 2 

olacaktır. Çizgilerin rolleri de~iştirilirse w-düzleminde ayni potansiyel
de tutulan iki yarı sonsuz levha arasındaki şeridin alanı elde edilir. 
z-düzlemindeki kompleks potaJısiyel 

P(z)=-j <p2 b Pt z + <Pı 
dir. 
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Dikdörtgenin sınırı boyunca her hangi bir potansiyel da~ıhşında 
problemi çözmek için dikdörtgen yukarıdaki fonksiyon vasıtasiyle w
düzleminin üst yarısına tasvir edilir. Şayet w-düzlemindeki problem bi· 
!inen standart tiplerden birine uyuyorsa çözüm kolayca bulunur. E~er 
w-düzlemindeki problem standart tipiere uymuyorsa bunu sa~lamak 
için yeni bir tasvir veya gerekirse tasvirler yapılır.' Şüphesiz z-düzle
mindeki her hangi bir problemi arka arkaya yapılan tasvirlerle bir üni
form alana kadar götürmek kabildir. 

Şek. 230 daki sistemde, simetriyi gözönüne alarak yalnız sa~daki 
bölgeyi inceleyebiliriz. Tasvir fonksiyonu 

,. 

~ 

® 

~~ 
"4 

~ı 
'f'., 

Şek. 230 

w 

r V1-k2w 2 A 
-T:==~ =TE (k,w) _._ B 

. Vl-w2 

o 

1' 

+f ~ u 
f//( 

r .. 
t.p2 

şeklindedir. E(k,w), ikinci nevi standart eliptik integraJi (Legendre tipi) 
göstermektedir. A,B ve k değerleri yukarıdakine benzer şekilde bulu· 
nur. Simetri düzleminin potansiyeli <p,= (qı 1+q>2) 2 dir. w- düzlemindeki 
kompleks potansiyel 

standart tipidir. 

f.lektrQınagnetik Alan Teoriai F. 24 
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Şek. 23ı deki sistemde, simetriyi gözönüne alarak, mesela yalnız 
soldaki bölgeyi incelersek daha önce şek. 224 deki tertip için bulunan 
tasvir fonksiyonunu elde ederiz. Ancak burada simetri çizgisinin bir 
alan çizgisi olmasına karşılık şek. 224 de bu çizgi bir eşpotansiyel çiz
gidir. w- düzlemindeki kompleks potansiyeli bulmak için bu düzlernin 
üst yarısım ~-düzlemindeki düşey şeride tasvir edelim. Diferansiyel 
denklem 

d~ - A ı 
dw - Vw(w-ı) 

şeklinde olaca~ından tasvir fonksiyonu için 

~ = A In yw- ı + B 
vw + ı 

buluruz. 3 noktası yardım i yle A =-j qıof1t ve 2 noktası yardımiyle B=O 
bulunaca~ından 

• <ı>o y;-ı 
z= - ı-In- - -

1t Vw+ı 

elde edilir. ~-düzlemindeki üniform alanın kompleks potansiyeli 

® .i 'If 

ı' 
® 

J' 

J ' sı'= li'" 2 
o )( 

Q ,.l- 1 ~~ b 

ll 

~ , 
Şek. 231 

P(~)=~-qı+ jljl 

dir (;=qı, T)= ljl). s=~(w) yardımiyle 

yw - ı j1tS/CJ>o - ı + /t'!Jqıo 
yw + ı =e ' V w= 1- ej1t'!J<J>o 

1 "" o 2 , 
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yazılabilecekinden bunları z(w) fonksiyonunda yerine koyarak eşpotan
siyel çizgiler (<p=sab.) ve alan çizgileri (ljı=sab.) çizilebilir. 

Alan şiddetinin mutlak de~eri için E~=1 oldu~unu iÖzönüne a.la

rak yazılan 

yardımiyle 

bulunur. 

E- 1 d~/dw 1 
- ~ dz/dw 1 

E-cı>o \ 1 \ - b V W -'t 

Dik açı sayısı dördü geçtiği takdirde hiperellptik integraller lle 

karşılaşılır. 

6 - .c ve n/2 den farklı açılı poligonlar. 

Şek. 232 de keskin kenarlı iki elektrod görülmektedir. Simetriyi 
gözönüne alarak yalnız üstteki bölgeyi gözden geçirelim. z-düzleminde 
sınır e~risinin 2 ile 3 arasındaki kısmı bir alan çizgisidir. u1 = ± cx- , 

u2= 0, u3=+ 1 seçerek yazılan 

® }u 
~ 

J!f l -t" 

1' 

X ·H {/ 

~ 

'fz 

Şek. 232 

% -! 
dz - ~ ~ 

d
-=Aw (w - 1) 
w• 

denklemini integre ederek 

z= Ajw 
'lt 
(w- 1) dw+B 
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bulunur. Bu integral , ikinci nevi Euler integralidir (Beta fonksiyonu). 
A sabiti 

1 Qt ~ 

d=z(ı)-z(O)=A .f w- lt (w- 1)- n-dw 

o 

belirli integrali yardımiyle hesaplanabilir. Bu integral Gamma fonksi· 
yonu yardımiyle ifade edilebileceğinden 

r(2 -~- ~) 
A=d ( ) ( ~) rı-: rı--;-

elde edilir. 

w-düzlemindeki kompleks potansiyeli daha önce şek. 2ı3 deki 
tertip için bulunan standart tipe irca edebiliriz. Imajiner ekseni ıt2 ka· 
dar kaydırmak ve a yerine ı 2 almak suretiyle 

P(w)=-j <Pı-<P2 Ch- 1 (2w-l)+ cp
2 'lt 

bulunur. 

w-düz1emindeki kompleks potansiyeli Schwarz tasvirinden faydala
narak da bulabiliriz. w-düzlemindeki problem karışık (3. nevi) bir sı· 
nır değeri problemidir. Zira 2- 3 çizgisi bir alan çizgisidir ve bu çiz
gi boyunca sınır şartı a<pta n=O dır {alan çizgisi boyunca alan şiddeti
nin normal bileşeni sıfırdır). w-düzlemi· 
nin üst yansını ~-düzlemindeki düşey 
şeride transforme ederek problem para-
lel levhalar arasındaki üniform alan 
problemine irca edilir, şek. 233. Elektrod-
lar arasındaki gerilimi U ile gösterelim. 
w - düzleminde u1= ± oo , u2=0, u3=+ı 
olduğundan 

2 d~ ı -=A . 
dw vw vw-1 

3 
o 

denklemini integre ederek 

s= 2A are sin V;;;+ B Şek. :!33 
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bulunur. ~ (l)=U ve ~(0)=0 şartları yardımiyle A= U/tt ve B= O buluna

caA-mdan 
y 2U . . 1 .., = - are sın v w 

:'t 

yazılabilir. w-düzlemindeki kompleks potansiyel 

P(w)=~(w)= 2U are sin Vw 
:t 

dir. a.=:c/2 için sonsuz levha karşısındaki keskin kenarlı elektrod siste
minin alanı elde edilir. 

7 - Poligoo dışıoıo tasviri. 
Poligon dışındaki bölgeyi w -düzleminin üst yarısına tasvir etmek 

Için poligon yönünü deA-iştirrnek lazımdır. Tasvir fonksiyonu 

Yr 
ll - - d 

z=Aj D<w- u,) '- _ w +B (189) 
r=l {w-w0)2(w- w0)

2 

dir. w
0

, z=oo noktasının tasvirini göstermektedir ve istendiA-i gibi se
çilebilir (üst yarı düzlemde). Kapalı bir poligonda dış açıların toplamı 
{n+2)1t olduğundan y, açılarının toplamı -2ı. olur. Poligon dışının tas
virine örnek olarak ince yarık için tasvir fonksiyonunu bulalım, şek. 234. 
Wo=j seçerek {189) yardımiyle 

J)j ® j(l' 

....,,.) 
-1! 4" or 0f b:gg~ -4 2 3 .. -1 o ~~ 

l-6 
Şek. 234 



374 

bulunur. 1 ve 3 noktaları yardımiyle A= -2b , B=O bulunaca~ından 

2bw 
z= 1+ w2 

elde edilir. Sonsuz ince yanğın, birim uzunlukta A. yükünü taşıyan ince 
bir şerit oldu~u farzedilirse, alan çizgileri sonsuzda son bulaca~ından 
burada - A. yükünün bulundu~unu kabul etmek gerekir. Oi~er taraftan 
z= oo noktası w0= j noktasına transforme edildiğinden bu noktadaki yük 
-A. olacaktır. Böylece imaj yardımiyle w-düzlemindeki kompleks potan
siyel için 

).. w - j 
P(w) = -2- In -+. + cp0 

:ıtE W J 

bulunur. ~0, şeridin potansiyelini göstermektedir. Kompleks alan şiddeti 
ise 

E=_ dP / dz ) = j _A._ (t+w2) 
dw dw 21tEb 1 -w:ı 

olacaktır. w=±l için, yani 1 ve 3 noktalarında E~oo oldu~u görülmek
tedir. w=u koyarak şerit üstündeki alan de~erleri hesaplanabilir. 

8- Yuvarlak köşeli veya dirsekli poligonlar. 

Şek. 235 de keskin olmayan bir köşe görülmektedir. Böyle bir köşe 

(veya dirsek) için Schwarz formülünde (w-u,) -y,f:ırfaktörü yerine 

[(w-p) -y,f:ır ~w-q) -y,/:ırl alınır. Bu faktör kullanılınca A dan B ye __..,. 
(\{w-tl) ® 

A 8 

Şek. 235 

do~ru ilerlerken yön de~işiminin y, açısı kadar olaca~ı kolayca gösterile

bilir. Ancak bu degişmenin (w-u,) -y,/1t faktöründe birdenbire olması-
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na karşılık yeni faktörde de~işme tedricidir. Bu faktörün kullanılmasiy
le keskin köşe veya direseğin yerini bir eğri almış olur. Bu e~rinin 
şekli >.( <1) parametresini uygun bir şekilde seçerek daire yayma yak-

laştırılabilir. 

Örnek olarak şek. 236 daki tertibi inceleyelim. u 1 = ± oo ve u,=O 

seçerek yazılan 

® JIT 

4 

,, 
f" 2 J s {' 

o X o 
qj 

u 
J p 

~ '-----v----"' '-----y----' 

~ ~ 
2' 

7T 

Şek. 336 

dz = A ..jw=p+"A.vw q 
dw tu 

diferansiyel denklemini integre ederek 

z = 2A [Vw-p- v'Parc tg y'w PP + ı. ( .,Jw-q- .,jqarc tg v''" 
9 
q )]+B 

bulunur. 2 noktası yardımiylc 

A= a 
n(vp + >..Jq> 

elde edilir. 3 ve 5 noktalarından faydalanarak (04:z:a} 

a-jb=2j"A.A(vq-p-yqTh - 1 vq qP+B 

a + b= 2A(yq=:fı - \ fp are tgy9 pP + B 
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elde edilir. A reeJ oldu~undan bu denklemlerden B=a bulunur. p,q ve 
A. yı bulmak için ya u-ekseni üstünde üçüncü bir nokta daha seçilebi
lir veya A. parametresine O ile 1 arasında bir de~er vererek p ve q 
de~erleri hesaplanır. 3- 5 eğrisini daire yayma yaklaştıracak A. değeri· 

nin bulunması güç olduğundan mesela P+ l = q alarak yukarıdaki denk
lemlerden p ve A. de~erleri hec;aplanır. Bu suretle elde edilecek olan tas
vir fonksiyonunun vereceği eğri tam bir daire yayı olmıyacaktır. Daha 
iyi bir sonuç A. de~erlerini deneyerek bulunabilir. 

w-düzleminde logaritmik kompleks potansiyel yardımiyle alan şid
detinin mutlak de~eri için 

bulunur. E0=(<P2 -rpı)/a, w=O için yani iç bölgede elde edilen üniform 
aJanı göstermektedir. 

Ikinci bir örnek olarak paralel çubuklardan meydana gelen bir ka
fesin alanını inceliyelim. Jlk önce çapları, aralarındaki uzaklı~a nazaran 
küçük olan ince teller için alanın nasıl hesaplanaca~ını görelim. Şek. 
237 de görülen ve eşit aralıklı, eşit yüklü sonsuz sayıda telden teşek
kül eden kafesin alanı 

X 

Şelc. 237 

w = - - - In 2 sın -A. ( . ;ı;z ) 
2nt a 

kompleks potansiyeli yardııniyle elde edilebilir. Bu ifadenin reel kısmı 
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)... V- ~ - ---n -
u = - -- In 2 Ch2 - y-cos2 - x 

21tE a a 

dir. Büyük g değerleıi için Ch : y~ ; e1tgja alınabileceğinden, ikinci 

terimi ihmal ederek, u= -A.gj2ea bulunur. u ya potansiyel gözüyle ba
kılırsa bu ifade imajiner eksen doğrultusundaki üniform alanın potan
siyelini gösterir. Böylece yukarıdaki kompleks potansiyelle elde edilen 
alanın reel eksenden uzak olan noktalarda üniform hale geleceg-i anlaşı· 

hr. Buna karşılık çok küçük x ve g değerleri için 

Ch ~ g ~ ı + ; ( : gr , cos-x ... ı-- - x n ı (n )2 
a 2 a 

aJınablleceg-inden 

A. ı 2l't .n -
tp=- 2ıtE nap (p=yx· +gl) 

elde edilir. Bu ise, orıJın civarındaki alanın bir çizgisel kaynag-ın ala
nına idantik olduğunu gösterir. Potansiyel değerleri x yerine x+ka 
(k=O,l,2, ... ) almakla değişmiyeceğinden alanın reel eksen boyunca pe
riyodik olduğu anlaşılır. Periyod teller arasındaki a uzaklığıdır. 

Şek. 238 de görülen sistemde sıfır potansiyelindeki kafes ve iletken 
düzlem üniform bir alan içindedir. Toprağın varlığını imaj yükleri ile 
hesaba katarak potansiyel için 

Ch2 ~(g-lı}- cos2~ x 
)... a a 

qı =Eo!}- - - lo ------
4Jte C hı l't ( +lı) ı l't g - cos- x 

a a 

elde edilir. g O için qı=O olacağı görülmektedir. Tellerin d çapları a ve 
lı uzaklıkları yanında çok küçük olduğu takdirde katesin potansiyeli 
için 

A. 1td/2a 
cı>ı.=Eolı---In - --

21te Sh 21tlı . 
a 

yazılabilir. Kafes topraklanmış olduğundan <pır.=O yazarak tesirle mey
dana gelen yük yoğunluğu için 
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X 

Şek . 238 

A. = - 21tEh Eo 
ın( nd /Sh 2nlı ) 

2a a 

elde edilir. Potansiyel ifadesinde bunu yerine koyarak 

[ 

lı Ch
2 

; (y-h)- cosı -: x] 
qı - E y+ ----- In -------

-
0 

2ln ıcdf2a Ch2~(y+lı)- cos2~x 
Sh 2_:ri a a 

a 

bulunur. Şek. 238 de k=O için alan çizgileri görülmektedir. Potansiyel 

x = ; + ka çizgisi boyunca 

Ch -2:. (y - lı) 
In a 

Ch -;- (y + lı) J 
In (2a Sh 2rtlı ) 

nd a 

şeklinde değişir. Buradan alan şiddetinin mutlak değeri için 
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[ 

Th ~ (y-h)-Th .2:.. (y+lı)] 
~h a a 

IEI=Eo 1+- (2- - 2 h- ) -
a In _!!_ Sh____:.._ 

1td a 

bulunur. y=O için, yani iletken düzlem üstünde alan 

minimum değerini alır. y=h için 

1th a 

[ 

Th 
2~h ] 

IE,I=Eo 1- Q In (;~ Sh 2:h ) 

elde edilir. Bu ifadeterin karşılaştırılmasından lE21 nin E11 den büyük ol
dugu görülür. Şayet h» a ise 

Th 1th .... 1 
a , 

koyarak 
aE0 a 

E2! ""' 21th In 7td 

yazılabilir. Bu suretle kafesin ekran rolünü oynayarak alttaki bölgeyi 
dış alanın tesirinden koruduğu anlaşılır. Pratikte iletken düzlem mesela 
bir duvardır. Son formüllerio incelenmesinden teller arasındaki uzaklık 
tel yüksekliğinden ne kadar küçük seçilirse, yani kafes ne kadar sık 
yapılırsa alt taraftaki alanın o kadar zayıf olacağı ve kafes seviyesin
deki alanın Eo/2 değerine yaklaşarak a=7td için bu değeri alacağı an
laşılır. 

Yukarıdaki hesaplar ancak tel çapı a ve h ya nazaran küçük oldu
ğu zaman yapılabildiğinden bulunan sonuçlar kalın çubuklardan teşek
kül eden bir kafes için kullanılamaz. Şimdi çubuklardan teşekkül eden 
kafesin kompleks potansiyelini Schwarz formülü yardımiyle bulalım. 
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Şek. 239 da reel eksen boyunca yerleştirilen çubuklar görülmektedir. 
Simetriden dolayı yalnız taranmış bölgeyi incelemek yetecektir. p=-1, 
q= + 1 seçilirse 

.1'1 

1" z 3 4 s ft 

-f o .,.1 (.J 

T 

Şek. 239 

diferansiyel denklemi elde edilir. w- düzlemindeki R-+oo yarıçap'ı ya
rım daire boyunca integrasyon yapılırsa A=ja/21tfl+A.) bulunur. Dife
ransiyel denklemi integre ederek 

( Vw-1 
z = 2A Th- 1 -- + Th- 1 

W-"t' 
• /w+l) +B y W - "t 

elde edilir. 2 ve 4 noktaları yardımiyle 

j ; = 2A Th- 1 Vı ~ "t + B, 

; = 2A Th-1 V ı 2 
"t +B 

yazılabilir. Buradan B = O bulunur. Iki denklem arasında -: yı elimine 
ederek 

Cth 1tdtl-LA.) 
2aA. = esc 1td(l+A.) 

2a 
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bulunur. csc/Cth oranını ). ya bağlı olarak çizip oranın 1 değerine te
kabül eden ). yı grafikle bulmak kabildir. A. bulunduktan sonra -. para
metresi 

- Cth2 r.d(l + A.) + t 2 r.d(l + A.) 
" - 2aA. c g 2a 

denklemi yardımiyle hesaplanır. t'u-düzlemindeki çözüm problemin sı· 
nır şarlarına bağlıdır. 

9 - Poligonun birim daireye tasviri. 

w-düzleminin üst yarısının 

_ j-w 
~ - ~+ 1 w 

analitik fonksiyonu vasıtasiyle s-düzlemindeki birim dairenin Içine 
tasvir edileceğini daha önce görmüştük. Bu tasvirde u-ekseni üstündeki 
u1 , ••• , un noktaları dairenin çevresi üstündeki ~ı , ..• , ~n noktalarına le
kabüJ ederler. Ters fonksiyon 

olduğundan 

.1- s 
w=) 1 + ~ 

bulunur. Bunlar Schwarz integralinde yerine konutursa 

n Yr 

z = A j fl (~ - sr) r. d~+ B 
r=l 

(190) 

elde edilir. Bu formül ~~ = 1 şartiyle birlikte z-düzlemindeki poligonu 
w-düzlemindeki birim daireye tasvir eder. 

42. Poisson integrali. 

Riemann tasvir teoremine göre basit irtibatlı bir bölge bir analitik 
fonksiyon vasıtasiyle birim dairenin içine konform olarak tasvir edi· 
lebilir. Yukarıda bir poligonu birim daireye tasvir eden fonksiyon 
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görülmüştür. Keza bir yan düzlernin birim daireye nastl tasvir edilece
g-ini de biliyoruz. Şimdi bir tölgenin z-düzlemindeki birim daireye her 
hangi bir şekilde tasvir edildig-ioi farzederek z-düzlemindeki çözümü 
arayalım. Daire çevresindeki potansiyel dag-ılışı bilindiği takdirde bir 
Dirichlet problemi bahis konusu olacaktır. Şek. 240 da z-düıJemin-

deki R yarıçaplı dairenin çevresindeki noktayı ~=Ri~ ile gösterelim. 

® 

Şek. 240 

Bölge içindeki her hangi bir nokta z=p/c/:> dir. Cauchy-integral for
mülüne göre basit kapalı eg-ri tarafından sıoırlanan basit irtibatlı bölge
de analitik olan w(z) fonksiyonu için 

dir. Burada C, bölgenin sınır eg-risidir. Bu integral vasıtasiyle w{z) nin 
bölgede aldığı değerler sınırdaki değerlerden hesaplanabilir. Formülü 
R yarıçaplı daireye uygulayarak 

2n 
1 • 

w(z) = 21t J 
o 

s w(~) dıjJ 
s-z 

bulunur. (d~= j~dıjJ). Bölge dışında kalan bir z0 noktası için w(z) fonk
z- z0 

slyonu bölge içinde analitik olacağından / 

•' 



ve dolayısiyle 

2'1t 
ı r ı; w (!;) d\jl = o 

2;- ı;- zo 
o 

2'1t 

w (z) =.!... jı;w(z) (__!_ -_ı -) d\jl 
2n ı;-z 1;-zo 

u 

R, ·~ 
yazabiliriz. Şayet z0 = - e1 alınırsa (p0 = R2jp, cp 0 =cf>) 

p 

bulunur. Bu ifadede w= u+ j ı• koyarak reel kısım hesaplarursa 

383 

(ı91) 

formülü elde edilir. v için de benz~r ifade bulunur. Poisson integrali 
denilen bu formül daire için Dirichlet probleminin çözümünü gösterir. 
R= 1 koyarak birim daire için 

2'1t 
ı f l-p2 

u(p,cp) = 2n 1-2pcos(cf>-\ji) +P2 u(\jl)d\jl (192) 

o / 

Poisson integrali bulunur. Daire çevresi boyunca u(\jl) da~ılışı bilindi~i 
takdirde Poisson integrali yardımiyle daire içindeki noktalann potansi
yelini hesaplamak kabil olur. 

Daire merkezindeki potansiyel 
2'1t 

u (0) = in j u (\jl) d\jl (193) 

o 
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olacaktır. Böylece u(O) potansiyelinin u(ıji) nin daire çevresi boyunca 
hesaplanan ortalama deg-erine eşit oldug-u anlaşılır. 

R yarıçaplı dairenin kompleks potansiyeli için 
2i. j\ji 

p {z} = 2: ~· RJ9 + z cp(\ji) d\ji {19~) 
b R - z 

yazılabilir (u yerine ep konmuştur). Zira bu fonksiyonun reel kısmı cp(p,cp) 
potansiyeline eşittir. Birim daire için 

27t jı.!J 

P(z) = _!_ ~·~ .• + z cp(ı.IJ)dı.IJ 
2n Jı.IJ 

0 e - z 
{195) 

olacaktır (Schwarz kompleks potansiyeli). Şimdi bir örnek olmak üzere 
daha önce çözülen bir Dirichlet problemini Poisson integrali yardımiyle 
çözelim, şek. 194. O ~ ı.IJ < ;t için cp=O ve n~ ı.!J~ 21t için cp=cp0 oldug-undan 

p (z) = P._o /2~ ~ııı + 1 dııı =- . Cl>o In 1 - z + <po 
2:t 1: /ı.V _ 1 

1 n ı + z 2 

bulunur. 

Potansiyel problemlerini birim daireye transforme edecek yerde 
w-düzleminin üst yarısına transforme etmekle ekseriya çözüm4 basitle~
tirmek kabil olur. z-düzlemindeki birim daire 

.1-z w, __ 
l+z 

analitik fonksiyonu vasıtasiyle w - düzleminin üst yarısına transforme 
edilir. Bu fonksiyonun tersi 

j-w 
z =--

j + w 

oldug-undan birim daire çevresi üstündeki noktalar iÇin 

j\ji _j-u' 
e - j+u' 

' 
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yazılabilir. Burada u' , u -ekseni üstündeki integrasyon de~lşkenlni 
göstermektedir. z-düzlemindeki de~işken \jJ açıs ıdır. Bu ifadenin dife-

ransiyeli 
2 du' 

d\j/ = ı + u'2 

dir. Schwarz potansiyelinde z.J\jl ve dljl yerine yukarıdaki eşitlerini ko
yarak w-düzlemindeki kompleks potansiyel için 

t ocı 

P( ) 1 f 1 +u' w ( ' )d , 
w = 1t {l +u'2) (w-u') ep u u 

(196) 

-oo 

integrali elde edilir. cp(u') , u-ekseni boyunca potansiyel da~ılışını 
gösteren fonksiyondur. w , kompleks potansiyelin hesaplandı~ı nokta-

dır. Bu ifadenin reel kısmı 
+oo 

ı f . q>(u,v)= ~ ( ~)2 2- cp(u')du' 
u-u +v 

(197) 

-oo 

d ir. (ı96) formülü Dirichlet probleminin w-düzleminin üst yarısındaki 
genel çözümünü ve (ı97) formülü de Poisson integraline eşde~er olan 

dotansiyel fonksiyonunu gösterir. 
Şimdi örnek olmak üzere şek. 24ı de görülen basit tertibin kom-

u ' 1 

Şek. 241 

1 

Elektroırıaıoetik Alu Teoriei F. 25 
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pleks potansiyelini bulalım. Soldaki ve sağdaki levhaların kompleks po
tansiyeldeki payları için 

u' ı 

P ( ) _ . <Pıf ı + u'w d , . <Pı ( 1 w - u' 1 ı w - J - -(ı ,2) ( - , ) u = ı- - n r. - u w-u r. w-u' ı 
u' , 

u' a 

P ( ) _ . <t>:ıj ı + u' w d , _ . q>z ( l 
2 w - J 1t (ı +u'2) (~') u - ı1t- - n 

u' :ı 

tt•-u' 2 + _! Jn ı+u?_) 
w-u'2 2 ı+u? 

bulunur. u ı'= u·ı' olduğunu gözönüne alarak süperpozisyon yapılırsa 

P( )- P( )+ P( )-· cp, - q>2 ı Vl+u? . <J>ıl Vl+u?+ .Q')ıl vl+ u? w - 1 w 2 w - J n , J n , J - n - - ,-
r. w - u1 n w-u 1 1t w-u 2 

elde edilir. Bu ifadede uı'=O, u1'= - oo , u2'=+oo koyarak 

bulunur. Bu sonuç daha önce bulunmuştur. 

Genel olarak u-ekseni boyunca potansiyelleri sabit olan n parça
nın bulunması ha linde kompleks potansiyelin 

(198) 
j n- 1 vı + u:ı 

P(w) = -;: ~ (cp,-cp, .. ı ) In - , + IJ'o 
" .L.ı w- u, 

r= l 

n llu 

" ' 2 _, o +1 u 

______,'~-'~ ~:0 

Şek. 242 

1 
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formülü yardımiyle hesaplanacağı kolayca gösterilebilir. Mesela şek. 242 
de görülen üç levhalı sistem için hesaplar yapılırsa 

bulunur. 

P (w) = j U In - 2- - lj_ 
2 w2-1 2 

Birim dairenin çevresi boyunca acp/an değerlerinin verilmesi halin
de bir Neumann problemi ve çevrenin bazı kısımlarında ep değerlerinin 
ve geri kalan kısımlarda da aff!/ an değerlerinin veriJmesi halinde bir 
karışık sınır değeri problemi bahis konusu olacaktır. Bu problemler 
için Poisson integrali gibi genel karakterde bir çözüm bulunamaz. Bu
nunla beraber sınır çizgis inin simetriden dolayı kısmen alan çizgilerin
den teşekkül etmesi halinde potansiyel problemini konform tasvirle ko
layca çöı.ebiliriz. Bu husustaki örnekler daha önce görülmüştür. Kon
form tasvirle çözümleri güç olan Neumann tipi ve karışık tip problem
leri iki boyutlu harmoniklerle çözmek daha pratiktir. 



X. D 1 G E R Ç Ö Z Ü M M E T O D L A R I 

43. Green fonksiyonları metodu. 

Potansiyel teorisi için önemli olan birinci ve ikinci Green formül
leri uzayda 

.f<ı:pAo/+ gradı:p. gıad o/) dv=f:ıı;~ dF (199) 

B F 

(200) 

~eklindedir. ı:p ve o/, skaler fonksiyonlardır. B bölgesi F kapalı yüzeyi 
tarafından sınırlanmıştır ve pozitif normal yönü bölgeden dışarı dog-ru
dur. Şimdi Green formülleri yardımiyle potansiyel teorisinin esaslarını 
kısaca gözden geçirelim. 

Potansiyel teorisinin sınır deg-eri problemlerinin, potansiyel denkle
minin sınırda 

cp=g (a) ' aı:p =g 
an (b) , :: + h ep = g (c) 

şartlarından birini sag-layan çözümlerini bulmaktan ibaret olduğu daha 
önce görülmüştür. g ve h bilinen fonksiyonlan veya değerleri göster
mektedir. Bu şartlar sıra ile ı. nevi (Dirichlet), 2. nevi (Neumann) ve 
kanşık problemleri belirtirler. 

Şayet cp=o/ ve ep fonksiyonu B bölgesinde harmonikse (Aı:p=O) bi
rinci Green formülü yardımiyle 

j(grad cp)2 d V = ~ı>:~ dF (201) 

B F 

yazılabilir. Ayrıca F sınır yüzeyinde cp=O oluyorsa grad cp=O ve dola
yısiyle ep = sab. bulunur. Diğer taraftan sınırda cp=O olduğu kabul edil
diğinden bölge içinde de <;>=0 olmak zorundadır. Buradan daha önce 
görülen teklik teoremleri elde edilir. Potansiyel için iki farklı çözürr.ün 
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bulundug-u farzedilirse Dirichlet probleminde sınırda cp 1=cı>a olacag-ından 
q> = <p1 - cp2 farkının sın ırda sıfır olması gerekir. Yukarıdaki sonuca göre 
bölge içinde de ep= O olacağından <p1 =<rı dir. 

(201) denkleminin sağ tarafı ocı>/on=O için de sıfır olacağından bu 
şart yerine geldiği takdirde bölge içinde cp = sab olur. Ncumann prob
leminde sınır yüzeyinde ocp ılon = oq>:Jan olacağından bölge içinde <rı - <t>ı 
= sab. olur, yani iki çözüm ancak bir sabit kadar farkedebilir. 

Şayet harmonik fonksiyon (c) şartını sağlayacak olursa sınır yüzeyinde 

olacaktır. (201) formülü cı>ı-<Pı farkı için yazılırsa son bagıntıyı gözö

nüne alarak 

jrgrad(cp, -r:p2) JldV+hf (cı>ı- cı>ı)dF=o 
B F 

elde edileceğinden h>O olduğu takdirde :ı> 1 = qı2 olacag-ı görülür. Zira 
son denklem a ncak bu şartla gerçeklenebilir. 

Ikinci Green formülünde ljl = 1 koyarak 

bulunur. 

th~dF= O r an 
F 

Şayet ~=1 /r alınırsa Green formülleri yardımiyle 

P[ ı oı:ıı a ( ı )] 1. ı - - <P - - dF - -t.(p d V=kqı(P) 
r on an r • r 

F B 

(202) 

(203) 

bulunur. P noktası bölge dışında ise k = O ve bölge içinde ise k= 41t 
dir. Eğer ep fonksiyonu B bölgesinde harmonikse 

qı (P) = - - - - cp - - dF ı p [ ı oıp a ( ı )] 
4.t r on an r 

(204) 

F 

elde edilir. Bu formülü daha önce gördüğümüz (165) denkleminde p=O 
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koyarak yazabiliriz. Kaynaklar bölge dışındadır. (204) denklemine üçün
cü Green formülü denilir. Potansiyelin ve normal türevinin sınırdaki 
de~erleri biliniyorsa bölge içindeki potansiyeli bu integral yardırniyle 
hesaplamak kabil olur. Bu formülü R yarıçaplı küreye uygulayarak 

ep (P) = 41t~ı f ı:p dF 

F 

(205) 

bulunur. Böylece kürenin merkezindeki potansiyelin potansiyel fonksi
yonunun küre yüzeyi üzerinden hesaplanan ortalama de~erine eşit ol
du~u görülür. Bu ortalama deger teoremine göre bir bölgede harmonik 
olan fonksiyonun ekstrem de~erlerinin yanlız sınırda bulunacağı an
laşılır. 

Düzlemdeki iki boyutlu Green formülleri 

. . a' 
j(cpA~+ grad ep. grad ~) dF= .19 a~ ds (206) 

B C 

fepA~-~Aep)dF- ;·(ep~~ - ıJi ~~ ) ds 

B C 

(207) 

şeklindedir. B bölgesi C e~risi ile sınırlanmıştır ve po7.itif normal yönü 
bölgeden dışarı do~rudur, şek. 243. E~rinin pozitif yönü ise bölgeyi 

Şelc. 243 

. 

.. , 

solda bırakacak şekildeder. Teklik teo
remleri benzer şekilde elde edilir. {202) 
ve (205) denklemleri 

f~: ds =O 

c 

cp(P) = 2~R fcpds 

c 
şeklindedir . 

(208) 

(209) 

~=In ~=-In r alarak (203) yerine 
r 
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f[ 1 a • a ( ı )] /. 1 . In -;: a: -ıp an In -;: ds - . In -; t.rp dF=k ep (P) 

C B 

(210) 

elde edilir. P noktası bölge dışında ise k =0 ve bölge içinde ise k = 2n 
dir. ıp fonksiyonu B bölgesinde harmonikse ve P bölgenin iç noktası ise 
(204) yerine 

~(P) = 2~jlln ~ ~=- q> ~: (In ! )]ds (211) 

bulunur. 
Potansiyel teorisinin esasları hakkında verilen bu kısa bilgiden 

sonra şimdi sınır değeri problemlerinin Green fonksiyonları ile nasıl 
çözüleceğini görelim. Aşağıdaki incelemelerde bir F yüzeyi veya C eğ
risi tarafından sınırianan iç bölge B; ile ve dış bölge B0 ile gösterile
cektir, şek. 244. Pozitif normal dış bölgeye doğrudur. Potansiyelin he-
saptandığı nokta P ile, sınırdaki nokla S ile ve -
değişken nokta X ile gösterilecektir. Üç nevi 17 
potansiyel p roblemi için sınır sartları 

qı(S)=g(S) , ~:(S) = g (S) 

~: (S)+h(S) ep (S) =g(S) 

Şek. 244 

şeklindedir. Böylece üçü iç problem ve uçu 
de dış problem olmak üzere 6 farklı potansiyel problemi ile karşılaşı
labileceği anlaşılır. lik önce iç bölge için Oirichlet probleminin Green 
fonksiyonu ile nasıl çözüleceğini görelim. ep ve ~ fonksiyonları Bı de 
harmonik oldukları takdirde ikinci Green formülü 

!(ıp a~ - ~ a!) dF =o J an an 
(2 12) 

F 

şekline girer. Bunu ı 4~ ile çarpıp (204) den çıkarırsak 

qı(P) = - _!_ J.lıp 2-(~+ 1
)- f~+-1 ) ~ıdF (213) 

4~) an r \ r an 
F 
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buluruz. Bu integral yardımiyle Dirichlet problemini çözebitmek için 
normal türevi elimine etmek gerekir. Eğer ıfJ fonksiyonu sınırda 

IJ!+..!.=o 
r 

olacak şekilde seçilirse bu sağlanmış olur. P{x,y,z) ve X{l;,TJ.s) nokta
ları arasındaki uzaklığı gösteren r 

r = v'{x-!;)2+ (y-T))2+ (z- s)2 

dir. ıfi fonksiyonu hem P nin ve hem de X in koordinallarının fonksi-

yonudur. Sınırda sıfır olan ıfi+ -1 
fonksiyonunu G ile göstererek 

r 

ı 
G (P,X) = ıJi {P,X) +-

r 

yazalım. Böylece potansiyel ifadesi 

ı J. a <ı> (P) = - 4~ j ep (S) an-G (PS) dF 

(2ı4) 

(215) 

şekline girer. (214) denklemi ile tarif edilen G ye birinci nevi Green 
fonksiyonu adı verilir. Green fonksiyonu X noktasının fonksiyonu ola
rak şu özellikleri haiz bulunmaktadır: G fonksiyonu B; bölgesinde X= P 
noktasından başka her yerde harmoniktir (aG=O) ve bu noktada 1/r 
gibi sonsuz olur. Green fonksiyonu sınırda sıfır olur, yani G(P, S)= O 
dır. Böylece Green fonksiyonunun ep gibi bir sınır değeri probleminin 
çözümü olduğu anlaşılır. Ancak sınır şartı G = O olduğundan bu prob
lem orijinal problemden daha basittir. ıji(P, X) fonksiyonu bütün iç böl
gede harmonikUr ve sınırda 

$artını sağlar. 

ı 
ıJi (P,S) = - 7 

Dış problemin çözümü envers yüzeyin iç problemine irca edilir. Bu
nun için B; de bir noktayı orijin seçerek orijinal yüzeyin enversi bulu
nur. Orijinal yüzeyin dışı envers yüzeyin içine tekabül eder. 

Green fonksiyonunu bulmak için her hangi bir P noktasına q=4~E 

noktasal yükünün getirildiğini farzederek F sınırının polansiyelini sıfır 
yapacak imaj yükleri bulunur. 9 yükü ile imaj yüklerinin potansiyelle
rınİ süperpoze ederek Green fonksiyonu bulunur. Bu fonks iyon bulun
duktan sonra potansiyel fonksiyonu (215) integrali yardımiyle hesapla-
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nır. Bir potansiyel problemini G reen fonksiyonu vasıtasiyle çözmek için 
orijinal problem kadar güç olmamakla beraber yine bir sınır dekeri 
problemini çözmek ve ayrıca bir integral hesaplamak gerektikinden 
metodun knllanıldıkı yerler çok fazla değildir. Bununla beraber bir çok 
birinci nevi Green fonksiyonu bilinmektedir ve bir noktasal yük ihtiva 
eden her imaj proble11ine Green fonksiyonu gözüyle bakabiliriz. 

Şimdi ilk önce bir düzlem için Green fonksiyonunu bulalım, şek. 245. 
Green fonksiyonu 

Jı; 

Şc:k. 245 

1 
G(x,y,z ; ;,,,(,) =-

r 

olacaktır. r ve r ' uzaklıkları 

ı 
r' (~=-+) 

r = y(;-.l')2+(TJ-y)2+ ((.- z)l

r'= \f (Ç x)l+ (TJ - y)2+((.+z)2 

dir. Oüzlem üstünde (.= 0 olacağından r=r' ve G=O olur. Green fonk
siyonunun normal lürevi sınır yüzeyinde 

değerini alır. Böylece (.= 0 düztemindeki her hangi bir cp('E.,TJ,O)=g(~,TJ) 
potansiyel dakılışı için potansiyel fonksiyonu 
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+ oo + oo 
<p(x,y,z) = 2: _( _/· g(Ç,l))dÇ dl) 

.. _ _ Tcf.- x)2 + (l)-y)2 + z2j3/2 
- oo -oo 

integrali yardımiyle hesaplanır. 

İkinci bir örnek olarak küre için Green fonksiyonunu bulalım, 
şek. 246. P(p,O,cp) noktasındaki 9=4ıt~ yükü ile P'(R2/ p,O,cf>) noktasında
ki 9' =-R 9 p imajının X{u,o,~) noktasında meydana getirecekleri po-

Şek.- 246 

tansiyel Green fonksiyonuna eşit olacakından 

ı Gfp,O,cp ; u,o,~) = 
r 

bulunur. r ve r' uzaklıkları 

R 1 
p 7 ( ~= - p~' ) 

r
2
- p

2
+u

2
-2 r t1 COS y 1 r ' 2 = ( ~2 r + t12- 2 ~2 

a COS y 

ifadeleri yardJmiyle bulunur. cos y= cos o cos o-t s in o sin o cos (ep -ılı) d ir. 
X noktası küre yüzeyi ile intibak edince p=R olaca~ndan r/r'=p!R 
ve G=O ofduku kolayca görülebilir. 

Green fonksiyonunun normal türevi hesaplanırsa r1= R için 
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bulunur. Küre yüzeyindeki ıp (R,o,ıjl) = g(o,ıjl) potansiyel da~ılışı için po

tansiyel fonksiyonu 

(216) 

dir. Bu ifade küre için Dirichlet probleminin çözümünü gösteren Pois

son integralidir. r=O için yani kürenin merkezinde 

qı (O) -= 41tk2 ~g (o,lji) dF 

F 

olacaktır (ortalama de~er teoremi). g=qı0 = sab. için cp(O) = sab. olaca
~ı kolayca görülebilir. (216' ifadesi kürenin içi için çözümü gösterir. 
Dış problemin çözümü işaret de~ iştirerek elde edilir. 

Poisson denklemi de Green fonksiyonu vasıtasiyle çözülebilir. (203) 

yardımiyle k= 41t için 

ep(P)=-- - dV-- ep-- - - dF ı ;· Aıp ı ;·[ a ( ı ) ı acı> ] 
41t r 41t . an r r an 

B F 

yazılabilir. Oi~er taraftan Ay- O için ikinci Green formülü yarrumiyle 

ıf ı p( aıV aıp) O= - - \j/AepdV -- qı- -\jl - dF 
41t 41t an an 

B F 

yaıılabilece~inden bu iki denklemi toplayarak 

ep (P) = - _ı_/{\ji+ ı ) A<;> d V - _ı_![c:ı a (ıV+ !..) - (ljı+ !..) aep ] dF 
47t. r 41t r an r r an 

B F 

bulunur. Normal türevi elimine etmek için yine 

G (P,X) =y (P,X) + 1
-r 

koyarak 
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ı J ı J_ aG cp(P) = 41tE G p d V + 4m J ep -an dF (217) 

B F 

elde edilir (.6q> =- p/E). Sınırda G (P,S)=O dır. Bu denklem Poisson 
denkleminin Dirichlet problemi için çözümünü gösterir. 

Green fonksiyonunun simetrik oldu~unu, yani 

G(P,X) = G(X,P) (218) 

özelliğine sahip olduğunu yukarıda bulunan fonks iyonlarda x,y,z ilc 
~.lJ.~ yı ve r,e,cp ile p,o,ıV yi de~iştirerek kolayca görebiliriz. 

Neumann problemini Green fonksiyonu vasıtasiyle çözmek için ljJ 
fonksiyonu sırurda 

a: ( ıV+ ~) = k= sab. 

olacak şekilde seçilir. Zira 

J__a (_! )=-41t ran r ' 
F 

th aljJ dF= O r an 
F 

oldu~undan normal türevi sıfıra eşit yazamayız. Böylece 

ı 
N(P,X)=ıV(P,X) + 

r 

koyarak potansiyel fonks iyonu için 

(219) 

cp(P)= 4~ fN(P,S) ~: dF- 4: fq>dF (220) 

F F 

elde edilir. N ye ikinci nevi Green fonksiyonu veya Neumann fonksi
yonu adı verilir. Bu ifadede ikinci terim sabit bir de~erdir, Neumann 
fonksiyonu potansiyeli bir sabit farkı ile tayin eder. Esasen ikinci ne
vi problemi n teklik teoremine göre bu sonuç açıktır. Neumann fonksiyo
nu Bı bölgesinde P -=X uoktasından başka her yerde harmonikUr ve sınır 
yüzeyinde aN' CJn =k şartını sa~lar. G gibi N fonksiyonu da simetriktir. 

ı 
ı 
1 

ı 
1 

ı 
1 

1 
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Üçüncü nevi sınır de~eri problemi de Green fonksiyonu yardımiy· 
le incelenebilir. 

lki boyutlu sınır de~eri problemlerini Green fonksiyonu vasıtasiyle 
çözmek için şl>yle hareket edilir: <p ve o/ fonksiyonları B bölgesinde har
monikseler iki boyutlu ikinci Green formülü 

q>--o/- ds = O P( ao/ acıı) 
an an 

(221) 

c 
şekline girer. Bunu l /2TC ile çarptıktan sonra (211) den çıkararak 

cp(P) = 2~ ~l( o/ -t In ~) ~~ -q> a: ( ı!ı +In ~ ) ] (222) 

c 

bulunur. Dirichlet problemini çözerken birinci terimi elimine etmek 
için o/ fonksiyonunu sınır e~risi üstünde 

1 o/+ In - =0 r 

olacak şekilde tayin etmek icap eder. Böylece 

ı 
G (P,X) = ljı (P,X) + In -r 

koyarak potansiyel fonksiyonu için 

ı ,r._ a 
q> (P) =-

2
7C j' qı(S) Tn G (P,S) ds 

c 

(223) 

(224) 

elde edilir. (223) denklemi ile tarif edilen iki boyutlu Green fonksiyo
nu P noktasından başa her yerde harmoniktir ve bu noktada logarit· 
mik olarak sonsuz olnr. lki boyutlu Green fonksiyonunu P noktasına 
getirilen A.=27tE çizgisel yükü ve imajlar yardımiyle hesaplayabiliriz. 
Mesela şek. 247 de görülen silindir için G yi bulalım. P noktasına ge· 
tirilen A.=27t; çizgisel kayna~ı ile A.'=-).. imajı yardımiyle 

r' p ( pr') G(p,cp ; cr,ljı) = ln r R ılı = In R 

bulunur. r ve r' uzaklıkları 
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Şek. 247 

dir. ~-=R için r/r'-=p R ve G=O olur. Normal türev hesaplanırsa ~=R 
için 

elde edilir. Çevre üstündeki potansiyel dağılışı cp(R,~)=g(~) olduğuna 
göre potansiyel için (ds = Rd~) 

2-ıt 

R'l-pı f g(~)d~ 
ep (p, ep) = - 21t R2 + p2 - 2Rp cos (ep - ~) {225) 

o 

bulunur. Bu ise daha önce Caucby- integral formülü yardımiyle bulu
nan Poisson integralidir. Dairenin merkezinde 

21t 
1 • 

i> (O)= 21tR 1 g (~) ds 
ö 

dir. 

Dış bölge için (225) in işareti değişir. 

Şek. 248 de sağ yan düzlem için Green fonksiyonu 

r' 1 (x+~.)l+(y-'1'})2 
G (x,y ; ;,'11) = In - = -2 In ( ~ 2+) )2 r x- ) y-'1'} 
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olacaktır. Üst yarı düzlem için Green fonksiyonu 

1f 
P{x,'f,-Z) P<x.'f,e) 
.-~-----+-------. 

Şelc. 248 

dir. 
Iki boyutlu Green fonksiyonlarını konform tasvir yardımiyle de bula

biliriz. Bir de~erli w(s) analitik fonksiyonu B bölgesini, s=z noktas ıw=O 
noktasına tekabül edecek şekilde, w - düzleminde birim daireye tasvir 
etti~i takdirde bu bölgenin Green fonksiyonu 

ı 
G(x,y ; ~.rı) = - In ı w(s) = In lw{s)l (226} 

olur. Gerçekten In lw(!;)l , In w(l;.) nın reel kısmı oldu~undan B bölge
sinde l;.=z noktasından başka her yerde harmoniktir. Bu noktada G lo
garitmik olarak sonsuza gider. s noktası C sınır e~risine yaklaşınca 
.w(l;.} ~ı olaca~ından G sınırcia sıfır olur. Böylece yukarıdaki ifade yar
dımiyle hesaplanan G nin Green fonksiyonunun bütün özelliklerine sa
hip oldu~u anlaşilir. Bir örnek olmak üzere sa~ yarı düzlernin Green 
fonksiyonunu bulalım. Sa~ yan düzlernin 

w <s> =s- z 
l;.+z 
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vasıtasiyle s=z noktası w~o noktasına tekabül edecek şekilde birim 
dairenin içine tasvir edilece~i kolayca görülebilir. Zira s=z için w=O 
dır ve 

oldu~undan ~=O için lwl=l ve ~>0 için wl< 1 dir. Bu ise x=O ekse
ninin birim dairenin çevresine ve s- düzleminin sa~ yarısının birim da
irenin içine tasvir edileceğini gösterir. w(~) fonksiyonu aranan şartları 
sa~ladı~ından (226) yardtmiyle Green fonksiyonu hesaplanırsa yukarıda 
bulunan sonuç elde edilir. s-düzleminin üst yamını ~=z noktası w=O 
noktasına tekabül edecek şekilde, w - düzlemindeki birim daireye tasvir 
eden fonksiyon 

(") = a~+b 
w.., cs+d 

lineer fonksiyonu ile kolayca bulunur. Yarı düzlernin sınırı reel eksen 
çevreye tasvir edileceğinden rı=O için w =ı yazarak a = c , b = d 
ve arg (b)-arg (a)=±[arg(d)-arg(c)] bulunur. arg(o)-arg (c)=a. ve 

~= -lb/a lej(argb-arg a) koyarak ve -işaretini alarak ( -1- alınırsa w= sab. 
çLkar) 

bulunur. w(s) nin modülü 

l w(~)l= _1~-zl 
~-z 

dir. Bunun ı den küçük olabilmesi Im (~)>0 ıçın (üst yarı düzlem) 
Im {z)> O olmasına bağlıdır. w(~) yardımiyle üst yarı düzlem için yuka
rıdaki Green fonks iyonu elde edilir. 

Dairenin Green fonksiyonu 

~-z R ~-z 
w(~)= R-z~jR - ; R~-= s 

z 

analitik fonksiyonu vasıtasiyle elde edilir. Bu fonksiyon ~ =R dairesinin 



401 

içindeki bölgeyi lwl=l dairesinin Içine tasvir eder ve ~=z için w=O olur. 
Fonksiyon şu şekilde bulunur: 1 ~1 =R dairesinin içindeki bölgeyi I.L-düz
leminin üst yarısına tasvir eden fonksiyon 

.R-'(, 
ll=J R+~ 

şeklindedir. Dig-er taraftan I.L-düzleminin üst yarısını uı - düztemindeki 
lwl=l dairesinin içine tasvir eden fonksiyonun 

olducu yukarıda görülmüştür. Bu iki ifade arasında I.L yü elimine ederek 
1'(,1 =R dairesini lwl=l dairesine tasvir eden fonksiyon elde edilir. Böy
lece 

w('(,) = a~ + bR 
b'(, + aR 

şeklinde bir ifade bulunur. a ve b,a=(ı.ı.o+ j)/a.f2 , b = (!J.o - j)/a.f2 

kısaltmalarını göstermektedir. s z için w=O olacakını gözönüne ala
rak ve a nın reel oldug-unu kabul ederek w(z) için yukarıdaki ifade bu
lunur. Dairenin Green fonksiyonu 

G(x,y ~.T}) =- In 

Rı 
olacaktır. Bu ifadede lz-'(,l=r ve 1 z -'(, =r' koyarak 

1 r' 
G (x,y ; Ç,rı) = ln -;:--+ ln R 

elde edilir, şek. 247. X noktası daire çevresinde bulunduğu vakit OPS 
ve OSP' üçgenlerinin benzerliği yardım i yle p1 R = rtr' yazılabileceg-inden 

~= In r ve G= O olur. 

E.lelctroınaıoetik Alao Teorisi F. 26 
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44. integral denklemleri. 

Bilinmiyen fonksiyon integral işareti albnda bulunan bir denkleme 
integral denklemi adı verilir. Pratik bakımdan önemli olan integral denk
lemleri 

b 

/(x)- A f K(x,y)ıp(y)dg 
a 

b 

<p(x) f(x) 1 )... J K(x,y)qı(y)dy 
a 

} 
ı 

l (227) 

şeklindeki birinci ve ikinci nevi Fredholm integraJ denklemleridir. cp(x), 
bilinmiyen fonksiyonu ve K(:c,y) ile /(x) bilinen fonksiyonlan gösterir. 
Klx,y) fonksiyonuna integral denkleminin çekirdeg-i denilir. Şayet 

K(x,y)= K(y,x) ise çekirdek simetriktir. )..., bir parametredir ve integral 
denklemlerinin çözümünde önemli bir rol oynar. /fx) bozucu fonksiyon
dur ve /(x)=O için ikinci nevi integral denklemi homogen hale gelir. 

Şimdi integraJ denklemlerinin çözümüne geçmeden önce sınır deg-e
ri problemlerinin integral denklemlerine ircaını gözden geçirelim. Yu
karıdaki integraJ denklemler bir değişkenlidir. Aranan fonksiyon iki ve
ya üç değişkenli . olabilir. Problemin boyutuna bağlı olmayışı, integral 
denklemler için büyük bir avantaj teşkil eder. 

Uzayda bir F kapalı yüzeyi üstündeki basit tabaka dağılışının po
tansiyeli için 

yazılabilir (yazış tarzlarını basitleşlirmek için 4r.Eq:> yerine <p konmuştur). 
PotansiyeJin hesaplandığı nokta P ile ve yüzeydeki değişken nokta s 
ile gösterilmistir, şek. 249. P noktası yüzey üstünde bulunduğu takdir
de p ile gösterelim. Böylece 

<p(p) _ ~ a(s;dF 

F 



elde edilir. Bu ifadede K(p,s)= K(x,y,z; Ç, 1'), ~) =1/r koyarak 

S(j "l) 

Şelc. 249 

ep {p) = pK (p ; s} ff {s} dF 

F 
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integral denklemi elde edilir. Sınır yüzeyinde belli bir q>(p)=cp. potan
siyel da~ılışına tekabül eden ff (s} yük dağılışı bu integral denklemini çö
ıerek bulunur. Potansiyel fonksiyonu ise yukarıdaki integral yardımiy
le hesaplanır ve böylece Dirichlet probleminin çözümü elde edili r. Bu 
integral denklem üç de~işkenli birinci nevi Fredhelm integral denkle
midir. Dirichlet problemini ikinci nevi Fredhelm integral denklemine de 
irca edebiliriz. Uzayda F yüzeyi üstündeki çift tabaka da~ılışının po-

tansiyeli için 

yaıabiliriz. •(s) momentinin, yüzeyde belli bir potansiyel da~ılışı mey
dana gelecek şekilde, tayininin istendiğini farzedelim. Yüzeye içten yak
laşma halinde potansiyelin alacağı değeri ep_ = g ile göstererek g=q>.-2ıt-. 
yardımiyle 

ı 1~ a(ı) -: (p) = - 2ıt glp) _ı_ 2-ıt j' (s) ôn -;: dF 

F 
veya 

1 a ( ı ) K(p; s)=-- -
2ıt ôn r 

koyarak 
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-r (p) = - 2~ g(p) + pK (p ; s) 't (s) dF 

F 

bulunur. Böylece Problem ikinci nev.i Fredholm integral denklemine ir
ca edilmjş olmaktadır. Integral denklemini çözerek •(p) fonksiyonu ve 
buradan da potansiyel fonksiyonu bulunur. Dış problem de benzer şe
kilde integral denklemine irca edilir. 

Neumann problemi basit tabaka da~ılışından faydalanarak integral 
denklemine irca edilebilir. Sınırda ô~:p/ôn normal türevinin verildi~ini 
ve r1 yoğunlu~unun arandı~ını farzedelim. lç problem için sınır şartı 
(ôcp/C>n)_ =g şeklinde olaca~ından 

g = (::). + 2~~ 
yardımiyle 

r1(p) 2~g(p)- pK(p ; s) r1 (s) dF 

F 

integral denklemi elde edilir. Dış problem de benzer şekilde integral 
denklemine irca edilir. 

Kanşık sınır de~eri probleminde sınır şartı iç problem için 

( ::) + hep- = g 

şekJindedir. Basit tabaka da~ılışı yardımiyle 

yazarak 

ı . 
c (p) - 21t g(p) - fK(p; s) r1 (s) dF 

F 
bulunur. Çekirdek 

d ir. 

K(p; s)= -
1 ı_!(..!.)+ h (p) ..!.] 21t ôn r r 
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Iki boyutlu sınır de~eri problemleri de benzer tarzda integral denk
lemlerine irca edilir. C e~rir.i üstündeki çitt tabaka da~ılışının logarit-

mik potansiyeli 
- a 

ıp(P)-- ~-- (s) an (ln r) ds 

c 

dir (2TCt:q> yerine ep koyarak). şek. 250. Iç problem için <ı>_=g qı,-r."C 

yardımiyle 

, 

1 
-: (p) = - - g(p) + 

1t 

f K (p i s)-r{s) ds 

c 
bulunur. Çekirdek 

K (x.y i ; ,Tl) = -_!_ '\C!_ (In r) 
T: an 

Şek. 250 

logaritmik potansiyeli için 

dir. 

Basil tabaka da~ılışının 

qı (P) =- - fo-(s) In r ds 

c 

yazılabilece~inden iç problem için 

o- (p) = ~ g (p) - fK (p; s)O'(s) ds 

c 
integral denklemi bulunur. 

Kanşık problemin integral denklemi de 

ı . 
a (p) =- g (p) - ~K (p i s) a (s) ds 

'it j 
c 

şeklindedir. Çekirdek 
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K(p ; s)= - ~ [ a: (In r)+lı(p) In r] 

dir. 

Üç nevi sınır dekeri probleminin integral denklemine ircaı hakkın
da yapılan bu kısa açıklamadan sonra şimdi kısaca integral denklemle
rinin direkt olarak yani diferansiyel denkleme başvurmadan nasıl çözü
lecekini gözden geçirelim. Basit ve parsiyel bir diferansiyel denklemin 
sınır dekeri problemi bir integral denkleme irca edebilir ve ayni sınır 

şartların ı saklayan problemierin çözümleri idantik olur 

Şayet çekirdek rı(x)Wy) şeklindeki terimierin toplamı ise integral 
denkleminin çözümü bir cebrik denklem sis teminin çözümüne irca edi
lir. Böyle bir çekirdeke çarpım çekirdek adı verilir. Çekirdek 

n 

K (x,y) = 2; rıı. (x) ~ıc (y) 
k= l 

~eklinde gösterilirse Fredholm denkleminin çözümü 

olur. Aı. dekerieri 

n 

<p (x) f (x) + }. L aıı:(x) Aı. 
.:C= l 

n 

L (ôıı.-A.au,)Aı.=bı (i=1,2, ... ,n) 
k = l 

(228) 

denklem s istemini çözerek bulunur. ô1ıc, Kronecker sembolüdür ve i=f=k 
için sıfır ve i=k için 1 dir . bı ve a;ı, 

b b 

bı = J / (x) ~~ (x) dx , aııc = J ~ı (x) aıc (x) dx 

a a 

integralleri yardımiyle hesaplanan bilinen dekerlerdir. Denklem sistemi
nin katsayılar determinantını D(}.) ile gösterelim. Dı l)=O denkleminin 
köklerine çekirdekin özel dekerieri denilir. 
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Şayet ).., bir özel de~er de~ilse homogen olmayan ikinci nevi Fred
lıolm integral denkleminin bir çözümü vardır. Buna karşılık homogen 
integral denkleminin yalnız trivial çözümü vardır. 

E~er ).., bir özel de~erse bu takdirde homogen integral denklemi
nin özel değerlere tekabül eden ve özel fonksiyonlar denilen lineer ba
~ımsız çözümleri vardır. Homogen olmayan integral denkleminin genel 

olarak çö1ümü yoktur. 
cıır=o;ı,-Aaıı, koyarak denklem sistemi 

n 

L Cılt()..)Aı.=bı 
k-- 1 

şekline sokulabilir. Cık().) nın cebrik komplemanı Dıı. ()..) ile gösterilirse 

çözüm için 
b 

<P(x) = f(x) 1- ).. fr (x,y,)..) f (y) dy 
(229) 

a 

yazılabilir. Burada 
n 

r(x,y,)..) = L 
i ,k= l 

dir ve integral denkleminin çözücü çekirde~i adını alır. 
Ikinci nevi Fredholm integral denklemini cebrik denklemlerin çözü

münde kullamlan iterasyon metodu yardımiyle de çözebiliriz. Birinci 
yaklaşık fonksiyon 9

0
(x) = f(x) seçilirse bununla integral denkleminin 

sa~ına giderek 
b 

<p
1 
(x) - /(y) _ı_ ).. J K (x,y) f(y} dy 

a 

elde edilir. Bu fonksiyonla tekrar integral denkleminin sağına giderek 

b b 
Cl>2 (x) /(x) + ).. f K(x,y) f (y) dy + )..l .r K2 (x,y) f(y) dy 

a a 

yazılabilir. Burada 



b 

K2 (x,y) = f K(x,y)K(-rı,y) d-rı 

a 

dır ve K(x,y) nin ikinci iterasyon çekirde~i adını alır. Birinci iterasyon 
çekird~i K1(x,y)=K(x,y) dir. Bu fonksiyonla tekrar integ ral denklemi
nin sakına gidilir ve böylece devam edilirse 

b b 
~.(x) = /(x) + )..! K(x,y)f(y)dy+ ... +)..n J K. (x,y )f (g) dy 

a a 

bulunur. Her hangi bir iterasyon çekirdeki 

b 

K.(x,y) = .fK.-1 (x,YJ)K(-rı,y) d-rı 
a 

şeklinde hesaplanır. n~oo için Neumann serisi elde edilir ve 

koyarak 

00 

r(x,y ,A.) = L )..•-•K. (x,g) 

n=l 

b 

qı(x) = /(x) + ).. Jr(x,y,)..) f (y) dy 

a 

(230) 

yazılabilir. r{x,y,A.), çözücü çekirdektir. Neumann serisinin yakınsaklık 
kriteryum u 

dir, 
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Integral denklemini Fredhelm metodu ile çözmek için, belirli integ
ralin bir toplarnın limiti olarak tarif edilebilmesi gerçeg-inden faydalanı
lır. y deg-işkeninin a-b aralıg-mdaki 

Yı =a , Yı= a + o , ... , y. = a +(n - 1) o (o = b - a) değerleri için n 

yaklaşık olarak 

b 
jK (x,y) ıp (y) dy .... K (x,y1) <p (y1) + ... + K (x,y. ) <p (y.) 

a 

yazılabilir. Böylece ikinci nevi Fredhelm integral denklemi 

qı (x) = / (x) +M (K (x,y1) <ı> (g1) + ... + K (x,y.) ep (y .. )J 

şekline girer. x deg-işkenine de ayni deg-erieri vererek 

cp,=/1 1- >..S(Kıı<ı>ı+ ... -+-Kı.cp.) 

ep.=/ .. + >..o (K •ı <'Pı + ... +K •• ep.) 

lineer denklem sistemi elde edilir. Kısaltmalar 

ıp;= q> (xı) , f ; = / (xı) , K ik = K (xı , l'ı,) 

d ır. /ı ve Kıı. bilinen deg-erieri ve rp; ise bilinrniyen değerleri gösterir. 
Denklem sistemini çözerek bulunan <pı deg-erierine qı(x) fonksiyonunun x=xı 
için aldığı yaklaşık deg-erler gözüyle bakılabüir. Katsayılar detenninantı· 
nı sıfırdan farklı yapan >.. deg-erieri için sistem çözülebilir. Denklem sis-

teminin çözümü 
b 

cp(x)=/(x) + D~>..) j D (x,y,>..)j(y) dy (231) 

a 

şeklindedir. Burada 

00 00 

D(>..) = L a., )..v • D(x,y,>..) = L A v (x,y) ).. v 

V --{) 'J 0 

ve 
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Ao(x.g) = K(x,g) , 

b b/KtÇ1,l;ı) ... K(Çı,l;v) K(l;.,g) 
( 1) • • 

A., (x,g) = v 1 v /·. ·/ · · · · · · · · dÇı ... dl;v 
· . • K (ı;v,!;ı) ... K (l;v,l;v)K(l;v,g) 

a a K (x, !;1) ... K (x,ı;v) K (x,g) 

dır. Bu sonuç n-+oo tirnitine geçerek elde edilir. av ve An !erin hesabına 
yarayan formüllere Fred h olm formülleri denilir. 

Şayet çekirdek simetrikse özel değerler reel olur ve böyle bir çekir· 
dek en az bir özel değeri haizdir. Simetrik çekirdeğin iki farklı özel 
değerine tekabül eden özel fonksi yonlar ortogonaldir. A.1 ve A.2 özel de
ğerlerine tekabül eden özel fonksiyonlar 

b b 

tpı(x)=)•ı J K(x,g)tpı(g)dg , fP2(x) =A.2 1· K(x,g) fPı(g)dg 
a 

olduğuna göre )"1==/=).2 için ortogonallik şartı 

b 

şeklinde olacaktır. 

J qıı(x)cp2(x)dx=O 
a 

a 

Yukarıda, integral denklemleri hakkında çok kısa bir bilgi veril
miştir. Konu hakkında daha etraflı bilgi edinmek için kitabın sonunda 
verilen literatüre müracaat tavsiye edilir. 

45. Varyasyon hesabı. 

Varyasyon problemlerinde karakteristik olan nokta integralleri 
ekstremuro yapan fonksiyonların aranmasıdır. Şimdi konuyu açıklamak 
maksadiyle iki basit varyasyon problemini gözden geçirelim. 

Düzlemdcki P1(x1,g1) ve P2(x2,g2) noktalarını birleştiren eğrinin uzun
luğu minimum olacak şekilde bir g(x) fonksiyonunun bulunması isten
mektedir. Eğrinin uzunluğu 
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X ı 

J = f V l -rg'2 dx 

X ı 

integrali ile hesaplanır. Varyasyon problemi bu integrali mmımum ya· 
pan ve y(x1) Yı.y(x2) y 2 sınır şartlarını sa~layan fonksiyonun bulun· 
masıdır. Sınır şartlarını sa~layan yani P1 ve P2 den geçen bir Yı(x) 
fonksiyonu ile j integraline gidilirse belirli bir ]ı değeri ve yine ayni 
sınır şartlarını sa~layan di~er bir y 2 (x} fonksiyonu ile başka bir J2 de· 
~eri elde edilir. Bu farklı fonksiyonlar arasında integrali minimum ya· 
pan fonksiyon problemin çözümü olacaktır. Bu problemin cevabı "doğru., 
şeklinde olmakla beraber analitik olarak ifade şekli yukandaki gibidir. 

P, ve P2 noktalarından geçen eğrinin x-ekseni etrafında dönme· 
siyle elde edilen yüzey minimum olacak şekilde y(x) fonsiyonunun bu· 
lunması istenmektedir. Varyasyon problemi 

Xt 

j = 21t ~( g vi+ y'2 dx=Min. 

X ı 

şeklindedir ve sınır şartları yukarıdaki gibidir. 

Bu basit örneklerden sonra şimdi varyasyon problemlerini genel 
olarak ifade ederek çözümlerini araştıraJım. En basit bir varyasyon 
problemi y(x1}=yı , y(x2) g2 sınır şartlarını sağlayan ve 

X ı 

J = J / (x,g,y') dx (232} 

X ı 

integralini ekstremuro (maksimum veya minimum) yapan y(x} fonksiyo· 
nunun bulunmasıdır. Çözümü gösteren y(x) eğrisine yakın olan ve ayni 
noktalardan geçen 

y(x) y(x)+!rı(x} 

eğri ailesini gözönüne alalım, şek i 25 ı. Burada rı(x) , sürekli olarak 
türetilebilen ve rı(x 1 )=rı(x2)=0 şartlarını sağlayan her hangi bir fonksi
yonu ve e ise x değişkenine bağlı olmayan küçük bir parametreyi gös· 
termektedir. y(x) fonksiyonu ile (232} ye gidilirse 
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' 
o 

Şek. 251 

X :ı 

j (E)= ft (x,y + ET) , y' ;- ET)') cU 

X ı 

elde edilir. E değiştikçe j de değişece
ğinden j ye E değişkeninin fonksiyonu 

~ gözüyle bakılabilir. &-=() için y(x) y(x) 
olduğundan ve y(x) ise J integralini eks
tremum yapan fonksiyonu gösterdiğin
den j(E) fonksiyonu e= O için ekstremum 
olacaktır. Bunun için de 

} '(O) =(dj) = O 
dE E=O 

olmalıdır. Bu suretle varyasyon problemi bir fonksiyonun ekstremum 
problemine irca edilmiş olmaktadır. ]'(O) hesaplanırsa 

x2 

j'(O) = j (t1 - d:t/) rı dx= O 
X ı 

elde edilir. Bu integralin rı(x1}=rı(x2)=0 şartlarını sag-layan herhangi 
bir rı(x) fonksiyonu için sıfır olabilmesi, parantez içindeki ifadenin sı fır 
olmasiyle sağlanabileceğinden 

(233) 

diferansiyel denklemi elde edilir (/1 =ô//ôy , /,'= al/ay'). Açık olarak 

1 ! ' / ' ' !' '• o J - • y - yy y - y y y = (234) 

şeklinde yazılabilen bu denkleme yukandaki varyasyon probleminin E u · 
ler (veya Euler-Lag range) diferansiyel denklemi denilir ve ikinci basa
maktan adi bir diferansiyel denklemdir (f.,'./+0 olduğu kabul ediliyor). 
Euler denkleminin çözümlerine varyasyon probleminin ekstremalleri de
nil ir. Genel çözümde iki integrasyon sabiti bulunacağından ekstremaller 
iki parametreli bir eğri ailesi teşkiJ ederler. Varyasyon probleminin her 

' 
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çözümü bir ekstremal olmak zorunda ise de her ekstremal bir çozum 
degildir. Bilindiği gibi bir değişkenli fonksiyonlarda birinci türevin sı
fır olması bir ekstremuro için gerekli ise de yeterli değildir. Zira 
g'(x0)=0 için x0 noktasında bir ekstremum bulunacağı gibi teğeti x
eksenine paralel olan bir boyun noktası da bulunabilir. Bunu belirtmek 
için x0 noktasının bir stasyoner nokta olduğu ve bu noktada fonksiyo
nun y(x0) stasyoner değerini aJdığı söylenir. Burada stasyoner terimi, g(x) 
fonksiyonunun x0 noktasının çok yakınlannda çok az değiştiğini belirt 
mektedir. Benzer şekilde her ekstremalin (232) integraline bir stasyoner 
deger verdiği söylenebilir. j'(O) O şartı bir ekstremum için gerekli bir 
şart olmakla beraber yeterli değildir. 

Varyasyon hesabında og=y(x)-y(x) e g(x) eğrisinin varyasyonu 

denilir. g(x)= g(x)+ETJ(x) için varyasyon oy=ETJ(x) dir. Keza 

o}=Ej'(O) (235) 

j integraJinin birinci varyasyonu adını alır. Ikinci varyasyon ô2}=E2P(O) 
şeklindedir vs .. Varyasyon problemi oj-O şeklinde de yazılabilir. 

Euler denklemi özel hallerde sadeleşir. Mesela f fonksiyonu g ye 
bağlı değilse fy'-=sab. denklemi ve x değişkenine bağlı değilse 1-1 1'y' 
= sab. denklemi elde edilir. Şayet 1 fonksiyonu yalnız y' ye bağlı ise 
ekstremal y(x)=ax+b şeklinde olur. 

Yukarıda verilen birinci örnekte / = l/1 +y'2 olduğundan ekstremal
lerin denklemi y=axTb dir. a ve b sınır şartlan yardımiyle bulunur. 

Ikinci örnekte f = y \ l ı y'2 olduğundan E u ler dedklemini çözerek eks
tremaller için 

Ch 
x-b 

y=a --
a 

bulunur. a ve b sınır şartlarından bulunur. 

Şayet varyasyon problemi 

x, 
o .rf (x,y,y',y•, ... ,y<•>)dx = O 

X ı 

şeklinde ise Euler diferansiyel denklemi 

(236) 
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olur. Sınır şartları g(x1)=g1 , g'(x1) y1' , ... ,y(a-lJ(x1)=y1<•-tJ ve g(x2)= 
!/2•!/'(x,) y,', ... ,y(a- lJ(x2) !J2(n- l) dir. 

BiJinıniyen fonksiyonların sayısı birden fazla olursa varyasyon prob

lemi 

x2 

o .ft(x,g,,g2, ... ,g •. gı',g,', ... ,y.') dx= O 

X ı 

(238) 

olur. Burada sınır şartı olarak g;(x1) ve g;(x2) de~erleri verilmiştir 
(i= 1,2, ... ,n). Bu problem için 

/yı- d~ lr'ı= o 

şekJinde n Euler denklemi elde edilir. 

Buraya kadar varyasyon problemlerinde yalnız bir ba~ımsız değiş
ken bulunmaktadır. Bağımsız de~işken sayısı birden fazla olursa iki, 
üç ve çok katlı integraller elde edilir. İki katlı bir integral için 
en basit varyasyon 'problemi 

O jji (x,g,u,ua,u1) dx dg = O (239) 

B 

şeklindedir. Burada u= u(x,g), u.= ôu/'dx, u1= oufôg dir. Problem, B 
bölgesini sınırlayan C eğrisi boyunca verilen bir de~eri alan ve j in
tegralini ekstremuro yapan u(x,g) fonksiyonunun bulunmasıdır. Varyas
yon probleminin Euler diferansiyel denklemi 

a a 
/u- --a;-/u.- ag /uy = O 

dır. Bu parsiyel diferansiyel deniclemin her çözümü varyasyon prob
leminin bir ekstremalidir. Mesela Oirichlet varyasyon problemi 

j = jj(u,2+u1
2)dx dy=Min. (240) 

B 
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dır. Bu problemde sınır e~risi üstünde verilen bir de~eri alan ve 1 in
tegralini minimum yapan u{x,y) fonksiyonu aranmaktadır. Problemin 

Euler denklemi 

dır. Böylece iki boyutlu Laplace denkleminin, Oirichlet varyasyon prob
leminin Euler diferansiyal denklemi olduğu anlaşılır. 

Üç katlı integral için en basit varyasyon problemi 

0 r { { f(x,y,z,ıı.,uy,u-.)dx dy dz= O 
. i3 • 

(241) 

dır. u=u(x,y,z) dir. Burada, uzaycia B bölgesini sınırlayan F yüzeyi 
boyunca verilen bir değeri alan ve integrali ekstremuro yapan u(x,y,z) 
fonksiyonu aranmaktadır. Euler diferansiyel denklemi 

(242) 

dir. Masela uzaydaki Dlrichlet problemi 

1= J II (u2 • ..L u2y..L u
2-.)dxdydz=Min. 1243) 

B 

dir ve Euler denklemi 

şeklindedir. Böylece üç de~işkenli Laplace denkleminin uzaydaki Oirich
let probleminin Euler diferansiyel denklemi olduğu anlaşılır. 

Potansiyel teorisinin birinci nevi sınır değeri problemi ile Dirichlet 
varyasyon problemi eşdeğer problemlerdir. 

Sınır şartlarından başka bir takım integral şartlarını da ihtiva eden 
varyasyon problemlerine isoperimetri problemleri denilir. Basit bir iso
perimetri problemi sınır şartlarını ve 
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X~ 

(g(x,y,g') dx= k= sab. 

integral şartını sag-layan ve 

Xl 

} = .f/(x,g,y') dx 

X ı 

integralini ekstremuro yapan y(x} fonksiyonunun bulunmasıdır. Problernin 
Euler diferansiyel denklemi 

(244) 

şeklindedir. Burada 

h(x,g,y') = f(x,y,y') -L ).. g(x,y,y') 

dır. A., bir parametreyi gösterir ve sınır şartlarından bulunur. 

Bazen varyasyon problemlerini parametrik olarak ifade etmek elve
rişli olur. Basit bir varyasyon probleminin parametrik şekli 

lı 

o j'F (x,y,~,y) dt = O (245) 

lı 

dir. Burada x=x(t) , y = y(t) , ~dx/dt , g = dy/dt dir. Integral 
deg-erinin parametrik gösteriş tarzından bag-ımsız olması için fonksiyo-

nun x ve y ye göre birinci basamaktan pozitif homogen olması, yani 
k>O olmak üzere 

F(x,y,k~,kg) =k F (x,y,;,y} 

şartının sag-lanması gerekir. Mesela f = V .~ı + .92 için bu şart sag-la

nır. Varyasyon probleminin Euler denklemleri 

d d 
F. - dt F~ ~O , Fy- dtFi = O (246) 



şeklindedir. Bu iki denklem ba~ımsız de~ildir. 
Aşagıdaki 

X :ı 

ô J /(x,y,y')dx=O 

X ı 

varyasyon problemi için }'(O) hesaplanırsa 

X :ı 

j'(O) = ( (Rıı'2+2Qıııı' +PıfJdx 
X ı 

bulunur. Burada P,Q ve R 

P(x) /.,., Q(x} /'1Y' , R(x)=/1'.,' 

417 

(247} 

kısaltmalannı göstermektedir. Ikinci varyasyon ise ôj=r.2j(O) dır. Mi
nimum kriteryumu bakımından şu soruları cevaplandırmak icap eder: 1) 
Hangi şartlar altında ikinci varyasyon pozitif olur? 2) Ikinci varyasyo
n un pozitif olması bir minimum teşekkülü için yeterlimidir? Ikinci 
soru ancak bazı sınırlamalar ile pozitif olarak cevaplandırılabilir. Birinci 
soru ise stabilite problemlerinde önemli bir rol oynar. Elverişli bir mi
nimum kriteryumu elde etmek maksadiyle (247) de parantez içine, x1 ile 
x2 arasındaki integrali sıfır olan, 

terimini ilave edelim. Burada w(x) , sürekli olarak türetllebUen her 
hangi bir fonksiyondur. Böylece }"(0) için 

X :ı 

}'(O) = f [Rıı'2 + 2( Q + w)'Y}T)' + (P + w),Y]dx 

X ı 

elde edilir. Eğer w(x), Riccati tipindeki 

w'=-P+ ( Qtw)ı 

diferansiyel denklemini sa~layacak şekilde seçilirse 

(248) 

Elektro~aaıaetik A\aQ Ttori.U f. 27 
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X ı 

}'(O)= jR (TJ'+ Q;wydx 
xı 

yazılabilir. Bu ifadenin pozitif olması ıçin x1 ~x ~x2 aralığında 

R(x) 1/ y' ?;. O (249) 

şartı sağlanmalıdır. Buna Legendre şartı denilir. Bu şart, bir mini
mum için gerekli fakat yeterli değildir. 

Euler diferansiyel denkleminin genel çözümünü g(x,a,b) şeklinde 
göstererek u1(x)= ay j(Ja , u2(x)= ay/ (Jb yardımiyle bir 

A (x,xı) = uı (x) U2 (xı) - u2 (x) uı (x2) 

fonksiyonu tarif edilirse minimum şartı xı'>x2 şeklinde belirtilebilir 
(Jacobi şartı). Burada x 1', A fonksiyonunu sıfır yapan ve x1 den sonra 
gelen ilk x değerini göstermektedir. x1' e x1 in eşlenik değeri ve P1 

ile P2 den geçen ekstremal üzerinde bulunan xı' absisli noktaya P1 in 
eşlenik noktası denilir. A fonksiyonu 

R' Q'-P 
un+ R u .. + R u=O 

şeklindeki jacobi diferansiyel denkleminin, x=x1 için sıfır olan bir çö
zümünü karakterize eder. 

Örnek olarak iki nokta arasındaki en kısa yol problemini inceleye

lim. 1 = '1/1 + g ' 2 olduğundan 

R= 1 
(1 + y '2)3/2 

dir ve Legendre şartı gerçeklenir. Ekstremallerin denklemi g = ax + b 
şeklinde olduğundan u1=x , u2= 1 dir. A fonksiyonu için A (x,x1) = 
x-x1 bulunur. P= Q=R' =0 olduğundan (R=sab. dir) Jacobi diferan
siyel denklemi d2u/dx2= 0 şeklindedir. A fonksiyonunun bu denklemi 
sağladığını ve x=x 1 için sıfır olduğunu kolayca görebiliriz. A nın x=x1 

den başka sıfır noktası olmadığından jacobi şartı da sağlanır. 

Diğer bir örnek olmak üzere 

8fy'2-)..2g2) dx = O 
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varyasyon problemini inceleyelim. Sınır şartları y(O)=g(l)= O dır. Prob
lemin Euler diferansiyel denklemi y ' + )..2g=O şeklindedir. Ekstremallerin 
denklemi 

g (x) = a sin Ax +b cos Ax 

dir. R(x) = 2 olduğundan Legendre şartı sağlanır. u1 =sin Ax , ua= 
cos ).x olduğundan A = sin Ax olur. P= -2)..2 , Q=O , R-2 olduğun· 
dan Jacobi diferansiyel denklemi 

dır. A, bu denklemin x=x1= 0 için sıfır olan çözümüdür. x1=0 ı takip 
eden sıfır noktası x 1'=rcf ).. dır. Integralin minimum olması için Jacobi 
şartı -;ıj)..> L dir. 

Varyasyon problemlerini çözmek için Euler diferansiyel denklemini 
çözmek ve çözümü sınır şartlarına uydurmak gerekmektedir. Çözüm 
güç olduğu takdirde diferansiyel denklemin sınır değer problemini yak
laşık olarak çözmek yoluna gidilebilir. Keza diferansiyel denklemlere 
başvurmadan varyasyon problemini yaklaşık olarak çözmek için direkt 
metodlar da geliştirilmiştir. Şimdi bu direkt metodlardan biri olan Ritz 
metodunun dayandığı prensibi kısaca açıklayalım. Çözülecek varyasyon 
problemi 

x2 

ô jf(x,y,y' ) dx=O 

X ı 

şeklinde olsun. Aranan fonksiyon belli sınır şartlarını sağlamaktadır. 

Diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümlerinde yapıldığı gibi bu fonk
siyonu bir seriye açmayı düşünebiliriz. Ancak bu serinin, problemin 
sınır şartlarına uyan terimlerden teşekkül etmesi gerekecektir. Bu mak
sadıa mesela 

Yo (x} = Cı<llı (x) + ... + Ce<llo (x) 

ikamesini yaptığımızı farzedelim. Burada q>1{x), ... ,<p0 (x) ler, sınır şartla· 
rına uyan ve bunun dışında istendiği gibi seçilebilen fonksiyonlardır. 
Bu ifadeyle integrale gidilirse 
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x2 

}(cıı···ıCu) = J f(x,ya,g' ıı)dx 
X ı 

bulunur. j yi ekstremuro yapan c değerleri 

a}- a} --- - 0, ... ,-- - o 
(Jc1 (Jc., 

denklemlerini çözerek bulunur. Buradan bulunan c leri Yn ifadesinde ye
rine koyarak aranan çözüm elde edilir. 

Pratikte ekseriya bir sınır değeri problemini ç.ozmeden mesela ka
pasite, dalga direnci, özel frekans vs. gibi bir skaler büyüklüğün bu
lunması arzu edilir. Varyasyon hesabı yardımiyle diferansiyel denklem
Jeri çözmeden bu büyüklükler tayin edilebilir. Bunun için de aranan bü
yüklüğü, alanı karakterize eden büyüklükleri ve bunların türevlerini ihtiva 
eden bir fonksiyonun integrali şeklinde ifade etmek icap eder. Keza 
bir varyasyon probleminin bahis konusu olabilmesi için gerçek alanın 
bu integrali ekstremuro yapması gerekir. Mesela bir kondansatörün ka
pasitesi için 

2W E f C= 7]2 = 7]2 EldV 

B 

yaztlabilir. Burada W, sistemin potansiyel enerjisini ve U ise elektrod
lar arasındaki gerilimi göstermektedir. Verilen bir gerilirnde gerçek -E- -grad qı alanı için 

W=~ J(grad c:p)2dV=Mjn. 

B 

olacaktır. Zira konservatif bir sistemde kararlı denge durumunda po
tansiyel enerji miniınumdur. Gerçek potansiyel fonksiyonundan farklı 
olan bir ekstremal için W enerjisi daima qı için alacağı değerden büyük 
bir değer alır. Aranan büyüklük için varyasyon problemi formüle edil
dikten sonra, probleme uyan basit fonksiyonlar seçerek direkt metodla 
büyüklüğün yaklaşık değeri hesaplanabilir. 
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Varyasyon hesabı hakkında sırf bir fikir vermek maksadiyle kita
bın çerçevesi içine alınan bu balıise son vermeden önce fizikteki bazı 
varyasyon prensiplerini kısaca gözden geçirelim. Bu prensipiere daya
narak varyasyon problemlerini formüle etmek kabil olur. Opti~in Fer
mat prensibine göre ışık yolu 

integrali mınımum olacak şekildedir. Burada n=cfv, kırılma endisini 
göstermektedir. v ile c, ışı~ın ortam içindeki ve boşluktaki hızlarıdır. 
Ham:ıton prensibine göre bir konservatif mekanik sistemde hareket 

t2 

W= j<T-UJ dt 

t, 

integrali stasyoner bir de~er alacak şekilde gelişir. T ve U, kinetik 
ve potansiyel enerjileri göstermektedir. Dirichlet prensibine göre de 
bir konservatif sistemde potansiyel enerji minimum oldu~u vakit ka
rarlı denge meydana gelir. 

<46. Diferens denklemleri. 

Daha önce iki küre problemini incelerken 

1 ı k -+- =
qıı +ı qıı-ı qıı 

şeklinde bir diferens denklemi ile karşılaşmış ve çözümünü görmüştük 
(k=sab.). Bir diferens denkleminde ba~ımsız de~işken sürekli olarak 
de~işmez ve aranan fonksiyonun de~erleri eşit aralıklarla z•Jhur eder. 
Sabit katsayılı lineer dilerens denklemi genel olarak 

Y•+P -ı- a, Yı+p-ı + ... + aıı y. =O (250) 

şeklindedir. Ba~ımsız de~işken x ile ve aranan fonksiyon y. ile gös
terilmiştir. Ba~ımsız de~işken yukarıda oldu~u gibi n ile gösterilir se 
bu denklemde x yerine n alınır. /(x), bozucu fonksiyondur ve sıfır ol
du~u vakit denklem homogen olur. Diferens denkleminin basama~ı en 
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yüksek ve en alçak endisli terimierin endisieri arasındaki farka eşittir. 
(250) diferens denklemi p. basamaktandır. Mesela 

2. basamaktan homogen ve lineer bir diferens denklemidir. x yerine 
x-1 koyarak denklem 

şeklinde de yazılabilir. Ilk önce 2. basamaktan 

homogen diferens denkleminin çö~ümünü görelim. Bu maksadla y.=u• 
ikamesi yapılırsa 

bulunur. u+O olaca~ından 

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kökleri u1 ve u3 ile 
gösterilirse aşa~ıdaki hallerle karşılaşılır : 

1) Kökler reeldir ve u1+uı dir. Diferens denkleminin genel çözümü 

Yx = Au,•+ B U•/ 

dir. A ve B sınır şartlan yardımiyle bulunur. Nümerik hesaplar için 
çözümü hiper bo lik fonksiyonlar yardım i yle ifade etmek elverişlidir. 
Bu maksacUa, uı = re.t ve u3 = re-ı koyarak 

y. = r• (a Sh lx +b Ch lx) 

bulunur {a =A-B, b= A + B). r ve l, u1 u2=r2-aı ve u,+uı=2r 
Ch ).=-a1 denklemleri yardımiyle hesaplanırlar. 

2) Kökler eşlenik kompleksdir, yani 

·l . ·.t 
u1=a + jf3=rel, u2=a-J~ =re-J 

oeklindedir. Genel çözüm 
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veya 

y.=r(asin}.x + b cos}.x) 

şeklinde olur [a=j(A- B), b=A +BJ. r = vaa+ ~2 ve tg). =~la 
dır. 

3) Kökler eşittir, yani u1 = u2 dir. Genel çözüm 

!J• =uı• (A +B x) 

dir. 

Yüksek basamaktan sabit katsayılı, lineer ve homogen diferens 
denklemleri de benzer şekilde çözülür. 

Homogen olmayan sabit katsayılı lineer diferens denkleminin çö
zümü, homogen denklemin çözümüne denklemin partiküler çözümünü 
ilave ederek bulunur. Ornek olarak 

diferens dekiemini çözeli m. Karakteristik denklemin kökleri u1=4,uı = 2 
oldu~undan homogen denklemin çözümü 

dir. Partiküler çozum için YP= eo+ c1x ikamesi yapılabilece~inden 
bununla diferens denklemine giderek c0 = 2!3,c1 = 1/3 bulunur. Genel 
çözüm 

y.=y + yp=A4•+B2• + ~ +; 
dir. 

Diferens denklem sistemleri de diferansiyel deklem sistemlerinde 
kullanılan metodlar yardımiyle çözülür. Mesela 

Yı+ ı+ Yx + Za+t - 2 Za =O , 

!J•+t - 2 !la - Za =O 
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sistemini çözeli m. Ikinciden Za =Ya+ ı- 2 y. bulunur. x yerine x + 1 
koyarak :z•+ı = Y•H- 2 Ya+ ı yazılabilir. z. ve zz+ı ile birinci denkle
me giderek g. için 2. basamaktan 

2gıı+ı- 4 Yz+ı + Sga = O 

diferens denklemi elde edilir. Bu denklemi çözerek Ya bulunduktan 
sonra z.= gıı+ 1 - 2g. yardımiyle z. bulunur. 

Diferens denklemlerinden elektroteknikte bir çok yerlerde fayda
Janılmaktadır. 

İki boyutlu veya eksenel simetrik s ını r deg-eri problemlerinin anali
tik çözümü güçleştig-i veya mümkün oimadı~ı takdirde yaklaşık çözü
mü elde etmek için dilerens denklemlerinden faydalanılabilir. Metod, 
parsiyel diferansiyel denklem yerine dilerens denkleminin akınınasına 
dayanır. 

lki boyutlu Laplace denklemi 

şeklindedir. <p (x, g) fonksiyonunu (x0,g0) noktası civarında Taylor 
serisine çarak 

<p(x,g)=<p(xo,go) + ( (x - xo) 'ô~ + (g - Yo)~ l <p 

+- (x-xo)3-+2(x -xo) (g- Yo) -- + (g - go)2 - <p 
ı [ 1)1 1)2 1)2 ] 

21 'ôr 'ôx'ôg 'ôg" 
0 

+ · · · + - (x - xo) - + (g - go) - ep + · · · 1 [ 'i) ';) ]o 
ni 'ôx 'ôx 

0 

(251) 

elde edilr. Şek. 252 de görüldüg-ü gibi, incelenen bölgeyi eşit kare
lere ayırarak bir şebeke çizelim. Kareterin kenarları h ile gösterilmiş
tir. Taylor serisinde ikinci basamag-a kadar giderek 1 ,2,3,4 noktaları
nın potansiyelleri için 
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b ulunur . Zira 1 için x-x0 = h,y - y0 = 0,2 için x - Xo = O,g - Yo =h, 
3 için x-x0=-h,y - y0=0,4 için x-x0=0, y-y0 =-hdır. Bu 

denklemler yardımiyle 

elde edilir. Böylece Laplace denklemi 

(253) 

şekline girer. Bu diferens denklemine göre, kenan 2h olan karenin 

1 

' 2 - 5 
O X 

3 o 1 

l 
ı 7 

4 8 

~~-
Şe\c. 252 

ortasındaki potansiyel bu nokta civarındaki dört noktanın potansiyel
lerinin ortalamasına eşiltir. Karenin h kenarı ne kadar küçük ve 
dolayısiyle şebekedeki kare sayısı ne kadar çoksa bu diferens denkle
mi de o kadar iyi bir şekilde parsiyel denklemin yerine geçer, yani 
ona eşdeğer olur. Sistemdeki sınır şartlarını gözönüne alarak şebeke· 



426 

deki her nokta için diferens denklemini yazarak n nokta için n lineer 
denklemden teşekkül eden bir denklem sistemi elde edilir. Bu denk
lemlerdeki bilinmiyenler n şebeke noktasının potansiyel deA"erleridir. 
Bu sistem iterasyon la çözülebilr. 

Taylor serisi 5,6, 7,8 noktaları için yazılırsa 

(254) 

bulunur. Buradaki potansiyel deA'erleri 2h kenarlı karenin diyagonal
leri üstündedir (diyagonal formülü). 

Şayet Taylor serisinde 6. basamaA"a kadar gidilirse 

6 

~ 1 l 0 0 ]D <p (x,y = <p (xo.yo) + L.ı ;;r (x - Xo) ox + (y - Yo) oy o <p 

n= l 

elde edilir. Bu formülü 1,2,3,4 ve 5,6, 7,8 noktalarına uygulayarak 

~ h• ( otqı o• ep ) 
~ı= <J'ı TfP3 + cps + cp4 = 4 Q>o + h2 (~q>)o+ 12 ox4 + oy4 o 

= ~; (6. parsiyel türevli terimler) , (255) 

~ h4 
( o4cp o•cp 

~2 = <1'5 + cpıı + cp7 + cp8 = 4 cpo + 2 h2 (~ep )o + 12 2 ox4 + 12 ox'o _yı + 
2 ~~~ )

0
+ ~; (6. parsiyel türevli terimler) (256) 

bulunur. Eğer 0,2 Lı + 0,05 Ls toplamı te~kil edilirse 

0,2 Lı+ 0,05 La= <po + 0,3 h2 (~cp)o + 0,3 ~; (~2cp)0+ ~; (6. parsiyel tü

rev li terimler) elde edilir. Burada 

o4cp o•cp o•cp 
~2qı = ~atp = ox4 + 2 bx2oy2 + by• 

dir. Bu ifade yardımiyle 
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0,2l:ı + 0,05l:s- <p0 h1 h• . 
0,3h2 =(l1<ı>)o + 12 (l12qı)o + 216 (6. parsıyel türevli te· 

rimler) yazıiabilir. (l1<p)0 = O ve dolayısiyle (l12<p)0 =O oldu~undan yük
sek basamaktan terimler ihmal edilirse (255) ve (256) formülleri (253) 
ve (254) şekilleri ni alırlar. 

Yukarıda görülenlerden Laplace denklemi yerine 

<ı>o = o,2 Lı + o,o5 Lı (257) 
diferens denklemi alındı~ı taktirde hatanın h4 mertchesinde olaca~ı anla
şılır. Buna karşılık (253) veya (254) kullanıldı~ı vakit hatanın mertebesi 
h2 dir. Bu suretle, 6. parsiyel türevlerin çok büyük de~erler almaması 
şartiyle, kare sayısı az olsa bile (257) diferens denklemi ile (253) ve 
(254) den daha az hatalı bir sonuç elde edilece~i anlaşılır. Yukarıda
ki diferens denklemi ile çalışıldı~ı vakit de her şebeke noktası için 
denklemleri yazarak bir denklem sistemi elde edilir. 

Incelenen sistemde dielektrik sabitleri farklı bölgc!ler bulundu~u 
taktirde sınır yüzey lerinde <ı> ı = <p2 ve E1 C><p ıf()n = ı2C)q>3/ C>n şartlarını 
sa~lamak gerekecektir. Bu çeşit ikjnci meri sınır de~eri problemlerini 
de diferens denklemleri metodu yardımiyle çözebiliriz. 

Şayet şebekedeki noktalar eşit aralıklı de~ilse bu takdirde dilerens 
denklemi 

(
_1_ +-1-) <Po= 1 (<P ı +ep~) f- _ 1 _ (cr:ı !- cp4) (l5S) 
h1hs hıh4 h ı + hs h1 h, hı;- h4 ha h4 

şeklinde olur, şek. 2)3. Bu formülden karelerio çizılemedı~ı hallerde 
faydalan ılır. 

Birinci nevi sınır de~eri problemlerinde ınır e~risi boyunca po
tansiyel da~ılışı verilmiştir ve bölge içindeki noktaların potansiyelleri 
aranmaktadır. Sınır e~risi bir karenin veya dikdörtgenin çevresi ola
ca~ı gibi her hangi bir e~ri de olabilir ve prensib bakımından hiç 
bir de~işiklik olmaz. Daha kolay antaşılmasını sa~lamak maksadiyle 

2 

3 1. , 1., f 

Şek. 2S3 

şek. 254 de görülen dikdörtgeni ince
leyelim. Diktörtgeni mesela 12 eşit ka
reye bölelim. Sınır çizgisi boyunca 
1, ... ,14 noktalarının potansiyelleri bilin
mektedir ve 1, ... , VI noktalarının potan
siyelleri aranmaktadır. lterasyon meto-
dunu uygulayabilmek için 1, ... , VI nok
talarının potansiylleri için kaba de~er
lerin alınması icap eder. Bu kaba de
~erler alındıktan sonra I den başlayarak 
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(253) veya daha sıhhatli olan (258) yardımiyle yeni potansiyeller sıra 
ile hesaplanır. Her yeni potansiyeli hesaplarken daha önce düzeltilmiş 
olan potansiyel de~erleri hesaba katılır. Yeni dc~erleri q>ı', ... , qı'vı ile 
gösterelim. <pı' için 

elde edilir. Bu de~erden faydalanarak 

1 2 3 4 5 

I Il III 

13 
N y YI 7 . 

tf (O 9 
8 

Şek. 254 

yardımiyle q>ıı' bulunur. Bundan faydalanarak 

yardımiyle qıuı' bulunur. Böylece soldan sa~a do~ru giderek birinci 
s ı radaki noktalar bitince ikinci sıraya geçilir ve q>ııı' , q>v' , tpvı' po
tansiyelleri ayni şekilde hesaplanır. Ikinci sıradaki düzeltme de bitince 
tekrar I den başlıyarak ikinci iterasyonla qı1', ... ,q>v1' de~erleri elde 
edilir. Böylece potansiyel de~erleri de~işmeyioceye kadar hesaplara 
devarn edilir. 

Eksenel simetrık potansiyel alanında Laplace denklemi 



429 

şeklindedir. ıp(p, z) fonksiyonunu (Po , z0) noktası civarında seriye aça
rak ve yalnız ikinci basama~a kadar giderek 

qı(p, z) = <p(Po, zo) + [<P- Po) (}~ + ( z- zo) (}~ 1 qı 

+- (P- PoP-+ 2(p - Po) (z - zo) - - f- (z -z0)
2

- <p 
ı [ ()2 ()2 qı2 ] 
21 (}p2 (}p (}z (}z2 

0 

elde edilir. p-z düztemindeki bölgeyi yine eşit karelere ayırarak (şek. 
252 de x - ekseni yerine z - ekseni ve y - ekseni yerine de p- ek
seni gelecek) 1,2,3,4 noktaları için yazıla n denklemler yardımiyle 

bulunur. Böylece yukarıdrki parsiyel diferansiye l denklem 

(259) 

dilerens denklemi şekline girer. Eksen üstündeki noktalarda F'= O ola
ca~ından bu formül kullanılamaz. z- ekseni simetri ekseni oldu~undan 

Jim (}qıJ (}p = (()2cp) 
e-+0 F (}pa e= O 

bulunur. Böylece eksen üstündeki noktalar için diferansiyel denklem 

şekline girece~inden buradan dilerens denklemi ne geçerek 

fPo = 
2j:ı 1- ! (ıp, +ep,) (260) 

bulunur. 



430 

Aşa~ıda metodun nasıl ku llanılaca~ını göstermek maksadiyle ba
zı basit örnekler verilmişti r. 

Örnekler : 

ı - Şek. 255 deki kare i çindeki potansiyel da~ıhşı bulunacaktLr. 
Üstteki levhanın potansiyeli ı oo V olarak alınmış olup di~er levhalar 
topraklanmıştır. 

~-= 100 V 

Şek. 255 

Bölgeyi 16 kareye ayırarak şek. 256 daki şebeke elde edilir. lte
rasyona başlayabilmek için 1, . .. , 9 noktalarının potansiyellerini kaba 
olarak tahmin etmek gerekir. Bu mak· 
sadla ilk önce 5 noktasının potansiyeli
ni tahmin edelim. Bu nokta şeklin mer· 

kezi oldu~undan q>1 = ! (O+lOO+ O+ O) 

= 25 alınabilir. Bu de~er yardımiyle ve 
diyagonal formülü kullanarak q>1=cp3 

ı 
= 4 (100+ 50+ 0+25)= 43,8 ve qı.,=ıp11 

ı = 4(25+ 0+ 0+ 0}= 6,2 bulunur. q>11 <Peı 

o 

-

o 

6 9 

9 s 

r z 

n ooJ 

<p11, <p8 için de (253} yardımiyle :Pr- ! Şek. 256 

(43,8 + 100 + 43,8 + 25) = 53,2, q>4 = ıp8 

1. 

, 
o 

s 

ı ı = 4 (25+ 43,8+ 0+ 6,2)=18,8, ıp8 = 4 (6,2 + 25 + 6,2 + O)= 9,4 elde 
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edilir. Bu kaba değerler iterasyon için başlangıç değerleridir . Bunun 
için 1 noktasından başlayarak ilk sıradaki değerleri düzeltelim. Yeni 

değerleri <p1' , • •• , qı0' ile göslerirsek <pı'=qı8' = ~ (53,2+100T O+ 

18,8)=- 43,0, qı1'= ; (43,0+ 100+43,0+ 25)= 52,8 bulunur. Ikinci sıraya 

geçerek cp;=qı0' = ! (25+43+ 0+ 6,2) = 18,6, qı6' = ! (18,6 + 52,8 

+ 18,6+ 9,4)=24,8 elde edilir . Bu suretle birinci iterasyon bittikten 
sonra tekrar 1 noktasından başlayarak ikinci, üçüncü vs. iterasyonları 
yapılır ve bu işe potansiyel değerleri değişmeyineeye kadar devam 
edilir. Dört iterasyon sonucunda bulunan değerler aşağıdaki cetvelde 
görülmektedir. 

100 

1 

43,0 
ı 

52,8 43,0 
42,6 52,5 42,6 
42,8 52,6 42,8 

o 42,8 52,6 42,8 

18,6 24,8 18,6 
o 

18,6 24,8 18,6 
18,7 25,0 18,7 
18,7 25,0 18,7 
7,0 9,7 7,0 
7,1 9,8 7,1 
7,1 9,8 7,1 
7,1 9,8 7,1 ' o 

Kare sayısını 16 dan 64 e çıkararak ayni işlemler yapılır ve böy
lece potansiyel dağılışı için gerçeğe daha yakın olan sonuçlar elde 
edilir. 16 kareli şebeke için bulunan değerler yeni şebeke için 
başlangıç değerleri olacaktır. Aşağıda yeni şebeke için hazırlanacak 

cetvel görülmektedir. Simetriden dolayı şebekenin yalnız sol yarısı 
çizilmiştir. 
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100 

-

42,8 

ı 

o 
18,7 

7,1 

o 

Bu problemio analitik çözümü 

O() 

(x ) = 400 ~-1 Sh (nıt x/a) 
q> ,g ;ı L.J n Sh (n n) 

n= l 

52,6 

25,0 

9,8 

sın nıtg 
a 

dir. a, karenin kenarıdır. Şek. 257 de eşpotansiyel çizgiler ve alan 
çizgileri görülmektedir. 

2 - Şek. 258 de görüJen dikdöıtgenin kenarları arasındaki oran 
2/3 dür. Potansiyel dağılışı bulunacaktır. 

llk önce h = 1 için yazılan 
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Şek. 257 

1()() V . 

1PPV 1 ı 2 

t 
1tJtJV 

f--/ı- lı 
l . 

1\f=o 
1 

Şek. 258 

4<p ı = 200 + <1>2 , 4cı>ı = 200 + <ı> ı 
denklemleri yarduniyle <pı -·qı,= 200 '3 ~ 66,7 bulunur. <p1 = <ı>ı olaca
A-ını sirnetnden dolayı daha önce de göreb ilirdik. Ikinci bir yaktaş
ma olarak h = 0,5 alınırsa şek. 259 daki şebeke elde edilir . Sirnet ri yi 
gözönüne alarak şekli n yalnız sol yarısı çizilmiştir. Oiyagonal de~er· 

ler yardımiyle 

ElektroıDaıroetik Alan T eoTui F. 28 



434 

o 

,{ = 0,5 

Şek. 259 

q>1 = 92, q>8 = 83, q>7 = 54, q>9 = 33 bulunur. Bu dekerler yardımiyle 
q>t = 85, cp4 = 78, q>8 = 62, q>8 = 39 elde edilir. lterasyonla, deterler 
deteşmeyinceye kadar iş lemler yapıldıktan sonra h= 0,25 şebekesine 

geçilir. 
Diferens denklemlerini çözmek için iterasyondan daha çabuk sonu

ca erişen rölaksasyon metodundan faydalanılabilir. Şimdi pratikte çok 
kullanılan bu nümerik metodun dayandığı prensibi kısaca gözden ge
çirelim. Aşağıdaki cetvelde 1. örnekte 16 kareli şebeke için iterasyon
dan önce bulunan kaba deterler yatay çizgilerin üst tarafına yazıl· 
mıştır. Her şebeke noktası için 

ı 
A<po = 4 (<pı + q>ı + <ı>a + qı4) - <ı>o 

farkları hesaplanırsa sıfırdan farklı dekerler elde edilir. Bu farkların 
dört kahna eşit olan 

deterleri düşey çizgilerin soluna yazılmıştır. R0 dekerlerine rezidüal adı 
verilir. Gerçek değerleri elde etmek için rezidüalleri sıfır yapmak ge
rekir. Pratikte istenen yakınlık derecesine kadar metod uygulanır. Bü
tün rezialdüalleri sıfıra düşürmek için şu noktaları gözönüne almak 
icap eder: 

1 - Şayet bir şebeke noktasındaki potansiyel ôqı0 kadar artarsa 
bu noktaya ait rezidüal 4 ôqı0 kadar azalır ve ci vardaki dört noktanın 



-------~-- - -- ----- - ------, 

43S 
100 

- 3,2 43,8 - 0,2 53,2 - 3,2 43,8 

0,0 43,0 3 - 1,0 3 0,0 43,0 4 
-0,4 5 - 1,8 4 - 0,4 s 

0,0 42,9 9 - 0,2 52,8 5 0,0 10 
-0,1 ll - 0,3 9 - 0,1 ll 

- 0,4 10 
0,0 52,7 ll 

o 
- 0,2 18,8 + 0,2 25,0 - 0,2 18,8 

0,6 ı - 0,2 5 0,6 2 
o 

- 0,2 3 0,2 8 - 0,2 4 
0,0 7 0,1 ll 0,0 8 

- 0,1 9 - 0,1 10 

+ 3,4 6,2 - 0,2 9,4 + 3,4 6,2 

0,2 7,0 ı 0,6 ı 0,2 7,0 2 
0,6 6 1,4 2 0,6 6 

- 0,2 7,2 7 - 0,2 9,8 6 - 0,2 7,2 8 
0,0 7 
0,2 8 

o 
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· rezidüalleri ôqı0 kadar artar. EA-er civardaki nokta sıfır eğrisi üstünde 
bulunuyarsa böyle bir deg-işikli~in bahis konusu olmayacag-ı açıktır. 

2- Tersine olarak bir şebeke noktasındaki rezidüalin ôRtı kadar 
azalması için bu noktadaki potansiyelin ôR0/4 kadar ve civardaki nok
taların rezidüallerinin ôR0

14 kadar artması icap eder. E~er civardaki 
nokta sınır eg-risi üstünde ise deg-işiklik bahis konusu deg-ildir. Ikinci 
özellik biri nciden daha elverişlidir. Bunu uygularken mutlak deg-erce 
en büyük olan rezidüalden başlanır. Bu rezidüali sıfır yapmak için 
noktanın potansiyeli ve civardaki noktaların rezidüalleri değiştirilir. 
Bundan sonra di~er en yüksek rezidüale sahip olan nokta için ayni 
işlemler yapılarak devam edilir. Yukarıdaki cetvelde en yüksek rezi
düal + 3,4 dir. Bunu sıfır yapmak için bu noktanın potansiyelini 
3,4/4 = 0,85 kadar yükseltmek ve civardaki dört noktanın rezidüallerini 
0,85 kadar arttırmak icap eder. 0,85 yerine 0,8 alarak bulunan deg-er
ler cetvelde görülmektedir. 0,8 değeri alındı~ı için rezidüal sıfıra düş
mez ve 4.0,8 = 3,2 kadar azalarak +0,2 de~erini alır. Cetvelde işlem 
sıraları numaralanmıştır. 

47. Grafik metod. 

Iki boyutlu ve eksenc l simetrik tertipierin alan şeklini grafik me
tod yardımİyle yaklaşık olarak elde etmek kabildir. Bulunan yaklaşık 
alan şeklinden kapasi te, alan şiddeti gibi büyüklükJel'in yaklaşık değer
leri elde edilebilir. Grafik metodla çalışırken statik alanın aşağıdaki 
özellikleri gözönünde tutulur: 

1 - lletkenlerin sınır eğrileri eşpotansiyel çizgilerdir. 
2- Alan çizgileri eş potansiyel çizgilere ve dolayısiyle iletkenlere 

diktir. 
3- Eşpotansiyel çizgiler iletkenlerin civarında sınır eğrisine yak

taşırlar . 

Şekil 260 da iki silindirik ile tken arasındaki alan görülmektedir. 
Eşpotansiyel çizgilerin eşit potansiyel farkiarına sahip olacak şekilde 
çizildiklerini farzedelim. Gauss teoremine göre alan çizgilerinin sınır· 
ladığı alan tüplerindeki deplasman akısı sabittir. Şekilde ı ve 2 ile 
işaretlenen alan çizgileri arasında ve düzleme dik doğrultuda birim 

uzunluk için deplasman akısı A~ ile gösterilirse yaklaşık olarak 

A~= c.Eb 

yazılabilir. Burada E, kenarları a, b olan dikdörtgenin bulunduA-u yerdeki 
alan şiddetidir. Iki eşpotansiyel çizgi arasındaki potansiyel farkı Aqı ile 
gösterilirse alan şiddeti için yine yaklaşık olarak 



Şek. 260 

E=A<p 
a 
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yazılabilir. Buradan lup= sa b. için E nin a uzaklı~ı ile ters orantılı 
oldu~u görülmektedir. Bu iki ba~ıntıdan 

b l A'ii 
a-! A<p 

bulunur. tıcp nin sabit oldu~u kabul edildi~inden şayet tı'iı nin de bü
tün alan tüplerinde ayni de~erde kalması istenirse bla =k= sab. ol-

malıdır. Bu suretle, tıcp = sab. ve lı~ = sab. şartlarını saklıyabilmek 
için alan çizgilerinin bir eşpotansiyel çizgi üstünde ölçülen uzaklı~ı 

ile eşpotansiyel çizgilerin bir alan çizgisi üstünde ölçülen uzaklı~ı ara
sındaki oranın sabit tutulması gerekece~i anlaşılır. Şayet k= 1 seçi
lecek olursa bütün alan kare şeklindeki hücrelerden teşekkül eder. 
Hiç şüphesiz bunlar geometrik anlamda kare de~ilse de çizgiler birbi
rine yaklaştıkça kare şekline yaklaşırlar. 

Grafi~e, eşpotansiyel çizgileri kaba olarak çizmek suretiyle baş

lanır. Şayet sistemde üniform olarak kabul edilebilen bir bölge varsa 
bu bölgedeki bir do~ruyu eşit parçalara bölerek eşpotansiyel çizgiler 
çizilir. Mesela şek. 260 da alt tarafta durum böyledır ve AB do~rusu .. 
nu eşit parçalara bölerek bu noktalardan geçen eşpotansiyel çizgileri 
yaklaşık olarak çizerek grafi~e başlanabilir. Eşpotansiyel çizgiler çizil
dikten sonra, 2 de belirtilen esası gözöniinde tutarak ve mümkün mer
tebe b= a olmasını sağlamaya geyret ederek alan çizgileri çizilir. Ilk 
önce kaba bir şekil elde edilir. Fakat gerek eşpotansiyel çizgiler üstün
de ve gerekse alan çizgileri üstünde yapılacak bir kaç düzeltmeden 
sonra gerçeğe yakın bir alan şekli elde edilebilir. 



Çizilen alan çizgilerinin sayısı n ile gösterilirse bir elektroddan 
dij'erine giden toplam deplasman akısı (birim uzunluk boyunca) için 

bulunur. Bu ise silindirik elektrodun birim uzunluk boyunca taşıdığı 
yüktür. Elektrodlar arasındaki gerilim U ile ve çizilen eşportansiyel 
çizıilerin sayısı m ile gösterilirse 

U=(m+ 1) Aq> 

olacaktır. Yukarıdaki ifadeler yardımiyle Q için 

(261) 

bulunur. Buradan birim uzunluktaki kapasite içın 

(262) 

elde edilir. Her hangi bir noktadaki alan şiddeti ise E= Aq>/a yardı
miyle hesaplanır. lletken sayısı ikiden fazla olduğu takdirde alan şek
li benzer şekilde bulunur. Bu alan şeklinden de parsiyel yükler ve par
siyel kapasiteler elde edilebilir. 

Şayet sistemde dielektrik sabitleri farklı olan ortamlar bulunursa 
sınır yüzeylerinde alan çizgilerinin kırılma şartını uygulamak ve her 
ortamda e, b ·a = k= sa b. şartını sağlamak gerekir. 

Eksenel simetrik sistemlerin alan şeklini de simetri eksenini ih
tiva eden bir düzlem içinde grafik metodla bulabiliriz. Düzlemdeki 
alan şekli eksen etrafında döndürülerek uzaydaki alan şekli elde edi 
lir. Şek. 261 de bir silindirik çubukla silindirik bir deliği bulunan ka
pak arasındaki alan görülmektedir. Alan şiddeti yine E= l>.q>fa dır. 
Alan tübleri rotasyon yüzeyleri tarafından teşkil edildiğinden deplas
man akısı için yukarıdaki ifade yazılamaz. Simetri ekseninden orta
lama uzaklığı p olan bir noktada iki komşu rotasyon yüzeyi arasında
ki uzaklık b ile gösterilirse deplasman akısı için 
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z 

Şek. 261 

elde edilir. Zira b nin eksen etrafında dönmesinden 2npb kesiti 
meydana gelir. Böylece E= !:..rp/ a koyarak 

yazıla bilir. !:..rp = sa b. ve 1::..'1' = sa b. alınırsa 

b rp-=k=sab. 
a 

bulunur. k için her hangi bir de~er seçerek alan şekli yukarıda yapıl
dı~t gibi elde edilir. 

Çizgi sayılarını yine n ve m ile göstererek yük ve kapasite için 

n 
Q=2nsk m+ ı U (263) 
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formülleri bulunur. 

n 
C=2nsk m+l 

48. Statik alanın deneyle bulunması . 

(264) 

Alan şeklini deney yardımiyle de bulmak kabildir. Statik alanı 
deneysel olarak incelemek için bir çok metod vardır. Bu metodlar 
hakkında etraflı bilgi edinmek için özel literatüre müracaat edilmesi 
tavsiye edilir. Aşağıda analojiden faydalanarak alan şeklinin nasıl el
de edileceği kısaca gözden geçirileceklir. Bu metodun esası, statik alan
la diğer bir fiziksel potansiyel alanı arasındaki analojıden yani temel 
denklemler arasındaki benzerlikten faydalanarak alan şekli ni modeller 
yardı miyle bulmaktan ibarettir. Mesela bir iletken ortam içindeki stas
yoner elektrik alanı arasındaki analojiden statik alanın şeklini bul
mak için faydalanılabilir. Stasyoner alanın temel deklemleri 

-* E=- grad<p , ll<p=O 

-+ 
~eklindedir. Burada j, akım yoğunluğu vektörünü ve x ise ortamın 
öziletkenliğini göstermektedir. Statik alanın temel denk lemeleri ile 

-+ -+ 
karşılaştırarak J ile D nin ve s ile x nın analojik büyüklükler ol-
duğu söy lenebilir. Statik alandaki alan çizgileri stasyoner a la nda akım 
çizgilerine tekabül ederler. Elektrolitik metodda iletkenterin mesela 
bakırdan yapılmış modelleri bir elektrolit içine daldırı lır ve elektrod
lar arasına bir gerilim tatbik edilir. lletkenlerin öziletkenliği elektro
litinkinden çok büyük olduğundan akım çizgilerinin elektrodların yüzey
lerine dik oldukları kabul edilebilir. Elektrolit içinde her hangi bir 
noktadaki potansiyel ince bir tel sooda yardımiyle ölçülebilir ve bi r 
köprü bağlaması ile ayni potansiyeldeki noktalar tesbit edilir. Incelenen 
sistemin direnci R ile gösterilirse analojik sistemin kapasitesi 

! 
RC=

x 
(265) 

denklemi yardımiyle hesaplanabilir. Böylece iki elektrod arasındaki 
direnci ölçenk kapasiteyi bulmak kabil olur. Yalnız iki boyutlu a lan
lara mahsus olmayışı metodun en büyük avantajını teşkil eder. Iki 
boyutlu sistemlerde eşpotansiyel çizgileri sondaya tesbit edilen bir 
pantograf yardı miyle doğrudan doğruya çizmek kabil olur. 
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Alan şeklini hidrolik analojiden faydalanarak da bulabiliriz. Bu
-+ -+ 

rada E ile v hızı analojik büyüklüklerdir. 

Iki boyutlu sistemlerde membran metodundan da faydalanılmaktadır. 
Kenan bir e~ri boyunca tesbit edilen esnek membranın her hangi bir 
noktadaki sapması h (x,y) ile gösterilirse 

olur, yani sapmalar iki boyutlu Laplace denklemini sa~larlar. Bu metod 
ve di~er deneysel metodlar hakkında etraflı bilgi edinmek için litera-

türe müracaat tavsiye edilir. 



EK 

Vektör analiz formftllert 

1. Gradyan. 

Gradyan diferansiyel işlemi yardımiyle bir skaler fonksiyondan 
bir vektör fonksiyonu türetilir. Uzay koordinatlarına ba~lı olan skaler 
fonksiyonu q> ile gösterelim. Şek. 1 de dqı kadar farklı olan iki qı =sab. 

yüzeyi görülmektedir. q> = sab. yüzeyinin, artan <p ler yönündeki birim 

~ 
normali n ile ve her hangi 
~ 

bir yönü karakterize eden birim vektör 
-+ -+ 

u. ile gösterilmiştir. qı nin n ve u. yönlerine tekabül eden yön 
türevleri "ôqıf"ôn ve "ôqıf"ôs dir ve bunlar arasında 

(1) 

ba~ıntısı vardır. Böylece yön türevinin, normal yönünde maksimum 

de~er ald ı~ı anlaşılır. "ôqı 'bs yön türevi, ~ ~ vektörünün :. yönün· 

deki bileşenine eşittir. Vektör analizde, her hangi bir yöndeki bileşeni 
bu yöndeki yön türevine eşit olan vektöre gradyan adı verilir. Böylece 



()qı-+ 
grad qı = ()n n , 

CXp -+ 
()s = u. · grad qı, 

-+ 
dqı = grad qı · ds 

yazılabilir . Kartezyen koordinatlarda 

dir ve 
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

şeklinde tarif edilen nabla (veya del) vektörel diferansiyel operatörü 

yardımiyie 

grad qı = vqı 

yazılabilir. 

-+ -+ 
Bir A vektör fonksiyonunun u. yönündeki yön türevi 

-+ 
'()A = { '()A. + ~ tıA, +k tı A. 
tls tls 1 tls tls 

-+-+ -+-+ -+-+ = i (u.· VA.) + j (u.· v A1 ) +k (u. · VA.) 

dir ve 

~ -+ 
şeklinde gösterilir. u. yerine bir B vektör fonksiyonu alınırsa 

olur. 

-+ -+ ( () () ())-+ 
(B · V) A = B. tıx + B., ~ğ + B. ()z A 

(6) 

(7) 

(8) 
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2. Diverjans. 

Oiverjans diferansiyel işlemi yardımiyle bir vektör fonksiyonun
~ 

dan bir skaler fonksiyon türetilir. A vektör alanında bir P noktasını 
kuşatan F kapalı yüzeyi gözönüne alınırsa bu noktadaki diverjans 

~ ~ 

d. ~A 1. tr A · dF 
ıv = ım V 

V -+O 
(9) 

limiti ile tarif edilir . V, kapalı yüzeyin sınırladıkı hacimdir ve yüze
yin pozitif normali dışarı dokrudur. Kartezyen koordinatlarda 

d. A~- 1> A. + 1> Ar + 1> A. - . ~A 
ı v - l>x l>y l>z - V (lO) 

dır. 

Diverjansın limit tarifinden faydalanarak nabla operatörü için, 
koordinatlara haklı olmayan, 

~ 

1. +r dF v= ım-vv ... o 

şeklindeki limit tarifi elde edilir. Böylece grad qı için 

tarifi elde edilir. 

3. Rotasyonel. 

~ 

grad qı = lim fp~dF 
V -+O 

(ll) 

(12) 

Rotasyonel işlemi yardımiyle bir vektör fonksiyonundan yine bir 
~ 

vektör fonksiyonu türetil ir. A vektör alanı içinde bir düzlem üstün-
deki C kapalı ekrisini gözönüne alalım, şek. 2. Ekrinin pozitif yönü, 
F yüzeyinin pozitif normali ile bir sak sistem teşkil etsin. Aşakıdaki 

-+ ~ 
-+ + A ·ds rot,A = lim ;...:.•--;::;-

F-0 F 
{13) 
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~ limiti, rot A vektörünün P noktasındaki normal bileşenini tarif eder. 
Limitin P deki de~eri F yüzeyinin durumuna ba~hdır ve normal yönü 

rot A v~ktörünün yönüne intibak edince maksimum olarak rot 1 
nın mutlak de~erine eşit olur. 

dir. 

~ 

rotA 

Şek. 2 

Kartezyen koordinatlarda 

rot A = 1 (o A. _ o A,) + j (o A.! _ o A.) +k (o A, _ o A.) 
oy oz oz ox ox oy 

~ 

= v X A 

~ 
(ll) yardımiyle rot A için 

~ ~ 

rot A = li m tF dF X A 
V-+0 V 

şeklindeki li mit tarifi elde edilir. 

4. Vektörel idantiklikler. 

(14) 

(15) 

Elektromagnetik alan teorisinde sık sık kullanılan önemli vektörel 

i dan tiklikler şunlardır : 
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grad (ep+ ep)= grad cp + grad ep 
grad (ep ep) = ep grad ep + ep grad ep 

-+ -+ -+ -+ 
div (A+B)=div A + div B 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
div (AXB) = B · rotA + A · rot B 

-+ -+ -+ 
div (ep A) = A · grad cp +ep div A 

-+ -+ -+ -+ 
rot (A + B) = rol A + rot B 

-+ -+ -+ 
rot (qı A) = grad qıXA + cp rot A 

rot grad qı = O 

-+ 
div rot A = O 

(16) 

-+-+ 
Bu ifadelerde ep, ep skaler fonksiyonları ve A, B ise vektör fonksi-
yonlarını göstermektedir. 

Elektromagnetik alan teorisinde çok rastlanan bir diferansiyel 
-+ -+ 

işlem de rot rot A = v X (V X A) dir. Bu işlem için 

-+ -+ -+ -+ -+ 
V X(v XA) =(V· A) - (V· v)A = grad div A-(v ·V) A (17) 

yaıılabilir. Kartezyen koordinatlarda 

-+ -+ -+ 
(V· V)A = v 2 A = l1A (18) 

yazı labilir ve 

(19) 

Laplace operatörüdür. Di~er koordinat sistemlerinde son işlem ancak 
lineer koordinatlar için uygulanabilir. 

Skaler fonksiyonun laplasiyeni 

dir. 
div grad ep = Aep (20) 



5. Integral teoremleri 

Diverjans teoremi : 

fA· dF = J d iv Ad V 

F V 
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(21) 

dir. V yi sınırlayan F kapalı yüzeyi için pozitif normal yönü dışarı 
dotru alınır. 

Stokes teoremi : 
J.~ ~ f ~ ~ J A · ds = rot A · dF 

C F 

dir. C etrisinin pozitif yönü ile bu eğriye dayanan 
tif normali bir sağ sistem teşkil eder. 

~ 
Diverjans teoremiode A = <p grad ep koyarak 

(22) 

F yüzeyinin pozi-

f <p ~~ dF= J (grad <p • grad ep-;-cpt.ep) d V 

F V 

(23) 

bulunur (1. Green teoremi ). 

1. Green teoreminde <p ile ep nin rollerini de~iştirip elde edilen 
iki denklemi yekditerinden çıkararak 

f ( qı ~~ -ep~:) dF= f (cpllep- epllqı) d V (24) 

F V 

bulunur (2. Green teo:-emi). 
~ ~ ~ 

Diverjans teoreminde A yerine AX rot B koyarak Green teo· 
remlerinin vektörel şekilleri elde edilir. 

~ ~ ~ 
Diverjans teoreminde A = u<p koyarak (u = sabit birim vektör) 

~ ~ 
ve div (u <p) = a · grad <p olduğunu gözönüne alarak 

f<p dt= J grad <p d V 
F V 

(25) 

bulunur. 
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~ ~~ ~ 
Diverjans teoreminde A yerine uXA koyarak (u =sabit birim 

vektör) 

bulunur. 

,h-+~ f -+ 'fdF X A= rotA dV 

F V 

(26) 

~ -+ -+ 
Stokes teoreminde A = u<p koyarak (u = sabit birim vektör) 

p <p d-;= j dF X grad <p 

C F 

(27) 

bulunur. 

6. Vektör bileşenlerinin transformasyonu. 

Kartezyen bileşenleri her hangi bir ortogonal bileşene transforme 
etmek için 

_ 1 ( C>x C>g C>z) 
A. - h; A.C>u + A,. C>u +A. C>u (28) 

baA-ıntısından faydalanıhr. u yerine v , w alarak di~er bileşenlere ait 
ifadeler elde edilir. x , g ve z koordinatları ile u, v, w ortogonal 
koordinatları arasında 

x=x(u,v, w ), g = g(u,o, w), z = z(u,v,w) 

baA-ıntılan ·vardır. 
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