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DNA'nm ikili sarmalu, giines lekesi hareketi, elektronikteki testeﬁdi§ sinyali, matematiksel
olarak dalgali egriler serisine indirgenebilir. Bu diisiince giiclii bir analitik gerec olarak
kullanilabilir.

urier doniisumiini hesaplamak igin dinlemek ye-

terlidir. Kulak otomatik olarak déniisumu hesap-

lar, ancak aklin hesaplamayi yapabilmesi icin yil-

lar sliren matematik egitimi gerekir. Kulak, sesi
frekans tayfina (farkll perdelerdeki ses miktarlari) cevi-
rerek donusumi gerceklestirir. Beyin bu bilgiyi algilan-
mIS Sese cevirir.

Benzeri igslemler matematiksel yontemleri kullanarak ses
dalgalari veya isik dalgalari, okyanustaki gelgit olaylari
ve gunes hareketi 6rneklerinde oldugu gibi herhangi bir
degisim Uzerinde gerceklestirilebilir. Bu matematiksel
gerecleri kullanarak degisimleri gésteren fonksiyonlari
sinlizoidal dalgalar kiimesine cevirebiliriz. Fourier
dénusumi, her frekansa ait sinis dalgasi icin genlik ve
evre hesaplayan bir fonksiyondur.

Fourier donisumi degisik bilim dallarinda kullanilan
glcli bir teknik durumuna gelmistir. Bazi durumlarda,
Fourier donustimu elektrik, 1s1 ve 1sikla ilgili karisik esit-
likleri cozmekte kullanilabilir. Dedisken bir isareti olustu-
ran sinuzoidal .dalgalari gdstererek, astronomi,tip ve
kimyada bir¢ok kullanim alani bulur.

Bu teknigi, bitin dunya, teknige adini da veren bir mate-
matikgiden, Jean-Baptiste-Joseph Fourier'den 6grendi.
Fourier sadece Isiyla ilgilenmiyor, isiyla icice yasiyordu.
Grenoble'daki evi Gyle sicaktl ki bitlin ziyaretgiler si-
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kayet ederlerdi. Fourier ise evde kalin giyeceklerle do-
lasiyordu.

Fourier sicak havanin cazibesine dayanamayip, Napol-
yon'un Misir'a yapacag: safere eslik eden 165 bilginin
arasina katilmisti. Napolyon Filistin'de Suriyelilerle sa-
vasir, Memldk Beyi Murat Bey komutasindaki Turkleri
Misir'dan surerken, Fransiz bilim adamlari cografya, ar-
keoloji, tip ve tarim konusunda degerli calismalar yapti-
lar. Fourier, bilimsel bir kurulus olan Misir Enstitiisi'nde
idari bir gérevde galismaya basladi. Burada ¢ok iyi cal-
1stig icin bir gok diplomatik basar elde etti. Bu arada
eski Misir eserleri konusunda yogun arastirmalar yap-
maya ve cebir esitliklerinin kokleri ile ilgili bir kuram ta-
sarlamaya da zaman bulmustu.

Fransizlar 1801'de Misir'dan siriilmeden kisa bir siire
Oonce Fourier ve meslektaglan Fransa'ya gitmek Uzere
gemiye binmislerdi. ingiliz donanmasi komutani Amiral
Sir Sidney Smith, bu gemiyi icindeki Misir dokimanlari ve
eserleriyle birlikte ele gegirdi. Zamanin onurlu ruhunun
temsilcilerinden komutan Smith. bilim adamlarini hi¢ bir
zarar vermeden iskenderiye'de kiyiya indird . ingiliz ko-
mutani daha sonra ele gecirdigi malzemeyi teslim etmek
icin Paris’e gitti. Yalnizca Rosetta tasini yaninda goétur-
du. Bu tas Misir hiyeroglif yazisi icin bir anahtar sayilir ve
bugin British Museum'da Napolyon'un yenilgisinin ve
Misirolojiye katkisinin bir aniti olarak durmaktadir.

Fransa'ya saglam donmeyi basaran Fourier Polytechnic
School'da analiz profeséri olarak galismaysi bagiadi ve
matematiksel konular {zerinde c¢ahgmalarini yogun-
lastirdi. Ancak, 1802'de tekrar Napolyon'un hizmetine
girdi ve fsere bolumiiniin bagina gecti. Bir yandan 1789
Devrimi'nden kalan hasarlari onarirken, diger yandan
Turin yolunun Fransa bolimini insa etti ve 80,000 kilo-
metrekarelik sitmal batakhi@ kuruttu. Bu sira:arda, i1sinin
katilarda iletimi konusunda bir esitlik turetti. 1807'e
dogru ise bu esitligi cozecek bir ydntem buidu, Fourier

Donustimdi!
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KOMUM

SekiH: Demir cemberin sicakligi Fourier teknigiyle analiz edi-

len ilk durumlardan biridir. Baslangic aninda cember etrafindaki

1s1 dagihmi goriilmektedir (a). Cember acMtgindaki is1 dagilimi
verilmistir. Parlak renkler daha sicak kisimlari gbstermektedir
(b). Sicaklik her noktada dlciilmils ve cemberin cevresindeki
sicaklik dagilimi cikarilmistir (c). Daha sonra sicaklik dagilimi

bir, iki ve daha yiiksek harmonMere déniistOrOlebilirfd). Bu eg-

rilerden 16 tanesi toplanirsa ((e)'deki diiz cizgiler), 6zgiin
sicaklik dagilimina cok yakin bir seki olustururlar.
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Fourier bu matematiksel teknigi 1si iletiminin pek ¢ok du-
rumunu aciklamak igin kullandi. Bu konuda hesap kar-
iIsikligina yol acmayacak aciklayici bir érnek olarak,
yarisi atese sokulmus demir bir cember Uzerindeki 1si
degisimi verilebilir. Cemberin bir kismi kizaracak kadar
Isininca, atesten cikartilir ve 1s1 havaya yayllmadan ince
bir kuma daldirihr ve cevresinin etrafindaki sicaKlk
dagihmi 6lciltr(Bkz. Sekil 1 ve Sekil2).

ilk durumda sicakik daghmi diizensizdir, cemberin bir
kismi tamamen soguk diger kismi ise tamamen sicaktir
ve birlesme yerinde bir I1sI sigramasi olmaktadir. Isi,
sicak kisimdan soguk kisma dogru aktikca' sicakik yu-
musak bir dagilim gdstermektedir. Bir sure sonra ise
cember etrafindaki 1s1 dagilimi sinOzoidal bir sekil alir ve
sicaklik esit araliklarda diistip artmaya baslar. Siniis dal-
gasl zamanla duzlesir ve sicaklik dagihmi buttiin cember
etrafinda sabit bir de§ere ulasir.

Fourier ilk durumdaki diizensiz dagihmin, basit siniis dal-
galarina indirgenebilecegdin! 6nerdi. Her sintsin kendi
sicakhgi ve evresi, yani cember Uzerindeki goreceli ko-
numu vardi. Ayrica her sinuzoidal eleman cember cevre-
sindeki bir déntuste maksimum ve minimum arasinda tam
sayida bir inis ve cikis gosteriyordu. Bir baska deyisle,
her sinlisiin periyodu cember cevresini bir tam sayiya
bblerek elde edilebilirdi. Periyodu, gemberin gevresine
esit olan sinlise ana harmonik, periyodu gemberin cevre-
sinin yarisina, ucte birine veya daha kicik bir oranina
esit olan sinuslere ise sirasiyla kinci, tctnct ve yiuksek
harmoniler denildi. Her sinis igin maksimum sicakligi ve
konumu vyani evreyi gosteren fonksiyon, sicak
dagihminin Fourier dontsimuadur. Fourier matematiksel
olarak ifadesi zor olan bir sicakhk dagilimini kullanimi
kolay bir sints ve kosinus fonksiyonlari kiimesine cevir-
di ve bu fonaksiyonlarin toplami da 6zglin sicaklk
dagilimini veriyordu.

Fourier bu analizi uygularken, sinuslerin cember etrafin-
daki periyod sayilarinin artmasiyla dogru orantili olarak o
kadar cabuk yok olacaklari sonucuna vardi. Bu dusin-
ceyi anlayabilmek icin, sicaklik dagiliminin ana harmo-
nigiyle ikinci harmonigi arasindaki iliski incelenebilir.
Cember cevresinde ikinci harmonigin 1sisi, sicakla soguk
arasinda iki kere yol alir, oysa ana harmonik sadece bir
kere yol alir Bu nedenle ikinci harmonigin'en.sicakla en
soguk arasinda alacagi yol, ana harmonigin alacagr
yolun yarisina esittir. Ayrica ikinci harmonikteki sicaklik
degisimi, asil harmonikteki degisimin iki katidir. iki kati
sicaklik akisi yarisi kadar uzunlukta oldugundan, ikinci
harmonik ana harmonigin yarisi kadar zamanda yok olur.
Yiksek harmonikler ise daha cabuk yok olacaklardir.
Boylece, cemberin sicakhdi denge noktasina yaklastik-
cakalici olan ana harmonik oluyordu. Fourier, herhangi
bir baslangi¢ sicaklik dagihminin, zaman icindeki de-
gisimlerinin bu teknikle hesaplanabilecedine inaniyordu.
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SICAKLIK

Sekil 2: Demir cember iizerindeki is iletimi, sicaklik dagiiminin zaman icinde degisimine neden olur. Herhangi bir andaki sicaklik
dagilminin siniislerin toplam olarak gésterebildigimiz icin, sicaklik dagiliminin zaman igindeki degisimini sintis/erdeki degisimlerden
bulabiliriz. Ana harmonik (ortada) ve ikinci harmonik (sagda) sekilde gésterilmistir. Fourier ikinci harmonigin ana harmonige gére don
kat hizla, daha yiiksek harmoniklerin ise daha da hizli séniimlenecedine karar vermistir. Ana harmonik uzun stire kalici oldugundan,

toplam sicaklik dagilimi ana harmonigin siniizoidal sekline benzer.

Fourier'in analizi cagdaslarinin simsiki sarildiklar kuram-
lara meydan okuyordu. 19. ylzyihn baslarinda, Parisli
Ustin yetenekli bircok matematikci —6rnegin Lagrange,
Legendre, Laplace, Biot, ve Poisson — Fourier'in id-
diasini, yani herhangi bir baslangic 1si dagiiminin, asil ve
yuksek frekansli harmoniklerin aritmetik toplamina indir-
genebilecegim’ kabul etmediler. Leonhard Euler de Fou-
rier'in dusuncelerinde hata oldugunu sdyledi; oysa ken-
disi daha 6nce baz fonksiyonlarin sinuslerin toplami
seklinde yazilabileceg@ini dnermisti. Fourier Fransiz Bilim-
ler Akademisi'ndeki toplantida iddiasini acikladiginda
Lagrange ayag@a kalkti ve bunun mimkin olamiyacagini
soyledi.

Bu sartlar altinda dahi, Akademi Fourier'in ¢ciKardig so-
nuclarin énemini gézardi etmedi ve ona IsI yaylhmimn
matematiksel kurami zerindeki galigsmalari ve kuraminin
sonuglarini hassas deneylerle karsilastirrmasi nedeniyle
oddul verdi. Ancak 6dul aciklanirken soyle bi uyan da
yapildi: "Konusunun yeniligi ve 6nemi bizi bu galismayi
odillendirmeye yoneltti. Yazarin bu esitliklere ulagsmasi
kolay olmamistir, ancak analiz teknigi genellestirmeye
ve kesinlige ihtiyac duymaktadir.”

Meslektaslarinin Fourier'in galismalarina karsi takindigi
olumsuz tavir, calismalarin basimini 1815'e kadar gecik-
tirdi. Aslinda, 1822'de "The Analytical Thaory of Heat"
(Isinin Analitik Kurami) adl kitabi yayinlanincaya kadar
caligmalari tam olarak agiklanmamigti.

Fourier'in yaklagimina gelen itirazlar su noktada toplani-
yordu: Sireksiz bir fonksiyon, sirekli sintizoidal fonk-
siyonlarin toplami seklinde gosterilemez. Siireksiz fonk-
siyonlar kirik egriler ve kirik cizgelere benzer, 6rnegin

birim basamak fonksiyonu yatay eksendeki sifir nokta-
sinda sicrama yaparak sifir degerinden bir degerine yuk-
selir. (BOyle bir fonksiyon anahtar acildiginda gecen
akimi gosterebilir). Fourier'in cagdaslar sureksiz bir
fonksiyonun siradan surekli fonksiyonlar, érnegin dogru-
sal, ikilenik (¢uadratic) ve Ustel (exponential) fonksiyon-
larin bilesimi seklinde gdsterilebilecegini gbremediler.
Eger Fourier hakl olsaydi, sonsuz sayidaki siniislerin
toplaminin sicramalar yapan sureksiz bir fonksiyona
yakinsamasi gerekiyordu. O zaman da bu disiince ta-
mamen anlamsiz gozukuyordu.

Bu itirazlara karsin, bazi arastirmacilar, érnegin matema-
tikci Sophie Germain ve miihendis Claude Nauier, Fou-
rier'in calismasini 1s1 analizinin digindaki konulara da uy-
gulamaya galigtilar. Ancak matematikciler icin sureksiz
bir fonksiyonun, sinlis fonksiyonlarinin toplami olarak
eksiksiz bir sekilde gosterilebilecedi disuncesi tam bir
bas belasiydi.

Yakinsamak sorusu, sonsuz tane saylyl toplamaya
kalkinca ortaya cikar. Klasik bir drnek verebiliriz: Eger
her adimimizda kalan uzakh@in yarisi kadar yol alirsak bir
duvardan digerine ulagabilir miyiz? ilk adimimizda ayak
ucu yolun yarisina, ikinci adimda yolun 3 ceyregine ve
besinci adimin sonunda yolun yaklasik %97'sine ulasmig
olur. Bu aslinda karsi duvara ulasmak gibidir, ancak kac
adim atarsaniz atin karsi duvara tam olarak vara-
mazsiniz, 6te yandan matematiksel olarak duvara son-
suz kucuklukte bir mesafe kalacak kadar yaklasabile-
cegimizi gosterebiliriz. Bu gosterim 1/2, 1/4, 1/8...
seklinde devam eden bir serinin toplaminin 1e yakin-
sayacagini gostermekle esdegerdir.
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Fourier serilerinin yakinsamasi sorusu, 19. ylizyilin son-
larinda gelgit olaylarindaki su cekilmesi ve yukselmesini
tahmin etme calismalan sirasinda tekrar ortaya cikitr.
Lord Kelvin askeri ve ticari gemi murettebati icin, gelgit
olaylari hakkinda bilgi veren bir anatog bilgisayar buldu.
Yilin degisik zamanlarinda belirli gelgit yikseklikleri ve
karsilik gelen zamanlar defalarca 6élculiyor ve bu 6lgim-

ler kullanilarak genlik ve evre hesaplarn elle yapiliyordu.
Her genlik ve evre cifti gelgit yukseklik fonksiyonunu
olusturan sinuslerden birini gésteriyordu. Bu sonuglar
Lord Kelvin'in bilgisayararina girilince gelecek yilin gelgit
yiiksekligi elde ediliyordu. Gelgit egrileri bir siire sonra
dinyanin her yerindeki limanlar i¢in cikariimaya bas-
landi.

Acikca gorulecedi gibi gelgit tahmin makinasinin parca
sayis| arttikca daha fazla genlik ve evre isleyebilecek ve
daha iyi tahminler yapabilecektir. Ancak eger matema-
tiksel fonksiyonumuz keskin bir sicrama yapiyorsa, yani
sureksiz bir fonksiyonsa bu dusunce tam olarak dogru
diyemeyiz. Bdyle bir fonksiyonu az sayida genlik ve
evre bilgisiyle, yani az sayida Fourier terimiyle goster-
meye calistigimizi dusunelim. Fonksiyonun kendisiyle,
Fourier terimlerinden olusturulan fonksiyon arasindaki
hata deg@erleri her nokta icin bulunur ve kaydedilir. Her
defasinda daha fazla Fourier terimi kullanilarak hata
degerleri bulunur. Butiin durumlarda maksimum hata ek-
silmeyecektir. Ancak, hatanin sireksizligin oldugu
bolgeye sikistigi ve giderek azaldigi diger noktalarda ise

Sekil 3: FERREL GELGIT TAHMIN MAKINASI 19.yy'da yapilan bir anatog bilgisayardir. Fourier sentezini kullanarak su yiikselmesi
ve gekilmesini tahmin eder. Bir limanda Olgllen gelgit yaksekelikleri el hesaplariyla bir sayilar kiimesine cevrilebilir. Her sayi gelgiti
olugturan periyodik blytikliiklerden birini gdsterir, 6rnedin ayin kitlesel gekimi gibi. Belirii bir liman icin 6lgiilen sayilar makineye ar-
kasinda bulunan digmeleri cevirerek girilir. Makinenin 6niindeki zaman ayarlandiginda, tahmin edilen gelgit yiiksekligi kadrandan

okunabilir.
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sifirayaklastigi g6zlenecektir. Yale Universitesrnden Jo-
siah Willard Gibbs bunu 1899'da kuramsal olarak géster-
migtir.

Fourier analizi birtakim anormal durumlarda uygulana-
maz. Ornegin, sinirli bir bdlgede sonsuz sayida sigrama
yapan bir fonksiyona uygulanamaz. Ancak fiziksel bir
blyuklagun dlgilmesinden olusan tum fonksiyonlar icin
Fourier serisi yakinsayacaktir.

6zel bazi fonksiyonlar icin Fourier serisinin yakinsayip
yakinsamayacagi sorusu Uzerine yapilan arastirmalar
matematikte yeni alanlarin gelismesine yol agmistir. Bir
ornek olarak genellestirilmis fonksiyonlar kuramini (the
Theory of Generalized Functions) verebiliriz. Bu kuram
ingiltere'den George F.J. Temple, Polonya'dan Jan G.
Mikusinski ve Fransa'dan Laurent Schwartz tarafindan
olusturulmustur. Kuram 19451e birim basamak fonksiyo-
nu ve delta fonksiyonu icin saglam bir temel olusturmus-
tur; ayrica Fourier donusumunt kutle noktasi, yiuk nok-
tasi, manyetik ciftkutup (d'pole) gibi kavramlar iceren
esitlikleri ¢gdzmek icin kullanabilmemizi saglamistir.

Yaklasik iki yuzyilik bir gelisme doneminden sonra Fou-
rier donusum tekniginin teorisi saglam bir sekilde kurul-
mus ve iyi bir sekilde anlasiimistir. Gordigumuz gibi”,
Fourier analizi uzaydaki veya zamandaki bir fonksiyonu
frekans, genlik ve evresi degisen sintizoidal elemanlara
indirger. Fourier dénusumu her frekanstaki genlik ve ev-
reyi gosteren bir fonksiyondur. Dontisum iki matematik-
sel metotla hesaplanir; birincisi fonksiyon siirekli ise ikin-
cisi ise fonksiyon kesikliyse (discré&te) uygulanir.

Eger fonksiyon kesikliyse, yani fonksiyon kesikli zaman
araliklarina ait de@erlerden olusuyorsa, ayrik frekanslar-
daki sintuizoidal fonksiyonlarin serisi seklinde gdsterilebi-
lir. Bu frekanslar asil frekansin iki, ¢ ve daha buyuk kat-
landir. Bu sekildeki sinlslerin toplamina Fourier serisi
denir.

Eger fonksiyon surekliyse, yani her gercek sayi icin
tanimli bir de@eri varsa bu fonksiyon tiim frekanslardaki
sinlislerin  Fourier integraline 'indirgenebilir. Fourier
donusumi ne seri ne de integral degildir. Kesikli fonk-
siyonlarda, Fourier serisini olusturan evrelerin ayrik fre-
kanslara bagl listesidir, surekli fonksiyonlarda ise Fou-
rier integralinin alinmasindan ortaya cikan frekansa bagli
bir fonksiyondur.

Donusim hangi yontemle hesaplanirsa hesaplansin, her
frekansta iki sayinin hesaplanmasi gerekir. Bu iki sayi
genlik ve evre olabilir, veya ayni bilgiyi iceren farkl iki
say! da olabilir. Bu iki sayi, bir karmasik (comptox) sayi
ile gosterilebilir. Bu gosterim ¢ok kullanilir, cunki kar-
masik cebir islemlerine olanak saglar. Karmagik cebir ku-
rami ve Fourier déntisimu, elektrik devresi tasarimin-da,
mekanik titresim analizi ve dalga yayiimi calismala-nnda
yapilan sayisal hesaplamalarinda ayriimaz bir butin olus-
tururlar.

ot - ——— [Tt

6zgun fonksiyonu karmasik Fourier doénusumiyle
gostermek hesaplarda avantajlar saglar. Klasik bir
ornek olarak, bilinen bir gerilimin uygulandigi devredeki
akim hesabini verebiliriz. Dolaysiz yontemde, gerilim ve
akim fonksiyonlarini iceren tirevsel denklem (differen-
tial eguathn) ¢6zumu gereklidir. Akim ve gerilimin Fou-
rier donisumleri alindi§inda ise ¢6ziim ¢ok kolaydir.

Bugun Fourier doniisimu uzerine yapilan calismalar,
fonksiyon ve donusumi arasinda 6zgurce hareket ede-
bilecek teknikleri elde etmeye yoneliktir. Fourier integra-
lini almak igin analitik yontemler kullanilabilir ve
doénlstiim bulunur. Herhangi birisi igin bu yontemler zo

olabilir, ancak pek ¢ok Fourier integrali bulunmus ve
basvuru tablolarinda listelenmistir. Donugtimle ilgili bazi
kuramlari 6grenmek ve uygulamak yoluyla karisik dalga
sekilleri daha basit elemanlara indirgenebilir.

"Bilgisayarlar ve programlar
gelistikce Fourier analizi icin yeni
yonetimler ortaya cikti ve hesaplar cok
kolaylasti. Yapilan bu calismalar
"Hizli Fourier Dontisiimii” diye bilinen
programin ortaya c¢ikmasint sagladi.

Deneysel Olcum degerleriden olusan fonksiyonlarin
veya Fourier integrali kolayca hesaplanamayan ve tab-
lolarda bulunmayan fonksiyonlarin Fourier déntstmi
sayisal teknikler kullanilarak bulunabilir. Elektronik bilgi-
sayarlar cilkmadan 6nce, sayisal hesaplar kagit ve ka-
lemle yapmak gercekten zor bir isti. Formlar ve tablolar
kullanarak bu zaman azaltilabilirdi ancak yine de berbat
bir isti.

Ne kadar aritmetik islem yapilacagi fonksiyonu gosteren
noktalarin sayisina baghdir. Toplama isleminin sayisi
nokta sayisina, carpma isleminin sayisi ise nokta
sayisinin karesine yakindir, érnegin 1,000 diizenli ara-
liklarla alinmis noktadan olusan bir dalganin analizi icin
yaklasik 1,000 toplama ve bir milyon carpma gerekir.

Bilgisayarlar ve programlar gelistikge Fourier analizi igin
yeni yontemler ortaya cikti ve hesaplar cok kolaylasti.
19651e IBM Thomas J. Watson Arastirma Merkezi'nden
James W. Cooley, Murray Hill'deki Bell Telephone Labo-
ratorieslen John W. Tukey bu tir bir program yazdilar.
Onlarin calismalar "Hizli Fourier Dénisimi™ diye bilinen
programin ortaya cikmasini sagladi.

Hizlh Fourier dénlisimi carpmalarin sayisini azaltarak
zamandan kazanir. Carpma sayisinin dnemi, carpma is-
leminin diger bilgisayar islemlerine (toplama, saklama,
vb.) gore daha fazla zaman almasmdandir.
380 - ELE_KT_Fji_K -l
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FOURIER VE HARTLEY DONUSUMLERI

Fourier ve Harlley donustimleri zamana bagl fonksiyonian, genUk ve evre bilgisi
tastyan fonksiyonlara gevirir. Asagidaki sekiller stirekli g(t) fonksiyonu 9e ke-
sikli g(T) fonksiyonuna aittir, burada t zamani, T ise her noktaya verilen sayiyi
gostermekledir.

KESIKSIZ FOMKSIYON
KIS 14 Fokdea “ON
SRR
[ -l

ZMMN(t) ZAMAN (T)

iki fonksiyon da sifirdan baslar, pozitif bir degere sigrar ve {istel olarak inige
gecer. Sirekli fonksiyon icin Fourier donistiminiin tanimi asagida verilen F(f)
integrali, kesildi fonksiyon igin ise F(v) toplamidir.
n-1
T g(t) (cos 2ITYT - i sin 2irvr)
r-0
Burada f frekansi, V frekansa bagli bir degeri, n toplam 6rnek sayisini ve i ise
A "in karekokdne esit sanal sayiyr gosterir. Integral gosterimi kuramsal yak-
lagimlara, sonlu toplam gosterimi ise bilgisayar uygulamalarina daha yatkindr.
Harttey donisimii ve kesikli Harlley doniisumiiniin tanimlan da soyledir.
@ n-1
H(f) - J g(f) (cos 2nft + sin 2rrft) dt H(v) LS £ g(r) (cos 2nvr + sin 2nvr)
-« n T-0
Fourier ve Hartley doniisiimlerinin -arasindaki tek bigimsel fark sinlis fonksiyo-
nunun Oniindeki -i faktorl olarak gértinse de esas olarak Fourier dontistiminin
gercek ve sanal kisimlarinin olmasi, iki dontistimii cok farkli kilar. Kesikli Fourier
ve kesikli Hartley donGstimleri strekli dontisumlerine karsilik gelen sekillere
benzer sekiller gikartir.

0o .
Hf) - / gtt) (cos Zirft - i sin 2irft) dt F(v) - -

V. GERCEK

/N W

FREKANS : FREKANS

FOURIER DONUISUM)

HARTLEY DONOSOMD

Sekiller farkh goérinmesine karsin Fourier ve Hartley donlislimlerinden gikarila-
cak genlik ve evre bilgisi asagida goruldigdi gibi aynidir.

GENLIK
EVRE

FREKANS FREKANS

Fourier genlidi gercek ve sanal kisimlarin kareleri toplaminin karekdkOdOr. Hart- '
ley genligi ise H(-v) ve H(v)Yiin karelerinin toplamini karekokOdOr. Fourier evre-
si, sanal kismin gergek kismina bolimiiniin tan"' i, alinarak Harlley evresi ise H
(=v)nin H(v)ye bélimiiniin tan''1ne 45° eklenerek bulunur.
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Hizhh Fourier donustimi, egri Gzerin-
de esit araliklarla cok sayida 6rnek
alir. Ornek sayisi yariya disiriilir-
se, egrinin analizi icin gereken carp-
ma sayisi da yariya diser. Ornegin,
16 drnekten olusan &gri icin 16'nin
karesi yani 256 carpma gerekecek-
tir. E§er egriyi iki tane 8 drnekten
olusan parcaya ayirirsak, her parca
icin 8'in karesi yani 64 carpma gere-
kecektir. iki parga igin toplam 128
carpma olacaktir ki bu da dnceki du-
rumun yarisina esittir.

EJer ornek serisini ikiye bolmek
islem sayisini azaltiyorsa neden
bélmeye devam etmeyelim? Ornek
serisini alt bolumlere ayirmaya
devam edersek 8 tane 2 noktadan
olusan ve bolinemeyen parcalar
elde ederiz. Bu iki noktadan olusan
parcalarin Fourier donusimi garp-
ma yapmadan hesaplanabilir, ancak
donidsimin tamamini hesaplarken
parcalari birlestirmek gerekir ve bu-
rada carpma islemi zorunludur.
Once sekiz tane iki-noktah
donisim, dort tane dort-noktali
donistime, sonra iki tane sekiz-
noktali donlisime ve sonunda iste-
nen 16-noktali dénlsiime cevrilir.
Her birlesme sirasindal6 c¢arpma
gerekir ve bu ¢ birlesme icin top-
lam 48 carpma eder. Bu da 256'lik
06zgln degerin 3/16'sina egittir.

islem sayisini diisiirmek igin izlenen

-bu ydntemin disincesi Cooley ve

Tukey'den ¢ok Oncelere, gokbilimci
Cart Frtedrich Gauss'a kadar uzanir.
Gauss kiiclik gezegenlerin ve kuy-
ruklu yildizlarin yériingesini az sayi-
da g6zlemle hesaplamak istiyordu.
Cozimi bulduktan sonra, hesap-
larin karmasikligini azaltmak™ icin
hizli Fourier donlisiimindeki ilkelere
cok benzeyen yontemler kullandi.
1805"teki yayininda soyle yazmisti:
"Kullanici deneyim kazandikca bu
yontemin mekanik hesaplamalari
cok azalttigini gorecektir.” Gokyuzi
hareketlerine yonelik arastirmalar,
sadece yuksek matematigi ve hare-
ketin U¢ kuralini ortaya koymakla
kalmamig, modern bir hesaplama
yontemine de kaynak olusturmus-
tur.

Egitimlerinin baslarinda karmasik



S«kll 4: FOUIER ANAUZI X-igini kirinim sekiterini mohkOhr modellere déniistiiriir. X-1sinlari viriisteki elektronlan sacarak film

lizerinde sekMler olusturur. Bu sekiSer viriisiin molekiler yapisinin Fourier doniigiimiiniin bir kismini gésterir. Eger déniisiim iglemi
tersine yapilirsa elektron dagilimi ve sonucta atom dagilimi bulanabilir. Bu dagihmlardan viriisiin modelleri yapilabilir. Burada farkli

renkler farkli proteinleri gosterir.

cebirle tanisan muhendis ve fizikgiler sinlislerin gosteri-
minde rahat ederler. Fourier donusimuni karmasik bir
fonksiyon olarak gostermek, bize karmasik sayiy! olus-
turan sinlslerin gercek fonksiyonlar oldugunu unuttura-
bilir. Bu diisiince aligkanhgi, 1942'de Ralph V. L Hartley
tarafindan tasarlanan déniisiimiin éneminin anlagimasini
engellemis ve kabul gérmesini geciktirmistir.

Hartley, Western Electric Company'da calisirken transat-
lantik radyo telefonlari icin gereken radyo alicilarinin
erken gelisimine dnderlik etmis ve Hartley salingacini
(oscillator) bulmustur. 1. Diinya Savasi sirasinda Hartley
dinleyicinin kulak ve beyindeki mekanizmalar kullanarak
sesin gelis yoninu nasil algilandigini arastirmigtir. Sa-
vastan sonra Bell Laboratorieste calisirken, bilisim tek-
nolojisindeki 6nemli bir kurali ilk ortaya koyan kisi olmus-
tur. Bu kurala gore, bir sistemin gdénderecedi bilgi miktari,
sistemin gonderme frekans bant genisligiyle génderme
zamaninin ¢arpimina dogru orantihdir. 1929'da Hartley,
hastaligi nedeniyle yonetimindeki gruptan ayrnimak zo-
runda kald.

Saghgr diizelince, kendini kuramsal calismalara adadi ve
bu galismalar "Hartley Déntsumi’nl ortaya gikardi.

Hartley dontsumu eldeki bir fonksiyonu sinlsler cinsin-
den analiz etmek igin bir alternatiftir. Fourier donustimin-
den ayrilir. Fourier donusimu gergek ve karmagsik sayilari
ve sinuslerin karmasik toplamini icerirken, Hartley
donustimu yalnizca gergek sayilari ve sinuslerin gergek
toplamini igerir.

1984 yilinda bu makalenin yazari, hizli Hartley donusimi
icin bir algoritma gelistirmistir. Hizli Hartley dontsumd ile
hizli Fourier donusiminun hesaplama zamani arasindaki
fark, kullanilan bilgisayara, programlama diline ve tjpirte-
baglidir. EGer bu unsurlar sabit tutulursa, hizli Hartley
dénusimunt hesaplayan programlar hizli Fourier

donusumini hesaplayan programlara gére daha hizh
calisirlar.

ik dnceleri, Hartley doénudsumunin, Fourier dontsimuy-
le ayni bilgiyi tasidigi pek acik degildi. Bu nedenle, Hart-
ley donuslimini hesaplamak igin yazilan programlarda,
bunu aliskin oldugumuz Fourier dénisimine cevirmek
icin fazladan bir islem yapiliyordu. Ancak bir siire sonra,
bu konuda galisanlar, Hartley dénisuminden genlik ve
evre bilgisinin dogrudan hesaplanabilecegini gordiler.
Ayrica iki donusimden her birinin her frekansta genlik
ve evre igin iki bilgi tasidigr aciklik kazandi.

Fourier donusuminin Ustin bir yani fiziksel olgularin
gOsterilmesinde daha uygun olmasidir. Pek cok durum,
drnegin basit bir sistemin titresime gosterdigi tepki, si-
nuzoidal fonksiyonlarin karmasik toplami seklinde
gOsterilebilir. Bu nedenle, Fourier donusiminun doganin
davraniglarin gdstermek icin daha uygun oldugu soyle-
nebilir.

Aslinda bu cikarim dogadan degil, bizim matematiksel
egitimimizden kaynaklanmaktadir. Her seyden 6nce 0lc-
tugimuz fiziksel nesnelerin hig birisi karmasik say degil
gergek sayidir.

'Fourier doniisiimii ayrica
plazma fiziginde, yari iletken fiziginde,
mikrodalga akustiginde
nibbi gortintiileme sistemlerinde,
denizbilimde (oceanography),
sismografide onemli yer tutar. ,,
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Hizh Hartley donusiimiintin ortaya ¢ikmasi bazi hizlh Fou-
rier donisumi uygulamalarini ortadan kaldirmistir. Buna
ornek olarak sayisal kaydedilmis muzikteki guriltiyu te-
mizlemeyi verebiliriz. Burada iki program kullaniimak-
tadir. Birincisi gercek fonksiyonlari karmasik Fourier
tanim kimesine (domain) dénusturdr, digeri ise Fourier
tanim kimesindeki fonksiyonlari gercek fonksiyonlara
cevirir. Sayisal kayith muzikteki yliksek frekansh gurdlti
birinci program kullanilarak bulunan dénisimu suzerek
temizlenir. Daha sonra ikinci program bu slzulmis
donuslimu temiz muzik isaretine gevirir. Bu iki program
ayr ayri hizlh Hartley dénusimine yakin hizlarda calissa-
lar bile, tek basina bir Hartley programi hem gercek fonk-
siyonun dondsumind alir, hem de slizilmeden sonra
doénisimi gercek fonksiyona geri cevirir. Sonucta iki
program icin bos yere bilgisayar bellegi kullaniimamis
olur.

Genelleme yaparsak, Fourier ve Hartley doniistimleri dii-
zensiz de@isim godsteren durumlarla ilgilenen butin alan-
larda kullanilabilir. Bu nedenle uygulama alani gok genis-
tir.

Biyolojide bircok uygulamasi vardir. Aslinda DNA'nin ikili
sarmal sekli X-isini kinmim (diffraction) tekniklerini ve
Fourier analizini kullanarak 1962'de bulunmustur. Bir X-
isint demeti DNA liflerinin kristaline odaklanir ve DNA mo-
lekilleri tarafindan kirman X-iginlar filme kaydedilir. Bu
kinnim yapisi, kristal yapinin Fourier déniisiiminiin genlik
bilgisini tasir. Fotograflarda olmayan evre bilgisi ise,
DNA'nin yarattigi. yapisiyla benzeri kimyasal maddelerin
yarattigi kinnma yapisini karsilastirarak elde edilir. Biyo-
loglar Fourier dénusiimiindeki X-isini siddeti ve evre bilgi-
sinden yararlanarak kristal yapiyi, yani 6zgin fonksiyo-
nu elde ettiler. Son yillarda X-igini kinnimi calismalarryla
ters Fourier analizi (Reverse Fourier Analysis) pek g¢ok
biyolojik molekulin yapisini ve virls gibi daha karisik
yapilar agiklamak igin kullaniimaktadir.

(The National Aeronautics and Space Administration)
Ulusal Havacilik ve Uzay idaresi kurumu gokyuzu cisim-
lerini gOruntileyen uzayda cekilmis resimlerin ayrintilarini
netlestirmek ve kalitesini artirmak icin Fourier analizini
kullanmaktadir. Gezici sondalar (planetary probes)ve
dunya etrafinda yériingelenmis uydular diinyaya gorunti
bilgisini radyo vurumlarnyla (impulse) gonderirler.

Bilgisayar bu vurumlarin Fourier tekniklerini kullanarak
doénusimund alir. Daha sonra bilgisayar her dontisumuni
bazi elemanlarini ayarlayarak resmin kimi 6zelliklerini 6n
plana ¢ikarr, digerlerini atar. Bu islem muzikten guralti-
nin atiimasina benzemektedir. Sonunda islenmis
déniisum terimlerinden gorintu tekrar elde edilir. Bu is-
lemle odaklama keskinlestirilebilir, sertlik (contrast)
ayarlanabilir ve fondaki bulaniklik giderilebilir.

Fourier donusum ayrica plazma fiziginde, yari iletken fi-
ziginde, mikrodalga akustiginde tibbi gorintileme sis-
temlerinde, denizbilimde (oceanography), sismografide
onemli yer tutar. Kimyadaki 6nemli uygulamalarindan biri-
si de Fourier donisum sepektrometresinin kimyasal ana-
1—| S 380 - ELEKTRIK
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lizdeki kullanimidir.

Benim yaptigim iki boyutlu gorintileme calismalarinda
Fourier analizinin degeri kanitlanmistir. 1956'da ise,
dilim projeksiyonu (projection slice) kuramina takildim
ve bu durum daha sonra serit (strip) integrallerinden
go6runtuyu tekrar olusturma olayina, yani bugin "tomog-
rafik géruntileme™ diye bilinen olaya yol agmistir. Daha
sonra degistirilmis geri projeksiyon (modified back pro-
jection) algoritmasiyla ugrastim. Bugiin bu algoritma bil-
gisayar destekli X 1sini tomografisinde (CAT) kullani-
Imaktadir.

Ayrica, radyo astronomiden elde edilen verilerle tekrar
go6rintl olusturmakla ilgilendim. Ginesin yilizeyinde
olusan radyo dalgalarinin kaynaklarini tam olarak
gOstermek istedim. Bu amagla dénusim yéntemlerini ta-
ramali (scanning) teleskobun tasariminda kullandim ve
bu aygitin yardimiyla 11 yil boyunca giinesin giinlik mik-
rodalga sicaklik haritasini gikardim. Bu yontemler g6ziin
ayrimsama giicinden daha keskin demete sahip ilk an-
teni ortaya gikarmis ve genel anten teknolojisindeki ye-
rini almistir. NASA glines haritalarini ay astronotlarinin

) guvenligi acisindan kullanmaktadir.

Bunlarin yanisira Hartley danSUmUnU kullandigim bazi
calismalar da yaptim. Son zamanlarda meslektasim
John D. Villasenor ile birlikte Hartley déntsimund bulan
optik bir yontem tanimladim. Bu yontemle Fourier genlik
ve evre bilgisi bir gercek degerli gorintuye kodlanabil-
mektedir. Ayrica birlikte mikrodalga kullanarak Hartley
doénisimini alan bir aygrit gelistirdik. Su siralarda ise
gunes fizigi Uzerine yayinlar hazirhyorum. Bu yayinlar-
da, donusim teknikleri kullanarak glines lekesi sayim-
lanyla ilgili verilerin analizi ve yerylzi katmanlarinin
kalinhgiyla ilgili analiz yer almaktadir.

Fourier ve ilgili analitik tekniklerin genis kullanimi,
1867'de Lord Kelvin'in sdylediklerini bugiin icin de
gecerli kilmaktadir: "Fourier kurami modern analizin en
glzel sonuclarindan biri olmakla kalmayip, ayni zaman-
da modern fizikteki pek cok bilinmeyene yaklasimda
vazgegilemez bir arag olmustur”.




GORUNTU ISLEME VE,
2 - BOYUTLU FOURIER DONUSUMU
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(a) Jean Baptiste Joseph Fourier'in Resmi

(b) (a)'daki resmin 2-boyutlu Fourier doniisi-
minin blyklugu

(c) (a)'daki resmin 2-boyutlu Fourier dénusu-
munun evresi

(d) 2-boyutlu Fourier donisimunin biyuklt-

~Qu (b)'deki gibi olan ve evresi sifira esit olan
resim.

(e) 2-boyutlu Fourier donustiminin evresi
(c)'deki gibi olan ve biylklugu 1 e esit olan
resim.

(f) 2-boyutlu Fourier dontstiminin evresi
(c)'deki gibi olan ve buylklugu (g)'deki
resmin 2-boyutlu Fourier déntstiminin
buyuklugine esit olan resim.

(g) Herhangi biryeldegirmeni resmi!

Kaynak: A.V. Oppenheim, AS. Willsky. I. T. Young 'Signals and
Systems”, Prentice - Hail, 1983
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