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Ozet

Bildiri, iizerinde en ¢ok ¢alisilan gen agi olan lak operonun
cift-kararly davranmiginin model parametrelerine bagl olarak
incelenmesine iliskin kuramsal bir ¢alismanin sonuglarin
sunmaktadir. Calismada, ele alinan basit matematiksel model
icin durum degiskenlerinin simirliigi gosterilmis, ¢oklu denge
noktalarimin  dolayisiyla ¢ift kararli davranisin  varligini
saglayan parametre degerleri  belirlenmis ve denge
noktalarimin  yerel kararliik analizi  yapunustir.  Durum
denklemleri bigciminde verilen model, enzim kinetigine dayali
olarak Hill ve Michealis-Menten yaklasimlar ile olusturulan
rasyonel sag yanli adi diferansiyel denklemlerle tamimlidir.
Coklu denge noktalarimin var oldugu parametre bolgesi
diskriminanta dayali cebrik bir yolla belirlenmigstir. Sunulan
analiz yontemi, sag yani rasyonel olan durum denklemleriyle
verilen diger gen diizenleyici ve metabolik aglarin parametrik
olarak incelenmesi icin de uygulanabilir.

Abstract

This paper presents the results of a theoretical study on the
analysis of bi-stable behavior of the most studied gene
regulatory network “lac operon” in terms of the model
parameters. In the study, the boundedness of the state
variables for the considered model are demonstrated, the
parameter values providing the existence of the multiple
equilibria thus the bi-stable behavior are determined and the
local stability analysis of the equilibria is performed. The
model given in the state equation form is defined by the
ordinary differential equations with the rational right hand
sides  constituted within Hill and Michealis-Menten
approaches based on enzyme kinetics. The parameter region
vielding the existence of multiple equilibria is determined by
an algebraic way based on discriminant. The presented
method can also be applied to the parametric studies of the
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other gene regulatory and metabolic networks given by the
state equations with the rational right hand sides.

1. Giris

Lak operon, koli basilinin (Escherichia Coli) glikoz
yoklugunda besin olarak laktozu kullanmasini saglayan
enzimlerin sentezlendigi DNA bolgesidir. Lak operon, ikisi
laktozun hiicre icine tasmip allo-laktoza doniistiiriilerek
metabolize edilmesinde gorevli {i¢ yapisal gen icermektedir.
LacY, LacZ ve LacA sirasiyla laktozun hiicre i¢ine taginmasini
saglayan permeaz, laktozu allo-laktoza doniistiren [3-
galaktozidaz ve seker metaboliz-masinda gorevli transasetilaz
enzimini tretmektedir. Baskilayic1 (represor) proteini
sentezleyen Lacl geni lak operonun acilip kapanmasini kontrol
etmektedir. Ortamda glikoz bulundugu zaman represor protein
lak operonun promotor (baslatic1) bolgesine tutunarak ilgili
gen iriinlerinin sentezlenmesini engeller.

Hiicrede bazal metabolizma nedeniyle cok az miktarda
permeaz ve B-galaktozidaz bulunmaktadir. Bazal diizeydeki iki
enzim, laktozun oldugu ama glikozun bulunmadigi ortamda
laktozun hiicre icine alinarak allo-laktoza doniistiiriilmesini
saglar. Hiicre icindeki allo-laktoz, represor protein ile
kimyasal tepkimeye girerek proteinin yapisini degistirir. Bu
yapisal farklilik represor proteinin promotor bolgesine
tutunmasini engeller. Boylece RNA polimeraz, lak operon
bolgesindeki ii¢ genden mRNA transkripsiyonuna baglar. Lak
operonun igerdigi pozitif geri besleme sayesinde iiretilen gen
tirtinlerindeki artig, hiicre icindeki allo-laktoz diizeyini artirir.
Artan allo-laktoz diizeyi, baskilayici proteini daha ¢ok
engelleyerek enzim sentezlenmesini destekler.

Lak  operonun kontrolii iki farkli  mekanizmayla
gerceklestirilmektedir.  Katabolit  baskilama  (catabolite
repression) olarak isimlendirilen birinci kontrol mekanizmasi,
glikozun cAMP yoluyla mRNA iiretimini engellemesine
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dayanir. cAMP miktar1 hiicre i¢i glikoz miktariyla ters orantili
olarak degisir. cAMP molekiili, cAMP almag (reseptor)
proteini (CRP) ile CAP kompleksini olusturur. CAP
kompleksi promotor bolgesine tutunarak mRNA iiretimini
artirr. Glikozun varligi cAMP miktarini azalttigi icin mRNA
tiretimini de azaltir. Glikozun hiicre disindaki laktozun iceri
alinmasini engelleme siireciyse uyarict digarlamas: (inducer
exclusion) olarak tanimlanan ikinci kontrol mekanizmasidir.

Deneysel calismalarda, genellikle, allo-laktoz ile kimyasal
benzerlik  gosteren TMG  yapay  uyarict  olarak
kullanilmaktadir. Yapay bir bilesik olan TMG, allo-laktozdan
farkli olarak glikoza doniistiiriilemez ve enerji mekanizmasina
girmez. TMG’nin uyarict olarak kullanildigi bu caligmalar,
glikoliz asamasi icermedigi icin lak operon enzimlerinin
islevlerini incelemede daha uygun kosullar saglarlar.

Biyolojik sistemlerin matematiksel modellerinin olusturulmasi
ve miihendislik yontemleri ile incelenmesi yoniindeki
calismalar 1950’li yillardan beri hizla artmaktadir [1]. Lak
operon ile ilgili ilk teorik ve deneysel calismalar Jacob ve
Monod tarafindan  yapilmustir. Bu caligmalarda gen
diizenlemesi enzim iiretiminin kontrolinii biyolojik bir
anahtar mekanizmasi ile agiklamaktadir. Jacob ve Monod’un
calismalan lak operon iizerinde bircok modelleme ve analiz
calismasina yol acmustir [2]-[4]. Lak operonun davranisi
bilimsel yazinda genellikle enzim kinetiginden tiiretilen adi
diferansiyel denklemlerle modellenmektedir [3]-[5]. Bunun
disinda gecikmeli adi diferansiyel denklem sistemleri ve
stokastik modeller de bilimsel yazinda yer almaktadir [7] .

Deterministik matematiksel modellerde reaksiyon hizlar
molekiil konsantrasyonlarinin zamana gore tiirevi olarak

tanimlanmaktadir. Enzim kinetiklerini modellemek icin
Michealis-Menten ~ ve/veya  Hill  gibi  yaklagimlar
kullanildiginda  lak  operonu  tanimlayan diferansiyel

denklemler molekiil konsantrasyonlarinin dogrusal olmayan
ve rasyonel fonksiyonlar: olarak elde edilmektedir [3]-[5].
Diisitk molekiil konsantrasyonlar1 igin olusturulan stokastik
modellerde reaksiyon hizlari, molekiil sayilart cinsinden rassal
degiskenler olarak veya diferansiyel denklemlere giiriiltii
terimleri eklenerek tanimlanmaktadir [7]. Stokastik modeller,
uyartlmis ve uyartlmamis durumlar arasinda anlik gecislerin
modellenmesi agisindan uygun olmalarina karsin yogun hesap
gerektirdiginden sik¢a kullanilmamaktadir.

Bu bildiride sunulan caligmanin amaci, lak operon
modellerinde ¢oziimlerinin sinirliligini, ¢ift-kararlilik icin
gerekli olan ¢oklu denge noktalarinin hangi durumlarda ortaya
ciktigini ve denge noktalarinin  Lyapunov anlaminda
kararliligini, basit fakat sistem dinamiklerini agiklamak icin
yeterli bir model iizerinde incelemektir. Inceleme sonuglari,
lak operonun deneysel olarak c¢ok iyi bilinen c¢ift-kararl
dinamiklerinin hangi parametre degerlerinde gergeklestigini
kuramsal olarak agiklamasi agisindan bilimsel yazina katki
olusturmaktadir.

2. Matematiksel Lak Operon Modeli

Bildiride ele alinan model, uyarici olarak allo-laktoz ile benzer
ozellikler gosteren ama yapay bir bilesik olan TMG igin
gecerlidir. Model, mRNA, permeaz ve hiicre ici TMG
konsantrasyonlarint  durum  degiskeni alarak zamanla
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degisimlerini agiklayan iic adi diferansiyel denklem ile
tamimlidir. Verilen model: i) hiicre dis1 glikozun katabolit
baskilama ve uyarici disarlama etkilerini, ii) mRNA’nin TMG
etkisi ile transkripsiyonunu, iii) permeaz {retimini, iv)
permeaz ile TMG’nin hiicre i¢ine tasinmasimi ve v) TMG,
mRNA ve permeazin bozulmasini icermektedir. Modelde lak
operon mekanizmas: igin transkripsiyon ve translasyon
islemlerinde gecikme olmadigr kabul edilmistir. Yapilan
analizlerde de goriilecegi tizere, model lak operonun cift-
kararl1 histerezis davranigini etkin olarak agiklamaktadir.

Model, durum degiskenleri mRNA, permeaz ve hiicre igi
TMG konsantrasyonlarinin tepkime hizlarim birinci derece
diferansiyel denklemlerle vermektedir:

M

=@ fus (DGO =7, M ()
1
ar_ a,M -y, P (@)
dt
dT
=Gl @0 f 6 GOP=yT 3)

Burada M , P ve T durum degiskenleri, sirasiyla, mRNA,
permeaz ve hiicre ici TMG konsantrasyonunu belirtmektedir.
Model girigleri olanT, ve G, swrasiyla hiicre dist TMG ve

glikoz konsantrasyonlaridir. i e {M, P,7} olmak iizere, her bir

durum degiskeni icin }, bozunma sabitini, ¢, ise iretim

sabitini ifade etmektedir. };, hiicre igindeki aktif bozunmayi
ve hiicre biiyiimesinden kaynaklanan konsantrasyondaki
seyrelmeyi kapsamaktadir. f), .. (T') ve f, ; (Ge), sirasiyla,

mRNA iiretimi {izerine hiicre i¢ci TMG’nin pozitif ve hiicre
dis1 glikozun negatif etkilerini gostermektedir. Benzer olarak

Sy 7. (Te) ve f, . (Ge), TMG’nin hiicre igine tasinmasinda
hiicre dist TMG’nin pozitif ve hiicre dis1 glikozun negatif
etkilerini ifade eder. Burada f), ;. (Ge) ve f; ; (Ge) hiicre

dis1 glikozun azalan fonksiyonlar1 olup sirayla katabolit
baskilama ve uyarici disarlama etkileridir.

Modelde, (1) denklemi mRNA konsantrasyonundaki degisimi;
hiicre dis1 glikozun katabolit baskilama etkisi altinda hiicre igi
TMG konsantrasyonunun iiretilmesi ile toplam bozunma
arasindaki fark olarak tanimlamaktadir. Denklem (2), permeaz
konsantrasyonundaki degisimi, sentezlenen permeaz ile
permeazdaki bozunmanin farki olarak gosterir. Benzer
bi¢imde, (3) denklemi hiicre i¢i TMG konsantrasyonundaki
degisimi, uyarict disarlamasinin olusturdugu azaltma etkisi
altinda hiicre dist TMG’nin hiicre icine tasinmasindan
kaynaklanan artig terimi ile toplam bozunma arasindaki fark
olarak ac¢iklamaktadir.

Allo-laktoz durumundakine benzer olarak TMG etkisi altinda
allosterik tepkime ile iiretildigi kabul edilen mRNA’ya ait

tiretim fonksiyonu, f, . (T), uyarlanmis Hill fonksiyonu ile
denklem (4)’de verilmektedir [6].
_1+K T

= - @)
K+KT

Jur @)
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Burada, n baskilayici proteini etkisiz hale getirmek icin
gereken TMG molekiilii sayisini, K, parametresi TMG ile

baskilayict protein arasindaki etkilesimin denge sabitini,
1/K parametresi koli basilindeki bazal mRNA diizeyini
gostermektedir. Baskilayici proteinin baskilanabilmesi igin en
az iki TMG molekiili gerektigi deneysel calismalarda
gosterildiginden ve basitlik i¢in n = 2 olarak alinmustir.

Hiicre dist TMG’nin hiicre icine taginmasi Michealis-Menten
kinetigi kullanilarak asagidaki gibi modellenmektedir.

Jrre(Te) =——— Q)
o Ky, +Te
sabitidir. Hiicre dis1 glikoz

Burada, K, Michealis

konsantrasyonunun azalan fonksiyonu olarak tanimlanan
katabolit baskilama ve uyarici digarlama etkileri asagidaki
denklemlerdeki gibi alinmigtir.

m
K, ..t Ge

Fuc.(Go) = ©
M ,Ge,2 + KM.G(*JGe
Ge
fT,Ge (Ge)=1- ﬁT.Ge @
K¢+ Ge
Yukarida, KM_G&l R KM'GF'2 R KM'GF'3 ve m Xkatabolit

baskilama parametrelerini, ,BT_GP ile KT.Ge ise uyarici

disarlama parametrelerini belirtmektedir.

3. Coziimlerin Smirhihgi, Coklu Denge
Noktalarimin Varhgi ve Yerel Karalihik Analizi

Daha once gelistirilen modeller [2]-[5] lak operonun deneysel
calismalarda gozlemlenen cift-kararlt davranigini
dogrulamaktadir. Bir sistem icin cift-kararli dinamik, olasi
kararsiz bir denge noktasindan baslamamak sartiyla baslangi¢
noktalarina bagli olarak sistemin tiim yoriingelerinin herhangi
birinde sonlandig iki kararli denge noktasinin varligr ile
tanimlanir. Bolim 3, (1)-(3) ile verilen modelin sinirh
dinamikleri oldugunu, belirli parametre degerlerinde c¢oklu
denge noktalarinin ortaya ¢iktigini ve denge noktalarinin yerel
kararliligi i¢in gerekli kosullart icermektedir.

3.1. Coziimlerin Simrhhg:

(1)-(3)’deki, kayip terimleri dogrusaldir. Dolayisiyla, dogrusal
olmayan tiretim terimleri giris olarak alindiginda, durum
degiskenlerinin ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilebilir:

M@ny=e ™M@

T, ®
+ j e " Vo, f, (T@)f, ;(Ge)dT
Py =e """ P )+ j e g M (n)dT ©)
T(t)=e"""T(@,)
10)

+[ e P f, L (Te) S, (Ge)P(@)dT

(4) ve (6) verilen mRNA iiretim fonksiyonu ve glikozun
katabolit baskilama etkisi tistten sinirl fonksiyonlardir.
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2
| £y (D] = AT 1 ks iin (11
K . -
| s e (G Nl m|s Do (12)
' |KM.Ge.2+KM,Gf,3Ge | Ky Ge2

Deneysel c¢alismalardan K >1 oldugu bilinmektedir. Bu
durumda mRNA konsantrasyonu igin bir iist sinir asagidaki
gibi elde edilebilir:

|M )| < e”‘”"”“M(xﬂH(l—M—K‘”"“"’l [l—e’”’ “"“] (13)

M M .Ge,2

Permeaz konsantrasyonu i¢in de asagidaki iist sinir bulunur:

|P([)| < e‘?’p(!—ln)P(tu)+ﬂ|M([)||:1_e_7P(f—fn):| (14)

P

Sy 7. (Te) ve fT!Ge (Ge) igin (15)-(16)’da verilen sinirlarla,

T
|y o (T0)| = |——] <1 (15)
’ K, +Te
Ge
|7 . (GO = |- By g, ————| <1 (16)
' r.ce tGe

hiicre ici TMG konsantrasyonu igin (17)’deki {ist smir
tiiretilebilir.

IT@)] =7 1)+ 2| o[- 7] an
7
Denklem (13), (14) ve (17)’de M (t), P(t) ve T(t) durum
degiskenlerinin sinirliligini gostermektedir. (18)-(20)’deki iist
stnirlarin  limit  degerlerinden goriildiigi  gibi (1)-(3) ile
tanimlanan model gergekten “Sonunda Diizgiin Sinirhidir” [8].
o, K

lim M (r)] < el (18)
o }/MKM,Ge,Z

a,a, K
lim|P(r)] < ———=*= (19)
e }/P ;/M KM,Ge,Z

a.a,a, K
im|T(r)] < ———1%= (20)
1= yT ?/P 7/M KM ,Ge,2

(12), (15)-(16)’da verilen fonksiyonlar lak operon girislerinin
(hiicre dis1 glikoz ve TMG) siirekli fonksiyonlari oldugu igin
¢oziimlere {ist sinir olustururlar. Bu nedenle, (1)-(3) ile verilen
model “Sinirli Giris Sinirli Durum” kararhdir [8].

3.2. Coklu Koklerin Varhg ve Diskriminant Analizi

Bu bolimde modelin parametrelerine bagli olarak denge
noktalarinin ~ sayist  incelenmistir.  Durum  degiskenleri
M , P veT ’yi sabit kabul edip M ve P konsantrasyonlarina
ait denklemleri eleyerek T igin denge denklemi asagidaki
sekilde elde edilir.

1+KT°
(T)-T=p—1"
P fur (D) PR K T
Burada, p model parametrelerine bagli olarak denklem
(22)’deki gibi tanimlanur.

L 4
N i it fT,Te (Te)fT,Ge (Ge)fM,Ge (Ge)
Yr v

P M

o @n

(22)
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Sekil 1’de goriildiigi gibi mRNA iiretim fonksiyonu, Kl
parametresinden bagimsiz olarak 1/ K degerinden baslar ve
I’e /K>0 ve f, (1)

fonksiyonunun siirekli ve doymali olma dzelligi pf, .. (T) 'nin

asimptotik  olarak gider.

(21)’de ikinci terimle verilen 1 egimli 7 dogrusunu
kesecegini gosterir. Bu bulgu, en az bir denge noktasinin
varh@ini kamtlar. Ayrica, K >1 her zaman saglandigindan
(23)’de verilen tiirev pozitif olur, dolayisiyla Fur@ ’nin

monoton artan bir fonksiyon oldugu goriiliir.

(23)

d d | 1+KT? | 2KT(K-1)
- fM'T (T) = > (= 3
dT dT | K+KT (K+K1T2)

Fakat pf, . (T) nin tirevi monoton bir fonksiyon degildir,
cok kiiciik ve ¢ok biiyiikk 1 degerleri icin birden kiiciik
olurken ara degerler icin birden bilyiiktiir. p parametresinin

degerine bagli olarak denklem (21)’in birinci ve ikinci
terimleri Sekil 1°den goriildiigii tizere modelin denge
noktalarina karsilik gelen ii¢ farkli noktada kesismektedir.

p:fur(T)
p:fur(T)

pafur(T)

p:>p: > ps

7
Sekil 1: Coklu denge noktalarinin geometrik incelemesi

Yukaridaki grafik inceleme, cift-kararli caligma bigiminin
gozlemlenmesi igin ikisi kararli ti¢ denge noktasinin
gerekliligini gosterir. Coklu denge noktasinin varligini
saglayan parametre degerlerinin araligini belirlemek icin
asagidaki  cebirsel analiz  kullanilabilir. ~ Polinomsal
denklemlerin koklerinin parametrik olarak belirlenmesi igin
gelistirilen yontemlerin kullanilmasina izin vermek i¢in denge
denklemi (21) agagidaki polinomsal formda diizenlenebilir.

KT - pKT>+KT-p=0 4)
Parametre degerlerinden bagimsiz olarak en az bir denge
noktasinin varligini gosteren (24)’tin, her zaman bir gergel
kokii vardir. Diger iki kok bir karmasik eslenik ¢ift veya iki
gergel kok olarak ortaya gikabilir. Ug gercel kok varken iig
farklt durum olabilir: Ug kath bir kok, biri iki katl iki farkl
kok ve birbirinden farkli ii¢ kok. Cift-kararli davranis,
(24)’teki polinomsal ifadenin ii¢ farkli gercel kokii oldugu
zaman gerceklesir. Uc gercel kokiin varhgmi saglayan
parametre deger araligini belirlemek icin karmasik koklerin
gercel koklere doniistiigii parametre degerleri belirlenebilir.
Parametre uzayindaki bu donme noktalar1 katli kok
kosullarindan asagida verilen bigimde bulunabilir.

Bilimsel yazinda yer alan farkli lak operon modellerine [3],
[5] uygulandigr gibi, (24)’deki polinomsal denklemin ti¢ kath
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bir kokiiniin olmast igin denklemin, birinci ve ikinci tiirevinin
ayn1 noktada (kokte) sifira esit olmas: gerekir.

KT’ - pKT*+KT-p=0 (25)
3K T -2pK,T+K =0 (26)
6K T—-2pK, =0 27

(25)-(27), K =9 ve K, =27/ p*degerleri i¢in T = p/3’te
ii¢ katl cakisik bir kok oldugunu gosterir. Cesitli lak operon
modellerine  [3]-[5], ¢ift-kararlh ¢aligma bigimi i¢in
K >9 kosulu elde edilmistir. (25)-(27)’den anlasildigi gibi
K =9 degeri, K
K, =27/ p2 kosulunu sagladigt durumlarda, cift-kararlt

sadece ve p parametrelerinin

1

bolgenin K parametresi igin alt sinirinin 9 oldugunu belirtir.
Bu calismada yapilan diskriminant analiziyle de goriilecegi
gibi, K, =27/ p2 kosulu saglanmadiginda K >9 ’dan farkli
cift-kararlilik araliklar1 bulunmaktadir. Bu durumlarda c¢ift-
kararlilik bolgesinin sinirlari, biri ¢ift katli olmak iizere iki
gercel kok oldugu kabul edilerek belirlenebilir. Bunun icin
polinomsal denklem (24)’tin diskriminant1 asagidaki sekilde
hesaplanir:

A=-4K'p'+(18K’K 27K +K’K)p' —4K,K* (28)
Bir polinomun diskriminanti, kokler arasindaki uzakliklarin

karelerinin ¢arpimu oldugundan A ¢ift ya da ii¢ kath bir kok
varken sifir olur. Diskriminant pozitif oldugunda (24)’teki
denge denkleminin ti¢ farkli gergel kokii vardir. Bir parametre
iizerindeki kosullart elde etmek icin diger iki parametre sabit

alimp, A =0 denklemi bu parametre igin ¢oziilebilir.
p arahgm belirlemek icin A =0 denklemini saglayan p
degerleri asagidaki gibi hesaplanabilir:

at \/; (29)
Pip=
\j 8K,
__ faxh (30)
P3a =747
8K,
Yukaridaki denklemlerde
a2 K*+18K -27 (31
b2 K*—28K’+270K* —972K +729 (32)

olarak tanimlidir. A >0 oldugu p arahfim belirlemek icin
oncelikle A = 0 yapan gergel p kokleri bulunabilir. (33)’deki

esitsizlik saglanmadigt durumlarda, A =0 igin dort karmagik
kok elde edilir. Bu durumda, biyolojik parametre K, ’in

pozitifliginden  dolayr, en  biiyiik dereceli terimi
—4K 13 olan A *yi pozitif yapacak higbir p degeri yoktur.
K4—28K3+270K2—972K+729:(K—1)(K—9)320 (33)

Boylece, 1< K <9 araligindaki K degerlerinin cift-kararlilig1
vermedigi goriilmektedir. Diger yandan, (31)-(32)’den elde
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edilen (34) bagintis1 a 'nin \/l; "den genlik¢e daha biiyiik
oldugunu gosterir.

(K* 418K -27)° — (K = 28K + 270K" ~ 972K +729) = 64K (34)

(29) ve (30)’da verilen koklerin karmasik olmamasi ve
A >0 olabilmesi igin a>0 bir gerek kosuldur.
0< K <1araligindaki K degerleri i¢in a < 0 oldugu ve (29)-
(30)’daki tiim koklerin sadece K >9 kosulunda gergel oldugu
gozlemlenebilir.  Gergel p,, p,, pive p, durumunda, [ P Pz]

ve [p,,p,] araliklarindaki p degerleri icin A >0 ’dir.
Modelde p parametresi pozitif (biyolojik) sabitlerin garpimi
oldugundan negatif p degerleri igeren [ Pss p4] aralig1 gecerli
bir parametre aralify degildir. Boylece, p, K ve K, parametre

uzayindaki cift-kararlilik bolgesi (35)’deki gibi belirlenebilir.

K>9, p<p<p, ve K >0 (35)

3.3. Yerel Kararhlik Analizi

Denklem (1)-(3)’te verilen modelin yerel kararlilik analizi
Jakobyen matrisinin 6z degerlerinin konumu belirlenerek
yapilabilir [8]. Tslemleri kolaylagtirmak icin (1)-(3)’teki durum
denklemleri asagidaki bicime doniistiiriilebilir:

vy "
1 aM _ay . ot
Yy dt Yy Fur M fy 6.(Ge)

M 37
Yp dt Y

1 dT oy -
e T, CGOPT

2 Jrr.(Te) fr g.(Ge)

Bu doniisiimle, Jakobyen matrisin 6z degerleri aym1 kompleks
yari diizlemde kalirlar. (39)’dan goriilebilecegi tizere (36)-(38)
durum denklemlerinin Jakobyen matrisine iliskin 6z degerler
(1)-(3) durum denklemlerinin Jakobyen matrisine iligkin 6z

degerlerin, y, > (olacak bi¢imde 4 = ,{ /y,ile carpimdr.

det(fu-}) = det(fu —diag(¥ . Ve, 7T)Jj

= Yu ¥y det(A=J)=0

(39

A
(39)’daki J ve J , sirastyla, asil ve doniistiiriilmiis modellerin
Jakobyen matrislerini gosterir. Doniistiiriilmiis matrisin 6z
degerleri, karakteristik denklem (40)’1n koklerine esittir.

-a, d
fM.G(’ (GE)_ f:M.T (T)

A+1
0 Ve dr
-a,
det(ar-7) = A+1 0
7,
-a, A+1
0 - fr.n (T”fr.cy (Ge)

7r

:/13+3/12+3/1+1—p%fMI(T)=0 (40)
Karakteristik denklem (40)’1n sag yar1 diizlemde kokii olup
olmadigimi  belirleme amaciyla  Routh-Hurwitz  testi
uygulayabilmek icin  Cizelge 1°deki Routh  dizisi
olusturulabilir. Dizinin ilk siitununun asagida verilen son
lyesinin negatif olmas1 Jakobyenin tanimli oldugu denge
noktasinin kararsiz olmasi anlamina gelir.
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2KT(K-1) @1
(kK +K1?)

Sekil 1’de goriilecegi iizere, cok biiyiik ve cok Kkiigiik

d
l_pﬁ fM,]‘(T):l_p

T degerlerinde gerceklesen denge noktalarinda, (41)’de yer
alan terim, £, (T nin kiiciik olmasi dolayisiyla negatif, ara

bir konstrasyon degerinde gerceklesen denge noktasinda ise
fur (T ‘nin biiyilk olmasi dolayisiyla pozitif olmaktadir.

Dolayistyla, bir kararsiz iki kararli denge noktasinin var
oldugu bir cift-kararli dinamik davranis oldugu goriilmektedir.

Cizelge I: Doniistiiriilmiis modelin karakteristik denklemi i¢in
Routh dizisi

1 3
3 d
Al 3 =P fua (™)
12

1 d
ﬂ] g[8+pﬁ.fM.T(T)J
2’!)

d
1- I’Ef,w.r(T)

4. Sonuclar

Basit bir lak operon modeli iizerinde, lak operon gen aginda
deneysel olarak gozlemlenen cift-kararli davranis kuramsal
olarak incelenmistir. Matematiksel modelin temel durum
degiskenleri olan mRNA, permeaz ve hiicre ici TMG
konsantrasyonlarinin sinirli oldugu, ¢oklu denge noktalarinin
parametrelere bagli olarak ortaya ¢ikisi ve denge noktalarinin
yerel olarak kararlhiliklari incelenerek, modelin biyolojik lak
operon gen aginin c¢aligmasini iyi bir bicimde modelledigi
gosterilmistir. ~ Cift-kararlh  calisma  biciminin  model
parametrelerine bagli olarak ortaya ¢ikisini aciklayan sonuglar,
lak operon gen agmin deneysel olarak gozlemlenen
davraniglart ve bilimsel yazinda yer alan caligmalarda elde
edilen verilerle uyumludur ve s6z konusu biyolojik agin
davraniglarinin anlasilmasina katki olusturmaktadir.
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