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ÖZET 
 
Bu çalismada, bes eksenli bir Edubot robotta, ters 
kinematik hesaplamalar ve yörünge planlamasi 
yapilmistir. Ters kinematik probleminde, robotun uç 
noktasinin gidecegi yerin koordinatlari (x, y, z) ve 
robot elinin baslangiç pozisyonuna göre açisi (φ) girdi 
olarak verildi ve eklem açilarinin alabilecegi degerler 
( 1θ , 2θ , 3θ , 4θ ) hesaplandi. Eklem açilari 

hesaplandiktan sonra, robot verilen görevi 
gerçeklestirirken, hareketinin titresimsiz ve düzgün 
olabilmesi için yörünge planlamasi yapilmistir. 
Yörünge planlamasi yapilirken; pozisyonda, hizda ve 
ivmede süreklilik saglamak için, besinci dereceden 
polinomlar kullanilmistir.  
 
Robotun ters kinematik hesaplamalari ve yörünge 
planlamasi, Matlab 5.02 kullanilarak 
gerçeklestirilmistir. Son olarak, sonuçlar Edubot Robot 
üzerinde denenmistir. 
  
Anahtar Kelimeler : Robot, manipulatör, kinematik, 
yörünge planlamasi. 
 
 
ABSTRACT 
 

THE INVERSE KINEMATICS 
CALCULATIONS AND TRAJECTORY 
PLANNING ON A ROBOT ARM WITH 

FIVE AXES 
 
In this study, the inverse kinematics calculations and 
the trajectory planning has been done on an Edubot 
robot arm with five axes. In the inverse kinematics 
problem, Cartesian coordinates of the goal point (x, y, 
z) and the angle of the end effector (φ) with respect to 
the initial position were entered as an input and the 
joint angles ( 1θ , 2θ , 3θ , 4θ ) were calculated.  After 

calculating the joint angles, the trajectory was planned 
in such a way that the robot achieves a smooth motion 
while performing the task. Fifth order polynomials 

have been used while planning trajectory for 
obtaining continuity in the position, velocity and 
acceleration. 
 
The inverse kinematics calculations and the trajectory 
planning of the robot have been achieved by using 
Matlab 5.02. Finally, the results have been tested on 
the Edubot Robot.  
 
 
1. GIRIS 
 
Robot/1-15/, programlanarak, tasima ya da yer ve yön 
degistirme islemlerini gerçeklestirebilen bir sistemdir. 
Tasima görevi, gövde boyutlarina kiyasla uzak bir 
mesafeye hareket olarak tanimlan ir. Manipulasyon 
ise, gövdenin pozisyonunda meydana gelen 
degisikliktir. Manipulatör/10/, bir küme eklemin 
birbirine bagladigi bir küme rijit kol içerir. Eklemlere 
motorlar takilmistir. Böylece mekanizma verilen bir 
görevi gerçeklestirmek için kontrol edilebilir.  
Robotun analizi; matematik, mekanik ve elektronik 
gibi pek çok bilim dalina ait bilgi gerektirmektedir.   
 
Robotlar, endüstride, tipta, haberlesmede ve daha bir 
çok alanda kullanilmaktadir. Ayrica, askeri 
uygulamalarda da robot kullanimi yaygindir. 
 
Robotlari, kullanilan kontrol teknigine ve içerdikleri 
eklem türlerine göre iki farkli sekilde 
siniflandirabiliriz. Kontrol teknigine göre robotlar: 
Adaptif olmayan robotlar, adaptif robotlar ve akilli 
robotlardir. Adaptif robotlarda bilgisayarli kontrol ve 
sensörlü geri besleme vardir. Adaptif olmayan 
robotlarda sensörlü geri besleme yoktur. Adaptif 
robotlarda bulunan sensör donanimina ek olarak akilli 
robotlarda, genis bir bellek ve çevrenin ayrintili bir 
modeli bulunmaktadir.  Robotlarlarda; döner, 
prizmatik, silindirik, küresel, düzlemsel veya helical 
eklemlerden biri kullanilir ve robot, bu eklem türüne 
göre de  siniflandirilir. Döner ve prizmatik eklemler 
robotikte en çok kullanilan eklem türleridir. 
 
Bir robot, mekanik bölümler, hareketlendiriciler ve 
kontrol birimlerinden olusmaktadir. Robotun mekanik 



 
bölümleri; yapisal parçalar, güç ileten parçalar, (rot, 
disliler vs.), tasiyicilar ve kuplajlama  bölümleri olarak 
sayilabilir. Modern robotlarin hareketlendiricileri, 
çogunlukla elektrikseldir (DC sürücüler). Ancak, 
hidrolik ve pnömatikler de yaygin olarak 
kullanilmaktadir. Modern robotlarda kontrol birimleri, 
bilgisayar tabanlidir(CNC-Sayisal Bilgisayar Kontrolü) 
ve gelismis yapiya sahiptirler.   Bu gün,  bilgisayarlar 
ve mikroislemciler, yüksek hizda islemler yaparak, 
karmasik kontrol algoritmalarini kisa sürede 
çözebilmektedir. DSP (Sayisal Sinyal Isleme) 
uygulayarak paralel islemci yapisi kullanmak, robot 
uygulamalarinda önemli yer tutmaktadir. 
 
 
2. ROBOTTA TERS KINEMATIK 
PROBLEMLER VE YÖRÜNGE 
PLANLMASI 
 
2.1. Alt Problemler 
 
Robotta ters kinematik problem, uygun alt problemlere 
indirgenerek çözülebilir. Bu yöntem, ilk kez Paden/11/ 
tarafindan sunulmustur ve Kahan’in /12/ 
yayinlanmamis çalismasi üzerine bina edilmistir.  
Burada belirtilen alt problemlerin özelligi, hem 
geometrik olarak anlamli olmasi, hem de sayisal olarak 
kararli olmasidir.  
 
Alt problem 1: Tek eksen etrafinda dönme :  

1ξ  bir eksen olsun. Verilen bir p noktasinin 1ξ  ekseni 

etrafinda 1θ  kadar döndürülerek q  noktasina 

ulasmasi, qpe =11̂θξ  ile  ifade  edilir.   
 
 Alt problem 2: Iki sirali eksen etrafinda dönme:  

1ξ ve 2ξ  kesisen iki eksen olsun. Verilen bir p  

noktasinin önce 2ξ  ekseni etrafinda 2θ  kadar ve daha 

sonra  1ξ  ekseni etrafinda 1θ  kadar döndürülerek q  

noktasina ulasmasi qpee =2211
ˆˆ θξθξ   denklemi ile  

saglanabilir.           
 
Alt problem 3:  Verilen bir mesafeye kadar dönme:  
ξ  bir eken olsun. Bir p noktasinin ξ  ekseni 

etrafinda, q  noktasina δ  kadar mesafe kalana kadar 

döndürülmesi, δθξ =− peq
ˆ

 denklemi ile  ifade 

edilir. 
 
Yukarida verilen alt problemler,  robotun en azindan 
birkaç kesisen ekseni varsa kullanislidir. Ters 
kinematik problemlerin çözümünde, geometrik cebirin 
klasik eleme teorisinden yararlanilabilir. Bu yönteme 
Diyalektik eleme de denir /9/. Diyalektik  eleme ile 
önce problem, sadece bir eklem açisini içeren tek 

degiskenli bir polinoma indirgenir. Bu polinom 
çözülerek eklem açilarindan biri elde edilir. Bulunan 
açi degeri problemde yerine konulur ve diger eklem 
açilari bulunana kadar ayni islem tekrarlanir. 
Diyalektik eleme ile hesaplanamayan ters kinematik 
problemler de mevcuttur. Günümüzde, ters kinematik 
probleminin çözümü için, analitik ve nümerik pek çok 
yöntem gelistirilmesine ragmen, genel bir yöntem 
yoktur. Her robot için farkli bir yöntem uygulanabilir. 
 
2.2. Edubot 'un Kinematik Hesaplamalari 
 
Edubot robot, egitim amaçli, bes eklemli bir robottur 
/1/. Eklem-1 orijin kabul edilir ve z ekseni etrafinda 
dönme saglamaktadir. Eklem-2, eklem-3 ve eklem-4, 
x ekseni etrafinda dönme saglamaktadir. Eklem-5, 
robot elini z ekseni etrafinda döndürmektedir ve 
eklem-6, elin bir malzemeyi tutup birakmasi için 
açilip kapanmasini kontrol etmektedir. Eklem-5 ve 
eklem-6, uç noktanin pozisyonunu ve yönünü 
etkilemedikleri için bu çalismada, kinematik dönüsüm 
hesaplarina dahil edilmemistir.. 
 
Edubot robotun fiziksel boyutlari: l1=9.899cm, 

l2=9cm,l3=8cm,  l4=16cm ve sabitθ =45 derece 

seklindedir. 
     
Edubot’un çalisma alani: Edubot, z ekseni boyunca 
–26 ile +40 cm, y ekseni boyunca –26 ile +40 cm ve x 
ekseni boyunca -40 ile +40 cm araliginda çalisabilir. 
Bu degerlerin disina ulasamaz. Ayrica hedef noktanin 
çalisma alani içinde kalabilmesi için,  orijine uzakligi  
40 cm’ yi geçemez. Hedef nokta çalisma alani disinda 
verilirse, ters kinematik hesaplamalarla bulunan 
eklem açilarinin degerleri karmasik sayi seklinde 
çikar. 
 
Robotun ters  kinematik problemi asagidaki 
verilmistir. 
 

dst ggeeee =)0(44332211
ˆˆˆˆ θξθξθξθξ                     (1)     

           
 
Bütün eklem açilari sifir iken,  temel çerçeveyi uç 

nokta çerçevesine dönüstüren )0(stg , her eklem 

açisi için dönüsüm matrisleri ve uç nokta çerçevesi 

dg  bulunmustur /1/. Uç nokta çerçevesi, dg , 

robotun uç noktasinin koordinatlarini ( x , y  ve z ) 
ve robot elinin baslangiç pozisyonunu, ϕ ’yi 

( 432 θ+θ+θ=ϕ ) içermektedir. 

 
Edubot’da z ekseninde dönme saglayan tek eklem  
birinci eklemdir. Baslangiç noktasindaki x  
koordinatini sadece bu eklem degistirebilir. Eklem-1' 

in açisi 1θ  asagidaki gibi bulunur. 
 



 
),tan(1 yxa−=θ                        (2 )                   

 
Bulunan 1θ  degeri, Esitlik  1’de yerine yerlestirilir ve 
denklem asagidaki gibi düzenlenir;   
 

pgeee =443322
ˆˆˆ θξθξθξ                                    (3) 

 

Burada: ( ) 1ˆ
)0(11 −−= stdp ggeg θξ . Denklem (3), alt 

problemlere indirgenerek 2θ  3θ  ve 4θ  degerleri  

bulunur /1/ 
 
2.3. Yörünge Planlamasi 
 
Manipilatörün uç noktasinin, baslangiç noktasindan 
son durumuna kadar hareketi esnasinda, yer degistirme  
ve dönme yollarini belirleyen noktalar kümesi 
“Yörünge” olarak isimlendirilir. 
 
Robot hareketinde temel problem, robot ucunu, o anki 
baslangiç degerinden (Tbaslangiç), istenilen bir son 
degere  (Tson) tasimaktir. Bu harekette, robot kolunun 
hem  yönü hem de pozisyonu degis mektedir. Yolun 
daha detayli tanimlanmasi istendiginde, uç nokta için, 
baslangiç ve sonuç noktalari arasinda geçis noktalari 
ya da ara noktalar tanimlanmalidir. Bunlara ilave 
olarak, iki geçis noktasi arasindaki hareketin süresi de  
yol tanimlanirken verilebilir. 
 
Robotta, ani hareketler mekanizmayi yipratir ve 
robotta rezonansa yol açarak titresimlere neden olur. 
Bunu engellemek için,  fonksiyonun kendisi, birinci 
türevi ve ikinci türevin in de sürekli olmasi istenebilir.  
Bir fonksiyonda; pozisyonun, hizin ve ivmenin 
baslangiç ve son degerlerini saglamasi için  alti 
sinirlamanin saglanmasi gerekir. Asagida verilen 
besinci dereceden polinom, pozisyonda, hizda ve 
ivmede süreklilik sagla maktadir /14, 15/. 
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Denklem 4’teki bütün katsayilar,  pozisyonun, hizin ve 
ivmenin baslangiç ve son degerleri kullanilarak 
bulunabilir. 

 
2.4. Edubot ' un Yörünge Planlamasi 
 
Robotun uç noktasini bir noktadan baska bir noktaya 
tasirken, her noktada eklem açilarinin bilinmesi 
gerekmektedir. Edubot robot, alti ekleme sahiptir. Bu 
eklemlerden iki tanesi, robot elini kontrol etmektedir 
ve uç noktanin gidecegi yeri etkilememektedir. Bu 
sebeple, robotun sadece dört eklem açisi üzerinde ters 
kinematik hesaplamalar yapilmis tir. Bu eklem 
açilarinin zamana göre degisimi matris formunda 
Denklem (5)’te  veririlmistir. 
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Denklem (5)’teki katsayilari bulabilmek için   sinir 
sartlari uygulanir ve katsayilar her bir eklem için  ayri 
ayri bulunur. Hareket bir baslangiç ve sonuç noktasi 
arasinda gerçeklesecek ise hizin ve ivmenin, 
baslangiç ve sonuç degerleri sifir alinir. Eger geçis 
noktalari tanimlanmissa ve  fonksiyonun egimi isaret 
degistirmiyorsa iki egimin ortalamasi geçis noktasinin 
hizi olarak alinir. Fonksiyonun egimi isaret 
degistiriyorsa hiz sifir alinir. Bu sekilde, sadece geçis 
noktalarinin verilmesi ile sistem, her noktadaki hizi 
kendisi seçer.   
 
3. ROBOT KONTROL PROGRAMI VE 
UYGULAMASI 
 
Program Matlab 5.02' de yazilmistir /1/. Programin 
tümü, Selcen isimli bir ana program ve Setpark, 
Tugba8, Tugba9 ve Tugba10 isimli dört alt 
programdan meydana gelmistir. Kullanici önce 
Selcen isimli ana programi çalistirir. Ekrana robot 
kolunun resminin bulundugu bir sayfa gelir. Bu 
sayfadaki tabloya, uç noktanin gitmesini istedigimiz 
pozisyon ve yön bilgileri girilir, 'HESAPLA'  
butonuna basildiginda eklem açilari hesaplanir ve 
ekranda sonuç pozisyonu grafiksel olarak çizilir. 
Eklem açilarinin hesaplanmasi çözüm 1 (Tugba9) 
veya çözüm 2 (Tugba10) olmak üzere iki farkli 
yoldan yapilir. Çözümlerde, ters kinematik problem 
alt problemlere farkli sekillerde indirgendigi için 
farklilik vardir. Robot ayni uç nokta 
konfigürasyonuna farkli eklem açilari ile 
ulasmaktadir. Uç nokta koordinatlari çalisma alaninin 
disinda seçilirse eklem açilari karmasik sayi çikar. 
 
Eklem açilari hesaplandiktan sonra 'INTERPOLE' 
butonuna basilirsa yeni bir sayfa açilir. Bu sayfa 
Tugba8 alt programi tarafindan düzenlenir. Kullanici 
burada ara nokta sayisini ve iki nokta arasindaki 
hareketin süresini seçer. Eger ara nokta sayisi sifirdan 
farkli ise, yani hedef nokta haricinde uç noktanin 
geçmesi gereken baska noktalar tanimlanacaksa, bu 
noktalarin koordinatlari açilan menüden girilir. 
'HESAPLA' butonuna basildiginda   ekrana dört 
eklem açisinin hareket süresince aldigi degerlerin 
grafigi gelir. Sonra bosluk tusuna basildiginda ekrana 
açisal hizlarin  zamana göre degisimlerin i gösteren 
grafikler gelir. Tekrar bosluk tusuna basilirsa, bu kez 



 
açisal ivmelerin zamana karsi degisim grafikleri 
ekrana gelir.  
 
'YÖRÜNGE' butonuna bas ildiginda, uç noktanin 
izledigi yolun kartezyen koordinatlarda üç boyutlu 
çizimi ekranda görülür.  
 
'FILE' butonuna basildiginda, hesaplanan açi degerleri 
bir dosya haline getirillip 'Robotica ' kontrol 
yazilimina aktarilir. 'Robotica'  kontrol yazilimi, 
Edubot için hazirlanmis bir yazilimdir; eklem açilari ve 
hizlari verilen robotun çalismasini saglar. Selcen 
programinda hesaplanan veriler bu yazilim araciligi ile  
Edubot' a gönderildiginde robot istenilen hareketi 
yerine getirir.  Yapilan uygulamalarda robotun bazi 
hareketleri gerçeklestiremedigi, bazilarini ise belli bir 
hata ile gerçeklestirdigi gözlenmistir.  Robotun 
hareketi esnasinda meydana gelen hatalarin bir sebebi, 
hesaplamalar yapilirken mekanik kisitlamalarin 
dikkate alinmamasidir. Edubot’un eklemlerindeki 
hareketlendiriciler  ± 95  derece civarinda dönme 
saglayabilmektedir. Bu degerlerin disina çikildiginda 
eklemlerdeki motorlar zorlanmaktadir. Olusan 
hatalarin bir diger kaynagi ise bu tezin çalisma konusu 
disinda olan kontrol teknikleridir.   
 
Program kullanilarak, hedef nokta koordinatlari: x=0 
cm, y=23 cm, z=-10 cm ve robot elinin baslangiç 
pozisyonuna göre açisi φ=pi  verilmis; ara noktalarin  
tanimlandigi (Sekil 1) ve tanimlanmadigi  durumlar 

için eklem açilarinin ( )(tθ ), açisal hizlarin ( )(tθ& ), 

açisal ivmelerin ( )(tθ&& ) zamana göre degisim 
grafikleri elde edilmistir.   Bu grafikler incelendig inde,  
pozisyonda, hizda ve ivmede süreklilik oldugu 
gözlenmistir /1/. 
 

 
Sekil 1. Ara nokta degerleri 
 
 
Hiz ve ivme egrileri elde edildikten sonra 
‘YÖRÜNGE’ ye tiklanmistir ve robotun uç noktasinin 
izledigi yol, ara noktalarin tanimlanmadigi ve 
tanimlandigi durumlar için kartezyen koordinatlarda üç 
boyutlu olarak çizdirilmistir. Sekil 2 ve 3’te görüldügü 
gibi, ayni uç nokta konfigürasyonuna ulas mak için 
farkli yollar izlenmistir.  
 
 
 

 
Sekil 2. Uç noktanin (x=0, y=23,  z=-10  ve  φ=pi  
degerleri için), çözüm 1 kullanilarak, üç boyutlu 
uzayda kartezyen koordinatlarda izledigi yol 
 
 

 
Sekil 3. Uç noktanin (x=0, y=23,  z=-10  ve  φ=pi  
degerleri için), çözüm 2 kullanilarak, hedef  noktaya 
giderken üç boyutlu uzayda izledigi yol. Burada, 
Sekil 1’deki ara noktalar seçilmis ve ara noktalar 
arasindaki hareket süresi 0.5 sn alinmistir. 
 
4. SONUÇLAR VE ÖNERILER 
 
Ileri kinematik problem, eklem açilari verilen bir 
robotun uç noktasini ve yönünü belirlemekte 
kullanilir. Bu çalismada, verilen uç nokta 
konfigürasyonu için eklem açilarini belirleyen ters 
kinematik problemi, exponansiyellerin çarpimi 
seklinde ifade edilmistir. Bu ifadeyi elde etmek için, 
önce robotun ilk eklemi, temel çerçeve olarak  
belirlenmistir. Daha sonra, her defasinda robot 
eklemlerinden sadece birisi hareket ettirilip, digerleri 
sabit tutulmustur ve temel çerçeveyi,  dönen eklem 
çerçevesine dönüstüren, dönüsüm matrisleri 
bulunmustur. Elde edilen dönüsüm matrislerinin 
çarpimi ile uç noktanin verilen konfigürasyonu 
esitlenerek (Denklem 2), ters kinematik problemi 
formule edilmistir. 
 



 
Edubot robot için hazirlanan programda,  robotun 
sadece dört eklem açisi üzerine hesaplamalar 
gerçeklestirilmistir.  Denklem 3’te ifade edilen ters 
kinematik problem; Paden ve Kahan alt problemlerine 
indirgenerek çözülmüstür.  
 
Yörünge planlamasi, robot, bir baslangiç noktasindan 
bir hedef noktaya giderken, hareketinin zamana göre 
degisiminin planlanmasi olarak tanimlanmaktadir. Bu 
çalismada, ters kinematik problemi çözüldükten sonra, 
robota titresimsiz ve düzgün bir hareket yaptirabilmek 
için yörünge planlamasi yapilmistir. Pozisyonda, hizda 
ve ivmede süreklilik saglayan besinci dereceden 
polinomlar kullanilmistir.  
 
Yapilan çalismada hesaplamalar, Matlab 5.02‘ de 
yazilan bir programla gerçeklestirilmistir. Matlab, 
grafiklerin çizdirilmesi ve menülerin hazirlanmasinda 
da kolayliklar saglamistir.   
 
Matlab 5.02’de yazilan programda, robotun ters 
kinematik problemi için iki farkli çözüm elde 
edilmistir. Ara noktalarin tanimlandigi ve 
tanimlanmadigi  durumlar için hesaplamalar 
yaptirilmistir.  Eklem açilarinin ( )(tθ ), açisal hizlarin 

( )(tθ& ) ve açisal ivmelerin ( )(tθ&& ) zamana göre 
degisim grafikleri elde edilmis ve incelenmistir /1/. 
Sekillerden, pozisyon, hiz ve ivme egrilerinde 
süreklilik oldugu gözlenmistir.  
 
Robotun uç noktasinin izledigi yol, ara nokta 
tanimlandigi ve tanimlanmadigi durumlar için 
kartezyen koordinatlarda üç boyutlu olarak 
çizdirilmistir. Ayni uç nokta konfigürasyonuna farkli 
yollar izlenerek ulasildigi görülmüstür. 
 
Son olarak, Selcen programinda elde edilen veriler bir 
dosya halina getirilip ‘Robotica’ kontrol yazilimina 
gönderilmistir. Hesaplanan veriler bu yazilim ile robot 
üzerinde denendiginde, robotun bazi hareketleri tam 
olarak gerçeklestiremedigi gözlenmistir. Meydana 
gelen hatanin sebebi, Edubot eklemlerindeki 
hareketlendiricilerin, sinirli dönme ( ± 95 derece) 
saglayabilmesidir.  Bu degerler disindaki eklem 
açilarinin gerçeklestirilmesi istendiginde motorlar 
zorlanmaktadir. Ayrica  hareketlendiriciler üzerindeki 
yük miktari da robot hareketini kisitlayici bir etkendir.     
Bu çalismanin devaminda, robotun çalisma alanini 
genisletmek için eklemlerdeki hareketlendiricilerin 
sagladiklari açilar artirabilir. Ayrica robotun, hareketi 
en az hata ile gerçeklestirmesi için robotun dinamik 
yapisi üzerine yapilan hesaplamalar, yörünge 
planlamasi yapilirken dikkate alinabilir. Robotun 
hareketi esnasinda meydana gelen titresimler, PID 
(oransal+integral+türevsel)  kontrolcüler kullanilarak  
azaltilabilir. 
 
Robot için yörünge planlamasi yapilirken, robotun 
çalisma alani içerisinde engeller konulabilir. Robot, bu 

engelleri hissedebilecek sensörlerle donatilabilir ve 
yörünge plani, robotun karsilastigi engellere 
çarpmadan hareket etmesini saglayacak sekilde 
gelistirilebilir.   
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